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Este texto y su primera edición son una introducción a los sistemas de comunlcaÜÒII 
eléctrica, ambos escritos a un nivel apropiado para estudiantes a punto de gradÜIUM 
o que están en su primer afio de graduados. Como la comunicación eléctrica endérre 
diversos aspectos que van desde las arduas consideraciones electrónicas y electfO* 
magnéticas hasta las abstracciones matemáticas inherentes a la teoria de la infoN 
mación y de la detección, he intentado trazar aqui una trayectoria media, toman¬ 
do los punto de vista de la ingeniería de sistemas enfocados sobre los conceptOS 
básicos, técnicas y problemas que caracterizan a la transferencia de la informadôn 
por medio de seflales eléctricas, dadas las inevitables limitaciones de los sistemai 
físicos. El tema específico y su organización está expuesto en el contenido y se trctâ 
en la Sec. 1.6. Los motivos de esta nueva edición son los siguientes: 

1 . Se introducen por primera vez los fundamentos de la transmisión de sefla¬ 
les analógicas y digitales en el contexto de la comunicación en banda base (Cap. 4). 
Así, conceptos como pérdidas en canales, distorsión, requisitos de ancho de banda, 
relaciones seflal a ruido y errores, son presentados a un nivel más elemental y se es- 
tablece una norma de comparación para el estúdio subsecuente de los métodos de 
modulación. 

2. En atención a la importância creciente de la comunicación digital, la oo- 
bertura de este tema se ha ampliado e intercalado a lo largo dei texto, comenxando 
en el capitulo 4. 




II PREFACIO 


3. Mayor flexibilidad tanto para el instructor como para el estudiante, pues 
ratamos en capítulos separados temas como: ruido en la moduladón de onda conti- 
iua (Cap. 7), muestreo y modulación de pulsos (Cap. 8), teoria de la información 
Cap. 9) y sistemas digitales de datos (Cap. 10), más tres Apêndices. Se tiene así, un 
;ran campo para la selección de temas a partir dei Cap. 6. Por otra parte, el material 
ipcional de naturaleza más avanzada, en cada capítulo, ha sido sefialado con el 
Imbolo *. \ 

4. Las funciones de correlación y densidad espectral han sido incluídas pri- 
nero para sefíales determinísticas (Sec. 2.6) usando el concepto general de productos 
scalares, por medio dei cual se allana el camino para el análisis de las sefiales aleato- 
ias (Sec. 3.5). La teoria espacial de la sefial que se sustenta en los productos escala- 
es, se trata en el Apêndice A. 

5. Hay muchos ejemplos, escogidos particularmente para ilustrar las técnicas 
n que la mayoría de los estudiantes encuentran dificultades. Hay también ejercicios 
jeneralmente con respuestas) diseminados en el texto para motivarlos a evaluar su 
omprensión dei material. 

6 . Se desarrolló un esfuerzo especial para servir a las necesidades de dos gru- 
os de estudiantes: para los que están comenzando una secuencia de estúdio en el 
rea de la comunicación-elêctrica; y para los que desean qúe se trate esa matéria con 
dativo detenimiento. Para los primeros, el material opcional constituye un enlace 
ara el trabajo a nivel de graduado. Para los segundos, he sefialado las relaciones 
itre campos relacionados con otras disciplinas, y la ingeniería eléctrica. 

De conformidad con la heterogeneidad de intereses y un deseo de mantener los 
rerrequisitos a un mínimo, he supuesto que los estudiantes son moderadamente 
ieptos al análisis de circuitos (incluyendo problemas siifiples de transitórios y esta¬ 
ca estacionário) y poseen algunos conocimientos de electrónica. A propósito de ello 
írê que los estúdios prévios sobre análisis de sistemas lineales, transformadas de 
ourier y teoria de la probabilidad son útiles pero no esenciales. Èajo esta base, los 
■imeros ocho o nueve capítulos pueden ser estudiados en un semestre si se omiten 
s secciones opcionales. Con una selección de las partes que se agregarán u omiti- 
in, se armará un texto adecuado a cursos de variables duraciones o para estudiantes 
>n diferentes bases. 

Han sido incluidos dos tipos de referencias: las que se citan por medio de notas 
pie de página y dan mayores detalles de un párrafo o artícqlo, y las mencionadas 
ijo el encabezado de Lecturas Suplementarias Selectas que constituyen una breve 
lación bibliográfica de algunos tratados más elaborados. Todas estas referencias 
n sido escogidas por su fácil localización. 

También se han incluido aproximadamente 370 problemas, contados los que 
$uran en los apêndices. Ellos abarcan desde cálculos simples (con soluciones 
cluidas) hasta análisis más avanzados y problemas de disefio. Los problemas que 
refieren al material opcional o que requieren cierta ingeniosidad dei estudiante, 
tán identificados con el símbolo *. Esto puede ser considerado por el instructor 
mo tema de discusión en clase. Si se solicita al editor un manual dei instruotor que 
ntiene soluciones completas a los problemas, él podrà proporcionado. 
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Ademàs de soluciones a problemas, el manual dei instructor contient! Fi|Uflf 
seleccionadas dei texto en forma adecuada para hacer transparências proyoctftMilt 
instrucciones para varias demostraciones de lectura y una completa guia de eitudiOfl 
para aquellos que deseen ensefiar la matéria por medio de la instrucción indlvidttiil* 
zada o autodidacta. Casualmente, he usado este tipo de instrucción en RenUilftfT 
desde 1972, por ello esas guias de estúdio están basadas en una considerable expt» 
riencia. El método parece funcionar muy bien con esta matéria y la respuesta dfl ts> 
tudiante ha sido generalmente entusiasta. 

Estoy en deuda con muchas personas por sus consejos y auxilio para esta se¬ 
gunda edición. El Dr. David G. Gisser, dei Instituto Politécnico de Rensselaer, apor¬ 
to importantes contribuciones relacionadas con la electrónica de la comunicación. 
Otros colegas de Rensselaer que me auxiliaron son los doctores Dean N. Arden, 
Charles M. Close, Lester A. Gerhardt y Dean K. Frederick. El Dr. John C. Lin- 
denlaub, de la Universidad de Purdue, proporciono muchas sugerencias importantes 
para que fuera realizada la segunda edición, y colaboró en las guias de estúdio para 
estudiantes, las cuales han sido probadas en clase, en Purdue. Se hicieron numerosas 
mejoras pedagógicas con los comentários de estudiantes y auxiliares de enseflanza 
graduados en el curso de instrucción autodidacta, principalmente los seflores 
Mounir P. Badawy, Nelson R. Corby, Jeffrey S. Lücash, Michael P. Meyer y 
Arthur P. Sarkisian. Finalmente, agradezco el apoyo que recibí durante este trabajo 
a la administración de la Escuela de Ingeniería en Rensselaer, a mi esposa y a mi fa¬ 
mília. 


A. Bruce Carlson 



1 


INTRODUCCIÓN 


Attention s the Universe! By kingdoms, right wheel!* Esta frase profética es el pri- 
mer mensaje telegráfico registrado, que envió a través de una línea de 16 km Samuel 
F. B. Morse, en 1838. Así nació una nueva era en la comunicación, la era de la co- 
municación eléctrica. 

Hoy, los sistemas de comunicación eléctrica se encuentran en todas partes 
donde se transmite información de un punto a otro. El teléfono, la radio y la televi- 
sión han venido a ser factores de la vida diaria. Los circuitos de larga distancia 
cubren el globo terráqueo llevando texto, voces e imágenes. Los sistemas de radar y 
telemetria desempefian papeies importantes, vitales, en navegación, defensa e inves- 
tigación cientifica. Las computadoras hablan a otras computadoras por medio de 
enlaces transcontinentales de datos. Los logros son muchos y la lista es, al parecer, 
interminable. Ciertamente se han logrado grandes avances desde los dias de Morse; 
también es cierto que en las próximas décadas veremos muchas nuevas hazaftas en la 
ingeniería de la comunicación, aunque las aplicaciones potenciales sólo están limita¬ 
das por las necesidades, aspiraciones e imaginación dei hombre. 

Dados los innumerables tipos de sistemas de comunicación, un libro como es¬ 
te, dirigido a la matéria de la comunicación eléctrica, no puede cubrir cada aplica- 
ción. El resultado seria un enorme catálogo que pronto estaria anticuado o dcs- 


* “jAtendón, el Universo! Por reinos, ia la derecha!” (Voz de mando en el ejército esttdounl 
dense.) 
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actualizado y no podríamos discutir en detalle los componentes de un sistema 
específico. Un sistema típico está formado de numerosas y diversas partes cuya 
comprensión escapa virtualmente a todas las especialidades de la ingeniería eléctrica: 
conversión de la energia, teoria de redes, electrónica y teoria electromagnética, para 
citar unas cuantas. Más aún, en un análisis pormenorizado se perdería el punto esen- 
cial de que un sistema es un todo integrado que realmente excede la suma de sus partes. 

En vez de eso, este libro trata el tema desde un punto de vista más general. Re- 
conociendo que todos los sistemas de comunicación tienen la misma función básica, 
o sea, la transmisión de la informadón , buscaremos y aislaremos los principios y 
probleiAas de la información que se ha de transmitir en forma eléctrica. Estos serán 
examinados detalladamente y se harán los análisis fundamentales y las técnicas de 
disefío aplicables a cualquier tipo de comunicación eléctrica. En pocas palabras, este 
libro trata a los sistemas de comunicación como sistemas . 

El contacto con la ingeniería de sistemas es algo poderoso, y al mismo tiempo 
algo abstracto, pero confiando en las matemáticas, podemos llegar al corazón de los 
más complejos problemas. Sin embargo, debemos tener en mente que las matemáti¬ 
cas son un medio para lograr un fin, y éste sigue siendo un conocimiento básico de la 
comunicación eléctrica. El uso de la herramienta matemática abstracta y sus mode¬ 
los deben ser dirigidos a ese fin, con razonamiento físico y juicio de ingeniería. 

El propósito de este capítulo de introducción es doble: dar una descripción ge¬ 
neral de los sistemas de comunicación, enumerar los elementos esenciales, sus fun¬ 
ciones y problemas asociados, y situar en perspectiva los papeies que desempefian las 
disciplinas en la ingeniería de los sistemas de la comunicación. 


1.1 COMUNICACIÓN, MENSAJES Y SENALES 

Para empezar, definimos a la comunicación como el proceso por medio dei cual la 
información se transfiere de un punto llamado la fuente , en espado y tiempo, a otro 
punto que es el destino o usuário. Un sistema de comunicación es la totalidad de me¬ 
canismos que proporcionan el enlace para la información entre fuente y destino. Un 
sistema de comunicación eléctrica es aquel que ejecuta esta función principal, pero 
no exclusivamente, por medio de dispositivos y fenómenos eléctricos. 

Es evidente que el concepto de información es la esencia de la comunicación. 
Pero, £quê es la información? Aqui podemos entrar en dificultades, porque infor¬ 
mación es una palabra embarazosa que implica nociones Semânticas y filosóficas ta¬ 
les como conocimiento o significado. Estos aspectos subjetivos, aunque pueden ser 
fascinantes, no son aplicables a los problemas tecnológicos de la comunicación. 
Eventualmente, en nuestra discusión de la teoria de la información, se formulará 
una definición matemática precisa de información. Por lo pronto, sin embargo, se 
seguirá una ruta ligeramente diferente. En vez de abordar la información por sí mis¬ 
ma, nos concentraremos en la manifestación física de la información como es pro- 
ducida por la fuente, es decir, el mensaje. 
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Mensaje <fc stflaJ 

entrada Scftal d c rcribida Seftal de 



FIGURA 1.1 

Los elementos de un sistema de comunica¬ 
ción. 


Hay muchas clases de fuentes de información, incluso hombres y máquinas; 
por eso, los mensajes aparecen en muchas formas: una secuencia de símbolos o 
letras discretas (v. gr., palabras escritas en una forma telegráfica, las perforaciones 
en una tarjeta IBM); una magnitud sencilla variando con el tiempo (v. gr., la presión 
acústica producida por la voz o la música; la posición angular de un giróscopo); va¬ 
rias funciones dei tiempo y otras variables (v. gr., la intensidad de la luz y el color de 
una escena de televisión). Pero, sea cual fuere el mensaje, el objeto de un sistema 
de comunicación es proporcionar una réplica aceptable de él en su destino. 

Como regia, establezcamos que el mensaje producido por una fuente no es 
eléctrico y, por lo tanto, es necesario un transductor de entrada. Este transductor 
convierte el mensaje en una serial, una magnitud eléctrica variable, tal como un vol- 
taje o una corriente. Similarmente, otro transductor en el destino convierte la sefial 
de salida a la forma apropiada dei mensaje. Si bien el disefío de los transductores es 
una parte importante de la ingeniería de la comunicación, limitaremos nuestra consi- 
deración a la parte estrictamente eléctrica dei sistema, es decir, aquella porción don¬ 
de el mensaje aparece como una sefial eléctrica. En lo sucesivo, los términos serial y 
mensaje se usarán indistintamente, puesto que tanto la sefial como el mensaje son 
una materialización física de la información. 

Establecidos estos preliminares, volvamos nuestra atención al sistema, sus par¬ 
tes y sus problemas. 


1.2 LOS ELEMENTOS DE UN SISTEMA DE COMUNICACIÓN 

La figura 1.1 muestra los elementos funcionales de un sistema completo de comuni¬ 
cación. Por conveniência, los hemos aislado como entidades distintas, aunque en los 
sistemas reales la separación no puede ser tan obvia. También se indica que hay al- 
gunos factores no deseados que inevitablemente forman parte de la figura. 
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Elementos fundonales 

Omitiendo los transductores, hay tres partes esenciales en un sistema de comunica- 
ción eléctrica, el transmisor, el canal de transmisión y el receptor . Cada uno tiene su 
función característica. 

Transmisor El transmisor pasa el mensaje al canal en forma de seflal. Para lograr 
una transmisión eficiente y efectiva, se deben desarrollar varias operaciones de pro- 
cesamiento de la seflal. La más común e importante de estas operaciones es la modu- 
lación , yn proceso que se distingue por el acoplamiento de la sefíal transmitida a las 
propiedades dei canal, por medio de una onda portadora. Hablaremos de este proce¬ 
so más adelante, en cuatro capítulos. 

Canal de transmisión El canal de transmisión o medio es el enlace eléctrico entre el 
transmisor y el receptor, siendo el puente de unión entre la fuente y el destino. Puede 
ser un par de alambres, un cable coaxial, una onda de radio o un rayo laser. Pero sin 
importar el tipo, todos los médios de transmisión eléctricos se caracterizan por la 
atenuación , la disminución progresiva de la potência de la seflal conforme aumenta 
la distancia. La magnitud de la atenuación puede ser pequefla o muy grande. Gene¬ 
ralmente es grande y, por lo tanto ; es un factor que debe ser considerado. 

Receptor La función dei receptor es extraer dei canal la seflal deseada y entregaria 
al transductor de salida. Como las seflales son frecuentemente muy débiles, como re¬ 
sultado de la atenuación, el receptor debe tener varias etapas de amplificación. En 
todo caso, la operación clave que ejecuta el receptor es la demodulación (o detec- 
ción), el caso inverso dei proceso de modulación dei transmisor, con lo cual vuelve la 
seflal a su forma original. 


Contaminaciones 

Durante la transmisión de la seflal ocurren ciertos efectos no deseados. Uno de ellos 
es la atenuación, la cual reduce la intensidad de la seflal; sin embargo, son más sérios 
la distorsión, la interferencia y el ruido, los cuales se manifiestan como alteraciones 
de la forma de la seflal. Al introducirse estas contaminaciones al sistema, es una 
práctica común y conveniente imputárselas al canal, pues el transmisor y el receptor 
son considerados ideales. En la figura 1.1 se ilustra esta conversión. 

En términos generales, cualquier perturbación no'intencional de la seflal se 
puede clasificar como “ruido”, y algunas veces es difícil distinguir las diferentes 
causas que originan una seflal contaminada. Existen buenas razones y bases para se¬ 
parar esos tres efectos, de la manera siguiente: 

Distorsión Es la alteración de la seflal debida a la respuesta imperfecta dei sistema 
a ella misma. A diferencia dei ruido y la interferencia, la distorsión desaparece cuan- 
do la seflal deja de aplicarse. El diseflo de sistemas perfeccionados o redes de com- 
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pensación reduce la distorèión. En teoria es posible lograr una compensación perfec- 
ta. En la práctica debe permitirse cierta distorsión, aunque su magnitud debe estar 
dentro de limites tolerables. 

Interferencia Es la contaminación por seflales extraflas, generalmente artificiales y 
de forma similar a las de la seflal. El problema es particularmente común en emi- 
siones de radio, donde pueden ser captadas dos o más seflales simultáneamente por 
el receptor. La solución al problema de interferencia es obvia: eliminar en una u otra 
forma la seflal interferente o su fuente. En este caso es posible una solución perfecta, 
si bien no siempre práctica. 

Ruido Finalmente, dejando lo peor al último, llegamos al ruido. Por ruido se debe 
entender las seflales aleatórias e impredecibles de tipo eléctrico originadas en forma 
natural dentro o fuera dei sistema. Cuando estas variaciones se agregan a la seflal 
portadora de la información, ésta puede quedar en gran parte oculta o eliminada to¬ 
talmente. Por supuesto que podemos decir lo mismo en relación a la interferencia y 
la distorsión y en cuanto al ruido que no puede ser eliminado nunca completamente, 
ni aun en teoria. Como veremos, el ruido no eliminable es uno de los problemas bá¬ 
sicos de la comunicación eléctrica. 


1.3 MODULACIÓN 

Muchas seflales de entrada no pueden ser enviadas directamente hacia el canal, co¬ 
mo vienen dei transductor. Para eso se modifica una onda portadora, cuyas pro¬ 
piedades se adaptan mejor al medio de transmisión en cuestión, para representar el 
mensaje. La modulación es la alteración sistemática de una onda portadora de 
acuerdo con el mensaje (seflal moduladora) y puede ser también una codificación. 

Es interesante hacer hincapié en que muchas formas de comunicación no 
eléctricas también encierran un proceso de modulación, y la voz es un buen ejemplo. 
Cuando una persona habla, los movimientos de la boca ocurren de una manera más 
bien lenta, dei orden de los 10 Hzt, que realmente no pueden producir ondas acús¬ 
ticas que se propaguen. La transmisión de la voz se hace por medio de la generación 
de tonos portadores, de alta frecuencia, en las cuerdas vocales, tonos que son modu¬ 
lados por los músculos y órganos de cavidad oral. Lo que el oído capta como voz, es 
una onda acústica modulada, muy similar a una onda eléctrica modulada. 


Tipos de modulación 

El êxito de un sistema de comunicación en una misión determinada, depende en gran 
parte de la modulación, tan es así que el tipo de modulación es una decisión alrede- 
dor de la cual gravita el diseflo dei sistema y por esta razón muchas técnicas de mo- 


t El hertz , abreviado Hz, es la unidad de frecuencia en ciclos por segundo. Se usará a menu d o 
en este libro con prefijos, como: kHz, MHz 
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dulación han evolucionado y cubierto diversas tareas y requisitos de muchos siste¬ 
mas. Y conforme aparezcan nuevas exigências, se desarrollarán nuevas técnicas. 

A pesar de la multitud de variedades, es posible identificar dos tipos básicos de 
modulación en relación a la clase de onda portadora: la modulación de onda conti¬ 
nua (CW), en la cual la portadora es simplemente una forma de onda senoidal, y la 
modulación de pulsos , en la cual la portadora es un tren periódico de pulsos. 

■Puesto que la modulación de onda continua es un proceso continuo, es posible 
adaptaria a seflales que están variando constantemente con el tiempo. Por lo gene- 
ra 1 , la portadora senoidal es de mayor frecuencia que cualquiera de las componentes 
de frecuencia contenidas en la sefial moduladora. El proceso de modulación se ca¬ 
rateriza pues por una traslación de frecuencia , es decir, el espectro dei mensaje (su 
contenido de frecuencia) se corre hacia arriba a otra banda de mayor frecuencia. 

La Modulación de pulsos es un proceso discontinuo o discreto, en el sentido de 
que los pulsos aparecen sólo en ciertos intervalos de tiempo. Por eso la modulación 
de pulsos se adapta mejor a los mensajes que son discretos por naturaleza. Con la 
ayuda dei muestreo , las senales que varían continuamente pueden ser transmitidas 
sobre portadoras pulsadas. A menudo, tanto en los telégrafos como en los teletipos, 
la modulación de pulsos y la codificación van de la mano. 

Como alternativa a la clasificación anterior, algunas veces es preferible desig¬ 
nar a la modulación como analógica o codificada (digital). Esto es particularmente 
cierto en los sistemas más complejos que emplean ambas técnicas (modulación de 
CW y pulsada), haciendo distinción de su tipo indefinido de portadora. La diferen¬ 
cia entre análogica y digital es la siguiente: en la modulación analógica, el parâmetro 
modulado varia en razón directa a la sefial moduladora. En la modulación codifica¬ 
da, ocurre una transformación digital, por medio de la cual el mensaje se cambia de 
un lenguaje simbólico a otro. Si el mensaje es originalmente una función continua 
dei tiempo, debe ser muestreado y digitalizado (cuantificado) antes de ser codificado. 

Pero haciendo caso omiso dei tipo —CW o pulsada, analógica o codificada— 
la modulación debe ser un proceso reversible , de tal manera que el mensaje pueda 
ser recuperado en el receptor por medio de la operación complementaria de demodu- 
lación. 


;,Para qué >e modula? 

En su libro sobre la teoria de la modulación, Black (1953)t dedica un capítulo a es- 
la interrogante. Hemos dado ya una respuesta concisa: la modulación se precisa pa¬ 
ra acoplar la sefial con el medio de transmisión. Sin embargo, este acoplamiento 
implica varias consideraciones que merecen una ulterior ampliación. 

Modiilaeión por facilidad de radiación Una radiación eficiente de energia electro¬ 
magnética icquiere de elementos radiadores (antenas) cuyas dimensiones físicas sean 


I 1 as iclrmiciiijt sv imliean en esta moduliüacl a lo largo tlel lexio I ;is cilas completas csiAn 
rmimriadas poi cl autor cn las Kclcrcncias, al final dei lihro 


por lo menos de 1/10 de su longitud. Pero muchas seflales, especialmente de audlo 
tienen componentes de frecuencia dei orden de los 100 Hz o menores, para lo cual 
necesitan antenas de unos 300 km de longitud si se radiaran directamente. Utilizan¬ 
do la propiedad de traslación de frecuencia de la modulación, estas seflales se 
pueden imprimir sobre una portadora de alta frecuencia, con lo que se logra una re- 
ducción sustancial dei tamafio de la antena. Por ejemplo, en la banda de radio de 
FM, donde las portadoras están en el intervalo de 88 a 108 MHz, las antenas no 
deben ser mayores de un metro. 

Modulación para reducir el ruido y la interferencia Hemos dicho que es imposiblc 
eliminar totalmente el ruido dei sistema. Y aunque es posible eliminar la ínterferen- 
cia puede no ser práctico. Por fortuna, ciertos tipos de modulación tienen la uti 
propiedad de suprimir tanto el ruido como la interferencia. La supresión, sin embar¬ 
go, ocurre a un cierto precio; generalmente requiere de un ancho de banda de trans¬ 
misión (intervalo de frecuencia) mucho mayor que el de ia seftal original; de ahí la 
designación de reducción dei ruido de banda ancha. Este convemo de ancho de ban¬ 
da para la reducción dei ruido es uno de los interesantes y a veces desventajosos as¬ 
pectos dei diseflo de un sistema de comunicación. 

Modulación por asignación de frecuencia El propietario de un aparato de radio o 
televisión puede seleccionar una de varias estaciones, aun cuando todas las esta¬ 
ciones estén transmitiendo material de programa similar en el mismo medio de trans¬ 
misión. Es posible seleccionar y separar cualquiera de las estaciones, dado que cada 
una tiene asignada una frecuencia portadora diferente. Si no fuera por la modula¬ 
ción, sólo operaria una estación en un área dada. Dos o más estaciones que transmi- 
tan directamente en el mismo medio, sin modulación, producirían una mezcla inútil 
de senales interferentes. 

Modulación para multicanalización A menudo se desea transmitir muchas seflalc; 
en forma simultânea entre dos puntos. Las técnicas de multicanalización son for 
mas intrínsecas de modulación, permiten la transmisión de seflales multiples sobr. 
un canal, de tal manera que cada sefial puede ser captada en el extremo receptor. La 
aplicaciones de la multicanalización comprenden telemetria de datos. emision clc J'!V 
estereofónica y telefonia de larga distancia. Es muy común, por ejemplo. tem-, fcasb 
1 800 conversaciones telefónicas de ciudad a ciudad, multicanalizadas y transmiti 
das sobre un cable coaxial de un diâmetro menor de un centímetro. 

Modulación para superar las limitaciones dei equipo El diseflo de un sistema qiietl 
generalmente a la disponibilidad de equipo, el cual a menudo presenta inconvcmcii 
tcs en relación con las frecuencias involucradas. La modulación se puede usar par 
siluar una sefial en la parte dei espectro de frecuencia donde las limitaciones d« 
equipo scan mínimas o donde se encuentren más fácilmente los requisitos de discflt 
Para este propósito, los dispositivos de modulación se encuentran lambièn cn los m 
ceptorcs, como ocurre con los iransmisorcs. 
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1.4 LIMITACIONES FUNDAMENTALES EN LA COMUNICACIÓN 

ELÉCTRICA 

En el diseflo de un sistema de comunicación o de cualquier sistema para esta maté¬ 
ria, el ingeniero se coloca frente a dos clases generales de restricciones: por un lado, 
los factores tecnológicos , es decir, los factores vitales de la ingeniería y por otra par¬ 
te, las limitaciones físicas fundamentales impuestas por el propio sistema, o sean, las 
leyeside la naturaleza en relación con el objetivo propuesto. 

Puesto que la ingeniería es, o debe ser, el arte de lo posible, ambas clases de 
restricciones deben ser analizadas al diseííar el sistema. Hay más de una diferencia, 
pues los problemas tecnológicos son problemas de practicabilidad que incluyen con- 
sideraciones tan diversas como disponibilidad dei equipo, interacción con sistemas 
existentes, factores económicos, etc., problemas que pueden ser resueltos en teoria, 
aunque no siempre de una manera práctica. Pero las limitaciones físicas fundamen- 
tales son justamente eso; cuando aparecen en primer plano, no existen recursos, 
incluso en teoria. No obstante, los problemas tecnológicos son las limitaciones que 
en última instancia sefialan si pueden o no ser salvadas. Las limitaciones fundamen¬ 
tales en la transmisión de la información por médios eléctricos son el ancho de ban¬ 
da y el ruido. 

La limitación dei ancho de banda 

Aunque no en forma explícita, la figura 1.1 muestra el elemento tiempo como una 
parte integrante de los sistemas de comunicación. La utilización de sistemas eficien¬ 
tes conduce a una reducción dei tiempo de transmisión, es decir, que se transmite 
una mayor información en el menor tiempo. Una transmisión de información rápida 
se logra empleando seflales que varían rápidamente con el tiempo. Pero estamos tra¬ 
tando con un sistema eléctrico, el cual cuenta con energia almacenada; y hay una ley 
física bien conocida que expresa que en todos los sistemas, excepto en los que no hay 
pérdidas, un cambio en la energia almacenada requiere una cantidad definida de 
tiempo. Así, no podemos incrementar la velocidad de la seflalización en forma ar¬ 
bitraria, ya que en consecuencia el sistema dejará de responder a los câmbios de la 
seflal. 

Una medida conveniente de la velocidad de la seflal es su ancho de banda, o 
sea, el ancho dei espectro de la seflal. pn forma similar, el régimen al cual puede un 
sistema cambiar energia almacenada, se refleja en su respuesta de frecuencia útil, 
medida en términos dei ancho de banda dei sistema. La transmisión de una gran can¬ 
tidad de información en una pequefla cantidad de tiempo, requiere seflales de banda 
ancha para representar la información y sistemas de banda ancha para acomodar las 
seflales. Por lo tanto, dicho ancho de banda surge como una limitación fundamen¬ 
tal. Cuando se requiere de una transmisión en tiempo real, el diseflo debe asegurar 
un adecuado ancho de banda dei sistema. Si el ancho de banda es insuficiente, puede 
ser necesario disminuir la velocidad de seflalización, incrementándose así el tiempo 
de transmisión. A lo largo de estas mismas líneas debe recalcarse que el diseflo dei 
equipo no es con mucho un problema de ancho de banda absoluto o fraccionario, o 
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sea, el ancho de banda absoluto dividido entre la frecuencia central. Si con una seflal 
de banda ancha se modula una portadora de alta frecuencia, se reduce el ancho de 
banda fraccional y con ello se simplifica el diseüo dei equipo. Esta es una razón por 
qué en seüales de TV cuyo ancho de banda es de cerca de 6 MHz se emiten sobre 
portadoras mucho mayores que en la transmisión de AM, donde el ancho de banda es 
de aproximadamente 10 Hz. 

Asimismo, dado un ancho de banda fraccionario, resultado de las considera- 
ciones dei equipo, el ancho de banda absoluto puede incrementarse casi indefinida¬ 
mente yendo hasta frecuencias portadoras mayores. Un sistema de microondas de 5 
GHz piíede acomodar 10 000 veces más información en un período determinado que 
una portadora de radiofrecuencia de 500 kHz, mientras que un rayo laser cuya fre¬ 
cuencia sea de 5 x 10 14 Hz tiene una capacidad teórica de información que excede al 
sistema de microondas en un factor de 10 5 , o sea, un equivalente aproximado de 10 
millones de canales de TV. Por ello es que los ingenieros en comunicaciones estàn in¬ 
vestigando constantemente fuentes de portadoras de alta frecuencia nuevas y utili- 
zables para compensar el factor ancho de banda. 

La figura 1.2 muestra aquellas porciones dei espectro electromagnético en uso 
o potencialmente disponible para la comunicación eléctrica. Se indican en ella las 
aplicaciones representativas y los médios de transmisión. Como guia burda, considé- 
rese que el ancho de banda disponible en cualquier punto es aproximadamente el 
10% de la frecuencia portadora. Debido a vários factores, el hueco entre los 10 n Hz 
(100 GHz) y los 10 14 Hz probablemente permanecerá vacío por lo que a comunica¬ 
ción se refiere. 

La limitación ruido 

Un instrumento de medición que posee un 1% de resolución da lugar a una mayor 
información que un instrumento con un 10%; la diferencia es 1 de exactitud . En for¬ 
ma similar, el êxito en la comunicación eléctrica depende de la exactitud con que el 
receptor pueda determinar cuál seüal es la que fue realmente transmitida, diferen- 
ciándola de las seüales que podrían haber sido transmitidas. Una identificación per- 
fecta de la seüal seria posible sólo en ausência de ruido y otras contaminaciones, 
pero el ruido existe siempre en los sistemas eléctricos y sus perturbaciones sobrepuestas 
limitan nuestra habilidad para identificar correctamente la seüal que nos interesa y 
así, la transmisión de la información. 

^Por qué es inevitable el ruido? Detalle curioso, la respuesta proviene de la 
teoria cinética. Cualquier partícula a una temperatura diferente de cero absoluto, 
posee una energia térmica que se manifiesta como movimiento aleatorio o agitación 
térmica. Si la partícula es un electrón, su movimiento aleatorio origina una corriente 
aleatória. Luego, si esta corriente aleatória ocurre en un medio conductor, se produ- 
ce un voltaje aleatorio conocido como ruido térmico o ruido de resistência . Mientras 
el ruido de resistência es sólo una de las posibles fuentes en un sistema, muchos otros 
están relacionados, en una u otra forma, al movimiento electrónico aleatorio. Más 
aún, como era de esperarse de la dualidad onda-partícula, existe ruido térmico aso- 
ciado con la radiación electromagnética. En consecuencia, como no podemos tcncr 
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Designación Médios de transmisión Aplicaciones 



1 cm 


10 cm 


l m 


10 m 


iOGm 


km - 


10 km ■ 


100 km - 
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Audio 
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Cablc 

coáxial 
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alambres 


Radio en 
microondas 


Radio en 
onda corla 


Radio en 
onda larga 


Experimental 
Navegación 
Satélite a satélite 
Repetidor de microondas 
Tierra a satélite 
Radar 


UHF TV 


Mòvjles* aeronáutica 


VHF TV y FM 


Radio mòvil 


Ncgocios 
Radio aficionado;. 
Internacional 
Banda civil 


Radiodifusión de AM 


Aeronáutica 
Cable submarino 

Navegación 
Radio transoceânico 


Telefono 

Telégrafo 
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■10 kHz 
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FIGURA 1.2 

BI espccLro electromagnético. (Las aplicaciones mostradas son ilustrativas; las limi 
laciones de espado impitlen una lisla completa) 
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comunicación eléctrica sin electrones u ondas electromagnéticas, tampoco podemot 
tener comunicación eléctrica sin ruido. 

Las variaciones de ruido típicas son muy pequeflas, dei orden de los micro 
volts. Si las variaciones de la seflal son sustancialmente mayores, digamos vários vollf 
pico a pico, el ruido puede ser ignorado. En realidad, en sistemas ordinários baj( 
condiciones ordinárias, la relación senal a ruido es bastante grande para que el ruidi 
no sea perceptible. Pero en sistemas de amplio régimen o de potência mínima, li 
seíial recibida puede ser tan pequefta como el ruido o más. Cuando esto suceda 
la limitación por ruido resulta muy real. 

Es importante seflalar que si la intensidad de la seflal es insuficiente, afladii 
más pasos de amplificación en el receptor no resuelve nada; el ruido será amplificad( 
junto con la seflal, lo cual no mejora la relación seflal a ruido. Aumentar la potencu 
transmitida ayuda, pero la potência no se puede incrementar en forma indefinidt 
por razón de problemas tecnológicos. (Uno de los primeros cables transatlântico? 
se deterioro por una ruptura ocasionada por un alto voltaje, aplicado en un es 
fuerzo por obtener seflales útiles en el punto de recepción.) En forma alterna, cormi 
se menciono al principio, podemos permutar el ancho de banda por la relación seflal 
a ruido por medio de técnicas de modulación y codificación. No es de sorprender 
que la más efectiva de estas técnicas generalmente sea la más costosa y difícil de ins 
trumentar. Nótese también que el trueque dei ancho de banda por la relación seflal u 
ruido puede llevarnos de una limitación a otra. 

En el análisis final, dado un sistema con ancho de banda y relación seflal v 
ruido fijos, existe un limite superior definido, al cual puede ser transmitida la infor 
mación por el sistema. Este limite superior se conoce con el nombre de capaddad dc 
información y es uno de los conceptos centrales de la teoria de la información. Co 
mo la capacidad es finita, se puede decir con apego a la verdad, que el diseflo dei sis 
tema de comunicación es un asunto de compromiso; un compromiso entre tiempo dc 
transmisión, potência transmitida, ancho de banda y relación seflal a ruido; compro 
miso de lo más restringido por los problemas tecnológicos. 


1.5 CRONOLOGÍA DE LA COMUNICACIÓN ELÉCTRICA 

La organización de este texto está dictada por consideraciones pedagógicas y no 
refleja necesariamente el orden de evolución. Pero la historia de la comunicación 
eléctrica es interesante e informativa, aunque sólo nos fijáramos en los significaiivos 
hechos pasados, cuando éstos ocurrieron y los nombres a ellos asociados. 

Como es imposible hacer aqui una historia completa dei tema, pues elU 
requerida un libro particular,! presentaremos la siguiente relación cronológica cU 
los más importantes inventos, descubrimientos y documentos. La cronologia pro 


| Foi cjemplo, Slill ( 1946) o Black ( 1953 , Gap I); véuse también Scier\í{fk Anirru un, Vol * 
septu-mlm- (k I*>7Z, cl i uai está ilcdu ado roinplclaiiiciilc a la comuninidón cu mu< lios aspo los 
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porciona escasas indicaciones sobre la importância e interrelación de estos hechos, 
pero por medio de discusiones adicionales de los últimos capítulos, será posible cap¬ 
tar su completo significado. El lector puede, por lo tanto, percatarse de la utilidad 
de esta sección y consultaria de vez en cuando. 


1800-183Í 

1838-1866 


1845 

1864 

1876-1899 


1887-1907 

1892-1899 

1904-1920 


1920-1928 

1923-1938 


1931 

1934 

1936 


1937 

1938-1945 


Descubrimientos preliminares Volta descubre la batería primaria; los tratados matemá¬ 
ticos de Fourier, Cauchy y Laplace; experimentos con electricidad y magnetismo por 
Oersted, Ampere, Faraday y Henry; la ley de Ohm (1826); primeros sistemas telegráficos 
por Gauss y Weber y por Wheatstone y Cooke. 

El nacimiento de la telegrafia Morse perfeccíona su sistema con la ayuda de Gale, 
Henry y Vai!; Steinheil encuentra que Ia tierra puede ser empleada como un conduclor; se 
inició d ser vicio comercia) (1844); se inventó la técnica de ia muiticanalización; William 
Thomson (Lord Kelvin) cakuía la respuesta a los pulsos de una íinea telegráfica (1855); 
instaíaron los cables transatlânticos por Cyms Field y socios. 

Son enunciadas las Ieyes de Kirchhoff para circuitos. 

“Una Teoria Dinâmica dei Campo Electromagnético”, por James Clerk Maxwell, predi- 
ce la radiación electromagnética. 

El nadmienlo de la telefonia Es perfecctonado d transductor acústico por Alexander 
Graham Bell, después de vários intentos hechos por Reb; primer intercâmbio telefónico, 
en New Haven. Conn., con ocho ííneãs (1878); transductor de carbón, a botón de Edison; 
se imrodujeron los circuitos de cables; Sirowger inventa la conmutadón paso a paso 
(1887); la teoria dei cable cargado por Heaviside, Pupin y Campbell. 

La telegrafia inalámbrku Heinrich Hertz comprueba la teoria de Maxwell; demostra^ 
ciones por Marconí y Popov; Marcont paterna un sistema completo de telegrafia ina- 
iãmbrica (1897); Sir Oliver Lodge desarrolla Ia teoria de los circuitos sintonizados; princi¬ 
pia el servido comercial que íncluye sistemas barco-tíerra y transatlânticos. 
Publicaeiones de Oliver Heaviside sobre cálculo operacional, circuitos y teoria electro¬ 
magnética* 

La eleclróniea aplicada al radio y ui ieléfono Leç De Forest inventa d Audión (triodo) 
basado en d díodo de Fleming; tipos básicos de filtros desarrollados por G. A. Campbell 
y otros; experimentos de radiotransmisión de AM; línea telefónica transcontinental con 
repetidores electrónicos con d Sistema Bell (1915); nace la telefonia multicanal sobre por¬ 
tadora; E. H. Armstrong perfeedona la radio receptor superheterodino (1918); primera 
estadón radíodifusora, KDKA, en Pittsburgh. 

Documentos guia sobre la teoria de la transmisión de seflales y dei ruido por J. R. Carson, 
H. Nyquist, J. B. Johnson y R. V. L. Hartley. 

El nacimiento de la televisión Sistemas mecânicos de formaciòn dc imagen demostrados 
por Baird y Jenkíns; análisis teórico de los requisitos de ancho de banda por Gray, Hor- 
ton y Mathes; Farnswortli y Zworykin proponen sistemas electrónicos; tubos al vacío de 
rayos catódicos perfeccionados por DuMont y otros; empiezan las pruebas de campo y la 
transmisión experimental. 

Se inicia el servido de teleimpresores. 

H- S. Black desarrolla el amplificador con retroaíimentadón negativa. 

“Un método para la reducciòn de periurbaciones en la emisión de seflales de radio por un 
Sistema de Modulación en Frecuencia” por Armstrong, propícia la creación de la radio 
de FM. 

AJec Reeves concibe la moduladón por codificación de pulsos. 

Segimda Guerra Mundial Se desarrollan los sistemas de radar y microondas; la FM es 
usada en forma amplia en las comunicación es militares; mejoras en electrónica, hardware 
y tcor ' a en todas las áreas; Weintr y Kolmogoroff aplican métodos estadisticos a los 
problemas de detección de seftales. 
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1948 

1948-1951 

1950 

1955 

1956 
1958 

1960 

1961 

1962 

1962-1966 


1963 

1964 

1965 

1966-1975 


C. E. Shannon publica “Una Teoria Matemática de la Comunicación”. 

El transistor es inventado por Bardeen, Brattain y Shockley. 

El sistema multicanal por división en tiempo es aplicado a la telefonia. 

J. R. Pierce propone sistemas para comunicación por satélites. 

Primer cable telefónico transoceânico (36 canales de voz). 

Se desarrollan sistemas de transmisión de datos a larga distancia con propósitos militares. 
Maiman demuestra el primer laser. 

Los circuitos integrados entran en la producción comercial. 

Principia la comunicación por satélite con el Telstar I. 

El nacimiento de la comunicación digital de alta velocidad El servicio de transmisión de 
datos aparece en forma comercial; canales de banda ancha para seflalización digital; la 
modulación por codificación de pulsos se hace factible en la transmisión de voz y TV; me 
joras cn Ia teoria e implementación de la transmisión digital; ineluycndo métodos de codi 
fícadón para confrol de error por Bose, Chaudhuri, Wozencraft y otros, y ej desarrollo 
de la igualación para adaptación por Lucky y colaboradores. 

Osciladores de microondas de estado sólido perfeccionados por Gunn y otros. 

Se ponen en servicio los sistemas de conmutación telefónica completamente electrónicos 
(No. 1 ESS). 

El Mariner IV transmite imágenes de Marte a la Tierra. 

Precursores dei futuro Sistemas de TV por cable; enlaces experimentales de comunica¬ 
ción por laser; ensayos en el campo de la fonovisión; desarrollo de trabajos en las fibras 
ópticas, guias de onda helicoidales; filtros digitales, dispositivos acoplados en carga y cir¬ 
cuitos integrados en gran escala. 


1.6 PLAN DEL LIBRO 

Este estúdio de sistemas de comunicación comienza con las limitaciones físicas fun- 
damentales, su descripción y análisis. En el capítulo 2 se repasan las herramientas 
matemáticas de la teoria de la sefial y sistemas lineales, recalcando el acceso al domí¬ 
nio de la frecuencia que conduce a los conceptos de espectro y ancho de banda. De 
todas maneras, éste será un campo familiar, basado en métodos de transformación 
elementales y de la teoria de los circuitos. El capítulo 3 es un curso muy corto sobre 
probabilidad y estadísticas aplicadas a las seftales particulares aleatórias de interés 
en la comunicación. Nuestra tarea principal será describir el ruido indeseable, parti¬ 
cularmente desde el punto de vista espectral. 

Teniendo desplegada la herramienta necesaria, enfoquemos la matéria dc 
ingeniería de la comunicación, o sea, la teoria y práctica de la transmisión de la sc- 
ftal. El capítulo 4 considera los parâmetros básicos dei sistema y estratégias de disc- 
fto en la transmisión de banda base, es decir, sin modulación. La modulación de onda 
continua se trata en los capítulos 5 al 7, mientras que en el capítulo 8 se explican la 
teoria dei muestreo y la modulación de pulsos. En estos capítulos se considerará el 
problema de la recuperación de la seftal en presencia de ruido e interferencia. Las 
técnicas de la multicanalización, la reducciòn dei ruido de banda ancha y efectos dc 
umbral, se examinan cuando tienen aplicación. En la mayor parte, los elementos dcl 
sistema e instrumentación serán descritos como “cajas negras” con propiedades 
específicas, pero en ocasiones se quitará su tapa para ver qué contienen y cómo sc 
efectúan las diversas funciones en la práctica. 
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La teoria de la información y sus implicaciones en la comunicación eléctrica 
están bosquejadas en el capítulo 9. Es de particular importância la ecuación de 
Hartley-Shannon, la cual expresa en forma cuantitativa las limitaciones de ancho 
de banda y ruido en la transmisión de la información. A la luz de esta teoria, es posible 
obtener algunas conclusiones acerca de los méritos relativos de los sistemas conven- 
cionales y obtener algunas indicaciones para poder diseflar mejores sistemas. 

El texto concluye, en el capítulo 10, con la transmisión digital de datos, el área 
de más rápida expansión en la ingeniería de la comunicación. Este tema no sólo 
mcluye todo el material prévio, sino que también da un significado adicional a la 
teoria Ànatemática de la comunicación. 

Cada capítulo contiene vários ejercicios elaborados para aclarar y reforzar los 
conceptos y las técnicas analíticas conforme han sido consideradas. Así, los estu- 
diantes podrán probar la comprensión dei material al trabajar sobre estos ejercicios. 
Las respuestas se proporcionan donde se considera necesario. 

Ciertos temas opcionales o más avanzados se han diseminado en el texto. Estas 
secciones están identificadas por el símbolo ★ y pueden ser omitidas sin que haya 
serias falias de continuidad. Al final de los tres Apendices dei libro, ha sido insertado 
otro material de naturaleza suplementaria. 

También al final dei libro el lector encontrará varias tablas y una lista de lectu- 
ras suplementarias seleccionadas. Las primeras contienen muchas de las relaciones 
matemáticas y datos numéricos para resolver los problemas dei final de los 
capítulos. Las segundas son una bibliografia con anotaciones, de libros y documen¬ 
tos en beneficio de quienes deseen analizar un tema con mayor profundidad. 


2 


SENALES, ESPECTROS Y FILTROS 


Las seflales en la comunicación eléctrica son magnitudes variables en el tiempo, tales 
como el voltaje y la corriente. La descripción de una seflal v(t) usualmente existe en 
el domínio dei tiempo, donde la variable independiente es t. Pero para el trabajo de 
comunicaciones, a menudo es más conveniente describir las seflales en el dominio 
de la frecuencia, donde la variable independiente es /. En forma burda, podemos 
decir que la función dei tiempo está compuesta de un cierto número de componentes 
de frecuencia, cada una con amplitud y fase apropiadas. Así, si la seflal existe 
fisicamente en el dominio dei tiempo, podemos decir que consiste de aquellas com¬ 
ponentes en su descripción dei dominio de la frecuencia, llamado el espectro. 

El análisis espectral, basado en las series y transformadas de Fourier, es una 
herramienta poderosa en la ingeniería de la comunicación. En consecuencia, centra¬ 
remos nuestra atención en la teoria de Fourier antes que en otras técnicas como las 
transformadas de Laplace y el análisis dei dominio dei tiempo. Existen varias ra/.o- 
nes para recalcar esto: 

Primero, el dominio de la frecuencia es esencialmente un punto de vista dc 
estado permanente y, para muchos propósitos, es razonable restringir nuestra aten¬ 
ción al comportamiento de estado permanente de un sistema de comunicación. Real- 
mente, teniendo en cuenta la multitud de seflales posibles que un sistema puede 
manejar, seria una tarea imposible encontrar soluciones detalladas de los transitó¬ 
rios de cada una de ellas. Segundo, el acceso espectral nos permite considerar clascs 
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completas de seíiales que posean propiedacfes similares en el dominio de la frecuen- 
cia. Esto no sólo nos lleva a un conocimiento más profundo dei análisis, sino que es 
de gran valor para el disefio. Es muy improbable, por ejemplo, que una técnica tan 
importante como la modulación de banda lateral única haya podido desarrollar sin 
la ayuda de los conceptos espectrales. Tercero, muchos componentes de un sistema 
de comunicación se pueden clasificar como dispositivos lineales e invariantes en el 
tiemp<j>; siendo así, podemos describirlos por sus características de respuesta en fre- 
cuencia las cuales, a su vez, facilitan aún más el análisis y el trabajo de disefto. 

Por lo tanto, este capitulo está dedicado a la revisión t y elaboración dei análi¬ 
sis de Fourier en sefiales y características de respuesta de frecuencia de componentes 
dei sistema, principalmente aquellas componentes selectivas en frecuencia conocidas 
como filtros. Sin embargo, no debemos pensar que el enfoque espectral sea el único 
método empleado por los ingenieros de la comunicación. Existen algunos problemas 
donde no se puede aplicar directamente, y otros donde es más conveniente emplear 
diferente técnica. Por lo mismo, cada nuevo problema debe ser atacado con mente 
clara y un buen conjunto de herramientas analíticas. 

Como primer paso, en la mayor parte de nuestro trabajo, escribiremos 
ecuaciones que representen sefiales o componentes. Pero no olvidamos, que tales ecua- 
ciones son solamente modelos matemáticos de entidades físicas, por lo general 
modelos imperfectos. En efecto, una descripción completamente fiel de las sefíales o 
componentes más simples seria prohibitiva por compleja en forma matemática y, en 
consecuencia, nada útil para propósitos de ingeniería. Por lo tanto, los modelos que 
se precisan serán los que representen, con la mínima complejidad, aquellas pro- 
piedades pertinentes al problema que se confronta. Esto, algunas veces nos conduci- 
rá a construir vários modelos diferentes de acuerdo a las necesidades. Así, dado un 
problema particular, la elección dei modelo que debamos usar estará basada en la 
comprensión de los fenómenos físicos involucrados y las limitaciones de las matemá¬ 
ticas; en pocas palabras, es ingeniería. 


2.1 SENALES DE C.A. Y REDES 

La figura 2.1 representa una red eléctrica de dos puertos; un sistema impulsado por 
una sefial de entrada x(t ), la cual da lugar a una sefial de saliday(0- Se dice que x(t) 
es una sefial senoidal o de C.A. si 

x(t) = A x cos (co 0 1 + 9 X ) —oo<t<co (1) 

donde A x es la amplitud (en volts o amperes), co 0 es la frecuencia angular (en radianes 
por segundo) y 0 X es la fase (en radianes o grados). Es también conveniente introdu- 
cir la frecuencia cíclica f 0 = oj 0 / 27 t (en ciclos por segundo o hertz) así como el pe- 


T Sc suponeque el lector tiene bases acerca de la teoria de la transformada y de los sistemas lineales 
lin coriMXiicncia, sc han omitido algunas demos)raciones y deducciones. 
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Entrada 


x(t) = A x cos(cj 0 t + 6 X ) 


Sistema 


Salkt* 

y(t\ A y i 


FIGURA 2.1 

Sistema en la condición de CA de estado permanente. 


riodo (en segundos), el cual es T 0 = l// 0 = 2ir/ co 0 . El significado de Ti, es que x(t) se 
repite cada T 0 segundo todo el tiempo. Obviamente, la seilal permanece real 
siempre, pero la ecuación (1) es una representación o modelo útil y conveniente para 
una sefial senoidal de duración finita si la duración es mucho mayor que el periodo. 

Ahora, supongamos que la red es lineal, invariante en el tiempo y estable asin- 
tóticamente. En esencia, esto significa que acepta la superposición, no hay parâ¬ 
metros variables con el tiempo y el comportamiento natural decae con èste. Bajo 
estas condiciones, la sefial de salida será también senoidal y de la misma frecuencia 
que la de entrada, difiriendo sólo en amplitud y fase, es decir, 

y(0 = A y cos (üj 0 t + 6y) -co < t < co (2) 

Por lo tanto, dados los parâmetros de la sefial de entrada y las características de la 
red, sólo necesitamos resolver para A y y 8 y para describir completamente la sefial de 
salida resultante. Éste es, por supuesto, el conocido problema de la C.A. en estado 
permanente. 

Es bien conocido que tales problemas se resuelven más fàcilmente haciendo 
uso de las funciones exponenciales dei tiempo, de la forma e Jat , más que de las fun¬ 
ciones senoidales. Veamos el caso, por ejemplo, de un circuito con impedancia 
compleja Z(y'co); si la corriente a través dei circuito es e^ s entonces, por la definición 
de impedancia, el voltaje resultante es simplemente Z(jo.')e Jjl . De manera similar, 
para el caso de la red de la figura 2.1, definimos la función de transferencia de la red 
tal que .y(0 = H(ju)e JU1 ' cuando x(i) = e'"'; esto es, 


H(jco) = cuando x(t) 
x(t) 


(3) 


una definiciónt que generalizaremos en lo sucesivo. Combinando la ecuación (3) 
con el principio de la superposición, se sigue que si x{t) es una combinación lineal de 
exponenciales, digamos, 

x(t) = oc 1 e J “ 1 ' + a 2 e J “ 2 ' + • • • (4 n) 


entonces 

7(0 = H(J(o i yx i e iait + H(Ja> 2 ) «2 e Jun ’ + ■ • ■ (4/>) 

donde a, y a 2 son constantes, H(jo> 0 representa H(Ju) evaluada en w = to,, etc. 
Sin embargo, aún no hemos resuelto el problema de la C.A. permanente en la 


t lil símbolo ^ signilicu “cs igual por deriniciòn” 
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salida, el cual ahora establece la converáón de senoidales a exponenciales. En este 
punto, muchos estudiantes de teoria de los circuitos, probablemente escribirian 
x(t) = Re [A x e J6x e j(úQt ], pero preparando el camino para desarrollos futuros, preferi¬ 
mos una expresión como la de la ecuación (4a). Con este fín recurrimos a un corola- 
rio dei teorema de Euler,| es decir: 

COS 4> = + e~ J +) (5) 

í 

Así, la sefial senoidal x(t) de la ecuación (1) se puede escribir ahora 

x(t) = A x }4[e j(t0o1+6x) + e ~ jio>ot+0x) ] 

A A 

= y e j9x e jtúot + y e ~ jBx e~ jtí>ot (6, a ) 

y puesto que esta tiene la misma forma de la ecuación (4a), la sustitución apropiada 
en la ecuación (4b) da 

y(t) = H(joi 0 ) y e je *e Jma ‘ + H(-jco 0 ) y e“ je *e ~ J '“°‘ (6b) 

Como éste es un resultado correcto, se puede ordenar y hacerlo más comprensiole 
por medio de los siguientes dos pasos. 

Primero, como la función de transferencia es en general una cantidad comple- 
ja, la expresaremos en la forma polar 


H(j(o) = | H(jco) | e j arg Ci/(JQÍ)Í (7) 

donde H(ja>) es la magnitud y [H(jw)\ es el ângulo. J Segundo, haciendo caso omi- 
so dei hecho de que H(j<a) es compleja, y(t) debe ser una función real dei tiempo, 
puesto que x(t) es real; y esto será si y sólo si 

H(-jco) = H*(jco) 

= \H(ja>)\e- J * r * ÍHU<0) l (8) 

donde H*(jo)) es el conjugado complejo de H(jo>). La relación conjugada compleja 
tiene validez, de hecho, para cualquier red real. 

t El teorema de Euler es la más versátil de las identidades trigonométricas. En la tabla B, al final 
dei libro, se da una breve lista de estas útiles relaciones. 

t O sea, que si H r y //, son las partes real e imaginaria de respectivamente, entonces 

I H(juj) \ = VH r 2 + H t 2 arg [H(jcj)] = arctan ^ 

Hr 

Se aconseja al lector que tenga dificultades con estos desarrollos, repasar el lema de números 
complcjos. 
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FIGURA 2.2 

Representación de A cos (íi) 0 / + 0). tf) diagrama fasorial; b) espectros de líneas. 


Aplicando las ecuaciones (7) y (8) a la (6b) y simplificando, se llega a 


)| — ^gJ("of + ®* + arg[lf(jtiíon) _|_ g-j(woí + ff* + arg[íl(jwo)])j 

= | H(j<o 0 ) | A x cos (a>o t + 0 X + arg [tf (ja>o )]) 


(9) 


en la cual se identifica a 


A y = | H(jco 0 ) | A x 0 y = Q X + arg [H(ja> 0 )\ (10) 

Así, tenemos estas ecuaciones muy simples para la respuesta de amplitud y fase de 
salida de la C.A. de estado permanente, con tal que conozcamos la función de trans¬ 
ferencia de la red. Esto se tratará con más detalle después que hayamos considerado 
la interpretación dei dominio de la frecuencia. 


EJERCICIO 2.1 Escribir H(jw „) y (-,M>) en forma polar y demostrar que la par¬ 
te imaginaria de la ecuación (6b) no es cero cuando H( —j<* Jo) H^U^o)- 


Fasores y espectro de líneas 

Además de facilitar el anàlisis de redes, la conversión de funciones senoidales a ex¬ 
ponenciales también fundamenta la noción de dominio de la frecuencia por medio 
de diagramas fasoriales. Para establecer esta idea, consideremos la función sinu¬ 
soide arbitraria 




v(t) -- A cos (</>„ / + 0) 
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la cual podemos escribir como 

A cos (co o l + 0) = Re [Ae i(a>ot+0) ] 

= Re [Ae je e Ja ‘ ot ] (11) 

A esta expresión se le designa como una representación fasorial, ya que el término 
qqe está dentro de los parêntesis rectangulares se puede ver como un vector giratorio 
en un plano complejo cuyos ejes son las partes real e imaginaria, como se ilustra en 
la figura 2.2a. El fasor tiene una longitud A , gira en sentido contrario a las mane- 
cillas dei reloj a un valor de /„ revoluciones por segundo y en un tiempo t = 0 hace 
un ângulo d con respecto al eje real positivo. En cualquier tiempo t la proyección dei 
fasor sobre el eje real, es decir, su parte real, es igual a la de la sinusoide v(f). 

Obsérvese que solamente se necesitan tres parâmetros para especificar a un 
fasor: la amplitud, la fase relativa y la frecuencia de rotación. Al describir el mismo 
fasor en el dominio de la frecuencia , vemos que se define sólo para la frecuencia 
particular /„. Debemos asociar con esta frecuencia las correspondientes amplitud y 
fase. Por lo tanto, una descripción adecuada dei dominio de la frecuencia seria el 
espectro de líneas de la figura 2.2 b, el cual consiste de dos gráficas, amplitud contra 
frecuencia y fase contra frecuencia. No obstante que la figura 2.2 b parece simple al 
grado de ser trivial, posee un gran valor conceptual, especialmente cuando se aplica 
a sefiales más complicadas. Pero antes de adoptar este paso, se deben establecer 
cuatro normas convencionales que se usan en la construcción de espectros de líneas. 

1. En todos nuestros dibujos espectrales, la variable independiente será la 
frecuencia cíclica f en hertz, en lugar de la frecuencia en radianes co, o cual¬ 
quier frecuencia específica tal como f j, que sea constante, se identificará con 
un subíndice. Usaremos, sin embargo, u con o sin subíndice como una nota- 
ción corta para 2irf en varias ecuaciones, puesto que ocurre esa combinación 
muy a menudo. 

2. Los ângulos de fase se medirán con respecto a ondas cosenoidales o 
equivalentes, con relación al eje real positivo dei diagrama fasorial. Por lo que 
las ondas senoidales deben convertirse a cosenoidales por medio de la identi- 
dad 

sen cot = cos ( cot — 90°) (12) 

3. Consideraremos a la amplitud como una cantidad siempre positiva; cuan¬ 
do aparece un signo negativo, o vários, deben introducirse en la fase, por 
ejemplo: 


— A cos cot = A cos (cot ± 180°) (13) 

y no importa si se toma +180° o -180°, puesto que el fasor finaliza en el 
mismo lugar por uno u otro camino. 

4. Los ângulos de fase por lo general se expresan en grados, aunque otros ân¬ 
gulos estén inherentemente en radianes, por ejemplo, cot en las ecuaciones (12) 
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FIGURA 2.3 

El espectro de líneas de frecuencia 
positiva. 


-90* 


\w' y 


y (13) están expresadas en radianes, mientras que — 90° y ± 180° obviamente 
están en grados. No debe resultar ninguna confusión de esta notación combi¬ 
nada, puesto que los ângulos expresados en grados siempre llevarán el símbolo 
apropiado. 

Para ilustrar estas convenciones y llevar la idea dei espectro de líneas en una 
forma más amplia, supongamos una sefíal formada de una suma de sinusoides, 
como 

wO 1 ) = 2 + 6 cos (27T10/ + 30°) + 3 sen 27 t 30/ — 4 cos 2*35/ 

Convirtiendo el término constante (C.D.) como una sinusoide de frecuencia cero y 
aplicando las ecuaciones (12) y (13), se tiene 

w(t) = 2 cos 2*0/ + 6 cos (2 tt 10/ + 30°) + 3 cos (2*30/ - 90°) + 4 cos (2*35/ - 180") 

así, el espectro de la figura 2.3 tiene sus líneas de amplitud y fase en 0, 10, 30 y 35 Hz. 

Las figuras 2.2 b y 2.3 conocidas como espectros de líneas de un lado o de fre¬ 
cuencia positiva, se pueden generar con cualquier combinación lineal de sinusoides. 
Pero hay otra representación espectral, la cual es sólo ligeramente más complicada y 
viene a ser mucho más útil. Se forma escribiendo una sinusoide como la suma de dos 
exponenciales, similar a la ecuación (6a), es decir, 

A cos (co 0 1 + 0) = j j e - J0 e- Ja °‘ (14) 

la cual designaremos como la representación fasorial conjugada , puesto que los dos 
términos son complejos conjugados uno dei otro. El diagrama correspondicnte sc 
muestra en la figura 2.4a, donde se tienen ahora dos fasores con iguales longitudes, 
pero con ângulos y direcciones de rotación opuestos. Por lo tanto, la figura ilustra la 
suma vectorial en cualquier tiempo, la cual es igual a v(/). Nótese que la suma 
siempre cae sobre el eje real —cual debe ser, puesto que v(t) es real. 
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FIGURA 2.4 J „ . 

a) Representación fasorial conjugada de A cos (u 0 t + 6); b) espectro de lineas e 

doble lado. 

Un espectro de líneas tomado de la expresión fasorial conjugada, debe incluir 
las frecuencias negativas para indicar las dos direcciones de rotación. Así, en el es¬ 
pectro de líneas de dos lados de la figura 2.46, la mitad de la amplitud original 
queda asociada con cada una de las dos frecuencias ± f 0 . Las normas de construc- 
ción de tales espectros son muy simples; una poca de observación nos mostrará que 
las líneas de amplitud tienen simetria par en f, mientras que las líneas de fase uenen 
simetria impar. La simetria es una consecuencia directa de que v{/) es una función 
dei tiempo real (no compleja). Asi, por ejemplo, la figura 2.5 es la versión de dos la¬ 
dos de la figura 2.3. 


Amplitud 

3 3 



I Ki r 


FIGURA 2.5 

Fu vcisiòn dc doble lado dc la iigura 2.3 
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Existe una diferencia significativa en la interpretación dei espectro de líneas de 
doble lado comparada con el espectro de frecuencia positiva. En éste, una linea sen- 
cilla representa una onda cosenoidal dada por Re [e y “'j. Pero en el caso dei doble 
lado, una linea representa por si misma un fasor sencillo, y para obtener una función 
real dei tiempo se requiere el término conjugado. Así, siempre que hablemos de 
algún intervalo de frecuencia en un espectro de doble lado, tal como el de/i a/ 2 , 
debemos incluir el correspondiente intervalo de frecuencia negativa, —f\ .A • Una 
Una notación simple especificando ambos intervalos es / 2 s | /1 ^ / 2 . 

Debe recalcarse que estos espectros de líneas son sólo formas gráficas de repre¬ 
sentar ciertas sefiales en términos de la forma e Jul . El efecto de una red sobre una 
sefial, queda reducido entonces al problema de la C.A. de estado permanente. 
Tambiên debe puntualizarse que en algunos casos, el espectro de amplitud es más 
importante que el espectro de fase. Ambas partes son necesarias, por supuesto, para 
definir sin ambigüedad a una sefial en el dominio dei tiempo, pero el espectro de 
amplitud por si mismo nos muestra cuàles frecuencias están y en quê proporciones, 
o sea, nos dice el contenido de frecuencia de la sefial. La ventaja específica de la ver- 
sión de doble lado, se pondrá de manifiesto conforme avancemos. 


EJERCICIO 2.2 Explique por qué en la figura 2.5 el término de frecuencia cero 
está representado por una sola linea de amplitud y diga cómo cambiaria si el término 
fuera negativo. 


Funciones de transferencia y respuesta en frecuencia 

Así como una sefial se puede describir en el dominio de la frecuencia por medio de su 
espectro, una red o sistema se puede describir en términos de sus características de 
respuesta en frecuencia determinadas a partir de la función de transferencia H(ju)- 
Al recalcar el punto de vista dei dominio de la frecuencia, es conveniente introducir 
ahora una nueva notación H(f), definida por 

H(f ) = H(jai) con (o = 2nf (15) 

la cual, en lo sucesivo se designará como la función de respuesta en frecuencia o 
como la función de transferencia. Aunque la ecuación (15) viola ligeramente la nota¬ 
ción formal matemática, ello significa simplemente que H{f) es idêntica a H(J^) 
con co sustituida por 2irf. De la ecuación (8) se tiene, para una red real, 


o en forma polar, 


\m-n\ = \níf) \ 


H{—f) = H*(f) 


arg [//(-/')] - — arg [//(/)] 


(IM 


( K>/>) 


una propiedad conocida como simetria hermitiana. 
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Para la interpretación de H(f), supongamos que la sefial de entrada es un fa- 
sor sencillo 

x(t) = A x e J9x e Jao ‘ 0 J 0 = 2nf 0 


así, de la ecuación (4 b), la salida es 

y(t) = H(f 0 )A x e JO *e JU, °' 

= I H(f 0 )\A x exp /((i, + arg [//(/„)]) e jmot 

oT 

Por lo tanto, igual que en el caso de la C.A., los parâmetros de las seflales de entrada 
y salida están relacionados por 

él = | //(/„) | 0 y -0 X = arg [ H(f 0 )] (17) 

donde | H(f 0 ) | es la relación de amplitudes y [H(J 0 )] es la diferencia de fase, ambas a 
la frecuencia específica/„. Generalizando, concluímos que \H(f)\ da la relación de 
amplitudes dei sistema (designada algunas veces como la respuesta de ampittud o ga- 
nancia) y da el corrimiento de fase, ambos como funciones continuas de la 

frecuencia. Las gráficas de estas dos relaciones conira/dan una representación en el 
dominio de la frecuencia dei sistema, análoga al espectro de amplitud y fase de una 
sefial. Más aún, la simetria hermitiana de la ecuación (16) significa que la relación de 
amplitudes será una función par de la frecuencia mientras que el cambio o corri- 
miento de fase será una función impar. En seguida presentamos un ejemplo ilustrati¬ 
vo, después de considerar brevemente el problema de la determinación de H(f) para 
un sistema particular. 

Dado el diagrama dei circuito de una red, encontrar H(f) no es otra cosa que 
un problema de análisis fasorial, es decir, suponemos que la entrada es e™ y calcu¬ 
lamos la salida, la cual será H(f)e^'. Podemos recurrir a todas las herramientas 
comentes de la ingenieria eléctrica (Ley de Ohm para impedancia compleja, leyes e 
Kirchoff, etc.). En forma alternativa, si un sistema se describe por medio de una 
ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes, de la forma general 


d"y .. , f „- h í^... + fc .í* + M(o 


a " + "' + fll —* + a ° y{t) = bm ^ + '' ’ + bi 


dt 


df 


di 


(18 a) 


entonces 


m n _ ''''+ b AJMl t h » (is b) 

U) a„{jlnff + ■ + 

cuya derivación se deja como ejercicio. Un tercer método que implica la respuesta al 
impulso dei sistema, se presenta en la Secc. 2.5. 


HIERCICIO 2.3 Deduzca la ecuación (18 b) sustituycndo x(t) c ' !l y 
yU) ® //(./)t" , ’ / ' cn lu ecuación (18o) y rcsuclva para //(/). 
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KJcmplo 2.1 Filtro RC pasabajas 

Lu rcd de la figura 2.6a, que es virtualmente clásica en comunicaciones, se conoce 
como un filtro RC pasabajas; x(t) es el voltaje de entrada y y(t ) es el voltaje de salida 
l,i, jo condiciones de circuito abierto (sin carga). Encontrar la función de transferen¬ 
cia es algo sencillo, puesto que con x(t) = la aplicación de la relación dei divi¬ 
sor de voltaje, lleva a 


yU) = 1 r^r eJ2nft 


donde la impedancia dei capacitor es Z c - l/j2ir fC. Así, 

(lijlnfC) 


m= 


R + Z c 


1 


R + (1//2ji/C) 1 + J2nRCf 

1 

1 +j(f/B) 


(19) 


rn la cual hemos definido el parâmetro dei sistema 


B = 


1 


2nRC 






IKillKA 2.6 

| illro pasiihiipis KC, a) Cirniilo; h) lundòn clc Imnstci c-ikI» 
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La conversión a forma polar da la relacióh de amplitudes y el corrimiento de fase 
como 


\H(f) I = 


x/l + (fIB) 2 

f 


arg [//(/)] = -arctan- 


lo cual está expresado en la gráfica en la figura 2.66. 


(20a) 

(206) 

//// 


EJERCICIO 2.4 Supóngase que se intercambian la resistência y el capacitor en la 
figura 2.6a. Encontrar la nueva H{f) y bosquej ando | H(f) |, j ustificar que a este cir¬ 
cuito se le liame filtro RC pasaaltas . 


2.2 SENALES PERIÓDICAS Y SERIES DE FOURIER 

Se dice que una seflal v(t) es periódica con un periodo de repetición r 0 , si, para cual- 
quier entero m , 

v(t ± mT 0 ) = v(t) — oo <r t < oo (1) 

Puesto que esto implica una sefial que continúa en forma indefinida, resulta conve¬ 
niente tener siempre presente la diferencia entre una sefial y su modelo matemático. 
Suponiendo que la ecuación (1) es un modelo razonable, entonces se puede recurrir a 
la expansión en serie de Fourier para descomponer a v(/) en una combinación lineal 
de sinusoides o fasores — los cuales, a su vez, nos conducen al espectro de líneas de 
la sefial. La condición esencial para la expansión de Fourier es que v(/) tenga una 
potência promedio bien definida, y como la potência promedio y los promedios de 
tiempo en general son términos comúnmente usados en comunicaciones, haremos 
una breve digresión para normar los conceptos. 

El promedio de una función dei tiempo arbitraria v(/) se denotará por < v(t) > 
y se definirá en general como 

O(0> - Hm ]- í v(t) dt (2) 

T-oo 1 ^ — T/2 

Si v(í) es periódica, la ecuación (2) se reduce al promedio sobre cualquier intervalo 
de exactamente T 0 segundos, es decir, 

<v(t)}=~ f v(t)dt (3) 

1 0 J T o 

donde ( T 0 se establece para integrar de t x a t 1 + T 0 con t x como una constante ar- 
hilraria. La potência promedio es, por supuesto, el promedio de tiempo de la potên¬ 
cia instantânea, por ejemplo, si v(/) cs cl voltaje a través de una resistência de I ohm 
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(fi), la potência instantânea es v 2 (f) y la potência promedio es < v 2 (t) >. Para nuestros 
propósitos es conveniente suponer que todas las resistências estãn normalizadas a 
unidad, de tal manera que si v(t) es un voltaje o una corriente periódica, su potência 
promedio P se define como 

pA <1^)12) =1 f \v(t)\ 2 dt (4) 

1 0 J T 0 

Se dice entonces que la seflal v(í) tiene una potência promedio bien definida, si exis¬ 
te la integral (4) y da lugar a una cantidad finita. Nótese también que se ha permitido 
la posibilidad de seflales complejas escribiendo | v(t) \ 2 = v(t)v*(t) en lugar de v 2 (f). 

EJERCICIO 2.5 Emplee las ecuaciones (3) y (4) para demostrar que si 


v{t ) = A cos (<u 0 t + 0) (o 0 = — (5w) 

1 0 

entonces 

< y (0> = o <k(OI 2 > = y ( % ) 

Así, la potência promedio de una sinusoide depende solamente de su amplitud. 
Series de Fourier y espectros de líneas 

La expansión de la serie de Fourier exponencial de una seflal periódica v(í) es 

oo 1 

v(t) = I c(nf 0 )e j2 ™ fot fo = T < 6 > 

ti = — nn J 0 


donde c(nf 0 ) es el coeficiente de Fourier n-ésimo 

c(n/o)4l v{t)e-W°'dt (7) 

La ecuación (6) establece que v(í) puede ser expresada como una combinación lineal 
o suma gravada de fasores a las recuencias/ = nf 0 = 0, ± / 0 , ± 2/ 0 , el gravado de los 
factores lo da la ecuación (7). Si v(t) tiene una potência promedio bien definida, 
entonces la suma dei segundo miembro de la ecuación (6) converge a v(() donde 
quiera que ella es finita y continua, lo cual seria verdad para cualquier seflal física. 
En cuanto a propósitos de ingeniería concierne, podemos visualizar a las series como 
algo idêntico a v(0- 

En realidad, rara vez se desarrolla la suma indicada por la ecuación (**) paia 
encontrar v(/); en su lugar, dada una seflal periódica, usamos la ecuación (7) 
para encontrar sus coeficientes de Fourier, y de eso, el espectro de líneas. Antes i.le 
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abordar ese aspecto, observemos un poco a c(/i/ 0 ). En general, los coeficientes son 
cantidades complejas, siempre y cuando la serial sea real; por lo tanto, podemos 
escribir 


c(nf 0 )= |c(n/ 0 )|^ argCc( "^ )] 

Si v(t) es una función real , entonces reemplazando n por - n en la ecuación (7) nos 
muestra que 

c(-nfo) =c*(nfo) (8) 

así, de nuevo tenemos fasores conjugados y simetria hermitiana. Finalmente nótese 
que c(nf 0 ) no depende dei tiempo, puesto que la ecuación (7) es una integral definida 
donde t es la variable de integración. Es útil, sin embargo, considerar a c(«/ 0 ) como 
una función de la frecuecia / definida solamente para las frecuencias discretas 

f=nU 

Volviendo a la interpretación espectral, vemos de la ecuación (6) que una seiíal 
periódica contiene sólo aquellos componentes de frecuencia que son múltiplos ente- 
ros de la frecuencia fundamental / 0 = 1 /T 0 o, en otras palabras, todas las frecuencias 
son armónicas de la fundamental. Puesto que el coeficiente de la /i-ésima armónica 
es c(/r/o), su amplitud y fase son | c(nf 0 ) | y [c(ai/ 0 )], respectivamente. Por lo tanto, te¬ 
nemos un espectro de línea de dos lados con |c^/ 0 )[ dando la amplitud y [c(«/ 0 )] la 
fase. A continuación se listan algunas de las más importantes propiedades de tales 
espectros. 

1 Todas las líneas espectrales están igualmente espaciadas por / 0 , puesto que 
todas las frecuencias son armónicas en relación con la fundamental. 

2 La componente de C.D. es igual al valorpromedio de la sefial, puesto que 
haciendo a n — 0 en la ecuación (7) se tiene 

c (0) = Jr [ v(t)dt = (v(t)) (9) 

J 0 J T 0 

Por lo que los valores calculados de c(0) pueden ser corroborados observando 
a v(t) — lo cual constituye una buena práctica, yaque la integración frecuente- 
mente nos lleva a una forma indeterminada de c(0). 

3 Si v(t) es real , el espectro de amplitud tiene simetria par, mientras que el 
espectro de fase tiene simetria impar, es decir, 

I c (- nf 0 ) | = | c(nf 0 ) | arg [c( - nf 0 )] = - arg [c(«/ 0 )] (10) 

lo cual procede de la ecuación (8). 

4 Si una sefial real tiene simetria par en el tiempo, tal que 


K ■/) r(/) 


(IM 
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entonces c(«/ 0 ) es completamente real y 

arg [c(n/ 0 )] = 0 o +180° (11/>) 

donde ±180° corresponde a c(n/ 0 ) cuando es negativo. A la inversa, si una se- 
flal real tiene simetria impar , es decir, 

v(-t)=-v(t) (12 a) 

entonces c(«/ 0 ) es completamente imaginaria y 

arg [c{nf 0 )] = ±90° (12/)) 

lo cual se sustenta en el hecho de que ±j = e~ jz/2 = e ±J90 °. La prueba de es¬ 
tas relaciones de simetria, se deja al lector. 

Un detalle final antes de abordar un problema: cuando v(í) es real, podemos 
escribir la ecuación (10) y reagrupar la serie exponencial en pares de fasores conjuga¬ 
dos de la forma 

c(nfo)e J2nn * ot + c*(nf 0 )e- J2n " fo ’ = 2\c(nf 0 )\ cos (2nnf 0 1 + arg [c(n/ 0 )]) 
de tal manera que la ecuación (6) resulta ser 

v(t) = c( 0) + £ 1 2c («/o) I cos ( 2m fo t + arg [c(n/ 0 )]) (13) 

n = 1 

Con este proceso hemos llegado a la serie trigonométrica de Fourier, y en cierta for¬ 
ma hemos de completar el círculo, ya que v(f) queda ahora descrita más como una 
suma de sinusoides que de fasores conjugados. Si bien la ecuación (13) es menos versá¬ 
til que la ecuación (6) y realmente carece dei atractivo de la simetria que existe en la 
serie exponencial. Sin embargo, tendremos algunas oportunidades de usaria, así 
como el espectro de líneas de frecuencia positiva correspondiente. 


Kjemplo 2.2 Tren de pulsos rectangulares 

Como un ejemplo importante de las ideas que hemos examinado, encontremos el es¬ 
pectro de líneas de la forma de onda periódica de la figura 2.7, conocida como tren 


4- 

U 




FIOURA 2.7 

Tren cie pulsos icclimgiilmrs* 
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de pulsos rectangulares. Para calcular c(nf 0 ), tomemos el intervalo de integración, 
en la ecuación (7), como t [ - r 0 /2,r</2] y observemos que en este intervalo 


( 

A 


v(t) - 


0 



donde r es la duración dei pulso y A es la amplitud. Nótese, en forma casual, que 
estp modelo de seftal tiene discontinuidades en t = ± r/2, etc., y los valores de v(t) 
quedan indefinidos dondequiera que es discontinua. Esto ilustra una de las posibles 
diferencias entre una sefial física y su modelo matemático, ya que una seflal física 
nunca tiene transiciones abruptas. Sin embargo, este modelo es útil si el tiempo de 
transición efectivo es muy corto comparado con la duración dei pulso, y los valores 
indefinidos en los puntos de discontinuidad no tienen efecto alguno en el cálculo de 
c(nf 0 ). 

Continuando con el cálculo, tenemos 

1 r T °f 2 

c(nf 0 ) = — «(O* j2Knfot dt 

io J -Toj2 
1 r T ! 2 

= — | Ae~ J2l " ,fo ' dt 
T 0 •'-t/2 

A 

_ _ ^ç-jnnfor g + jnnfoT^ 

-j2nnf 0 T 0 
A 

= — sennnj 0 x 
nn 

donde nos hemos valido dei hecho de que f 0 T 0 = 1 y e j<t> — e ~ j4> = 2j sen0. 

Para simplificar un poco la notación en el resultado anterior, presentamos 
aqui una nueva función denominada la función senc^y definida por 


senc X = 


sen nX 

71X 


(14) 


donde X es la variable independiente. Esta función será de mucha importância debi- 
do a la relación que tiene con el cálculo de promedios exponenciales y senoides; en 
particular, como se demuestra fácilmente 

1 r T/2 1 r T/2 

— ( e ±j2n/í dt = — cos 2nfí dt =sencfT (15) 

T J -T/2 T J -Tj2 


t La notación [- Tq/ 2, r 0/2 ] significa - T 0/z < t s tt/2. 

t Algunos autores emplean la llamada función de muesíreo , Sa (X) A (sen X)/ X; nótese que senc X 
= Sa (irX). La función senc, a veces se escribe SINC , como una incoherencia a la traducción. 
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senc X 


FIGURA 2.8 

La función senc X = (senc 7rX)/ir\. 


en la cual Tes una constante arbitraria no necesariamente relacionada con/. La fi¬ 
gura 2.8 muestra que senc X es una función par que tiene su valor pico en X = 0 e in- 
tersecciones con el nivel de referencia (valor cero) en todos los otros valores enteros 
de X, es decir, 


. (1 X = 0 

SenCj -(o A — ± 1 , ±2,... 

En la tabla C se proporcionan algunos valores numéricos de senc X y de senc 2 X. 

Empleando la función senc los coeficientes de la serie para el tren de pulsos 
rectangulares son 

c(nf 0 ) = Af 0 x sen T = Af 0 t senc nf 0 x (16) 

TtnfoT 

lo cual es independiente dei tiempo y estrictamente real, este último porque v(0 es 
real y par. Por lo que el espectro de amplitud es I c(nf 0 ) | = Af 0 r Isenc nf 0 T |, como sc 
muestra en la figura 2.9 a para el caso donde/ 0 r = Va . Tales gráficas se facilitan ob¬ 
servando la función continua Af 0 r\ senc fr I como la envolvente de las líneas, indica¬ 
da por la curva punteada. Las lineas espectrales en ± 4/ 0 , ± 8/ 0 , etc., “faltan* 1 , 
puesto que quedan precisamente en múltiplos de 1/r donde la envolvente es igual a 
cero. La componente de C.D. tiene una amplitud c(0) = Af 0 r = At/T Q9 la cual se 
conoce como valor promedio de v(t); obsérvese la figura 2.7. Nótese que t/T 0 cs la 
relación dei tiempo “justo’’ al periodo, frecuentemente designado como el ciclo de 
trabajo en electrónica de pulsos. 

El espectro de fase de la figura 2.9 b 9 se construye tomando en cuenta que 
c(nf 0 ) es siempre real pero algunas veces negativa. Por lo tanto, el [c(nf 0 )] adquicrc 
valores 0 o y ±180°, según la polaridad de senc w/ 0 r. Los valores + 180° y - 180° sc 
usan para evitar la simetria impar, aunque ello es más o menos arbitrário en tales 


casos. 
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(a) 




FIGURA 2.9 

Espectro de un tren de pulsos rectangulares con / 0 r = !4. a) Amplitud; b) fase. 


EJERCICIO 2.6 Bosqueje el espectro de amplitud de un tren de pulsos rectangula¬ 
res para cada uno de los siguientes casos r = T 0 /5 , r = T^/2, r = r 0 . En el último 
caso el tren de pulsos degenera en un valor constante durante todo el tiempo; ^córno 
se muestra éste en el espectro? 

EJERCICIO 2.7 Demuestre que en la onda cuadrada de la figura 2.10 se tiene 


I n 

^senc- n = ±1, ±3,... 

2 

0 n = 0, + 2, + 4,.. h 


(17) 


(Sugerencia : el desarrollo mostrado a continuación, es útil para simplificar la res- 
puesta en este problema y similares, particularmente cuando <t> 1 o <t> 2 son cero.) 


e J<P i e J<}>2 _ -íi;W-2jgJ(^i + ^2)/2 


2 cós —_2QÊ 


2/ sen ^L—Èl 


( 18 ) 
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FIGURA 2.10 _4_ 
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El teorema de la potência de Parseval 

Este famoso teorema relaciona la potência promedio P de una seflal periódica con 
sus coeficientes de serie de Fourier. Para deducir la relación existente, empezamos 
con la definición de P, ecuación (4), escriba v(t) 2 = v(t)v*(t), reemplace v*(t) por 
su serie de Fourier e intercambie el orden de suma e integración, como sigue 

v*(t) 


P 


— í «(o[ I 

T 0 “ r„ W L=-c 


c*(nf 0 )e 


-jlnnfot 


dt 


oo 

= I 

n = — oo 

c(«/o) 

Así 

ou 00 

P= I c(nf 0 )c*(nfo) = X | c(rt/ 0 ) ] 2 (19) 

n = — oo n — — oo 

La interpretación espectral de este resultado es extraordinariamente simple, es decir, 
que la potência promedio se puede encontrar elevando al cuadrado y sumando las al¬ 
turas de las líneas de amplitud. Obsérvese que la ecuación (19) no incluye el espectro 
de fase o arg [c(«/ 0 )], recalcando nuestro comentário prévio acerca dei importante 
papel que desempefla el espectro de amplitud en relación con el contenido de fre- 
cuencia de la seflal. 

Para una mejor interpretación de la ecuación (19), recordemos que la serie ex¬ 
ponencial de Fourier desarrolla a v(í) como una suma de fasores, cada uno de la for¬ 
ma c(n/ 0 )e /,rn/ °'. Ahora, se demuestra fàcilmente que la potência promedio de cada 
uno de ellos es 


Uf v(t)e^ 2 *"'°' 

L^O J To 


dt 


c*Snf 0 ) 


< I c(nf 0 )e J2 ™ fot 1 2 > = | c(nf 0 )\ 2 


Por lo tanto, el teorema de Parseval implica una superposición de potência prome¬ 
dio en la que la potência promedio total de v(f) es la suma de las potências promedio 
de sus componentes fasoriales. 


Respuesta periódica de estado permanente 

En la sección 2.1 encontramos la respuesta de C.A. de estado permanente de una red, 
expresada la entrada senoidal como una suma de fasores. Estos resultados se cxticn- 
den rápidamente al caso de una seflal periódica de entrada arbitraria, con el método 
que ahora se presenta. 
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Primero, desarróllese la entrada x(t) como 


x(0= I cjnf 0 y 2 ™f°‘ (20 a) 

n = — oo 

donde c z (nf 0 ) se obtuvo de la ecuación (7). Entonces, puesto que cada uno de estos 
fasores produce una salida de la forma H(nf 0 )c z (nf 0 ), exp (/2irnf 0 t), y puesto que se 
aplica superposición, la salida total es 


yU) = Z c s (nj 0 y 2 ™ f °‘ (20 b) 

n = — ao 

donde 

c y (nfo) = H(nf 0 )c x (nfo) (21) 

Por lo tanto, la respuesta periódica de estado permanente es una sefial periódica que 
tiene la misma frecuencia fundamental que la de entrada, cuyos coeficientes de serie 
de Fourier c y (nf 0 ) son iguales a los coeficientes respectivos de la sefial de entrada 
multiplicados por la función de transferencia de la red H(f) calculados en / = nf 0 . 
Más aún, la potência promedio en la sefial de salida es 

00 00 

p y= Z K(n/o)| 2 = Z I H(nf 0 ) \ 2 \ c x (nf 0 ) \ 2 v _2) 

n = — oo n = — oo 

por aplicación dei teorema de Parseval. 

La interpretación dei dominio de frecuencia de estos resultados se aprecia 
mejor convirtiendo la ecuación (21) a la forma polar, así: 

\c y {nfo)\ = I H(nf 0 )\ \ c x (nf Q )\ 
arg [c y (nf 0 )] = arg [c x (nfo)\ + arg [H(nf 0 )\ 


Poniendo esto en palabras, el espectro de amplitud de salida es igual al espectro de 
amplitud de entrada veces la relación de amplitudes de la red, mientras que el es¬ 
pectro de fase de salida es igual al espectro de fase de entrada más el corrimiento de 
fase de la red a las frecuencias en cuestión. La relación de fase es aditiva en lugar 
de multiplicativa, simplemente porque los argumentos se suman cuando las expo- 
nenciales se multiplican. 

Las ecuaciones (20) a la (22) proporcionan una solución teórica al problema 
dei análisis periódico de estado permanente. Hablando en forma práctica, sin em¬ 
bargo, la determinación de la forma real de la onda de salida y(t) de la ecuación 
(20ó) es un proceso tedioso —a menos que haya sólo unos pocos términos significa¬ 
tivos en la suma—. El siguiente ejemplo cae en esta categoria y demuestra cómo la in¬ 
terpretación espectral ayuda a calcular el número de términos significativos. 
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FIGURA 2.11 

Multiplicador de frecuencia, a) Circuito; b) formas de onda; c) diagrama a cuadros. 


Ijemplo 2.3 Multiplicador de frecuencia 

I a figura 2.11a es el diagrama de circuito de un multiplicador de frecuencia, un dis- 
poshivo muy usado en sistemas de comunicación. El voltaje de entrada v(t) es una 
sinusoide a una frecuencia específica/ 0 y la salida y(t) se supone que es una sinusoide 
a un múltiplo de la frecuencia de entrada, digamos Nf 0 . Generalmente N = 2 o 3, es 
decir, se tiene un doblador o triplificador de frecuencia ; se obtienen factores de mul- 
liplicación mayores conectando dobladores y triplicadores en cascada (o “en 
lándcm”). 

Las formas de onda mostradas en la figura 2.1 \b ilustran las operaciones esen- 
ciales, como sigue. El transistor es de silicio tipo npn sin polarización entre base y 
ciuisor, de tal manera que la corriente x(t) puede ser pasada por alto a menos que 
\ {f) exceda el valor de la caída de voltaje entre base y emisor V QE . Así, si la amplitud 
de vU) es sólo ligeramente mayor que K BE , como se indica, x(t) estará formada por 
pulsos cortos cuyo periodo será T 0 = l// 0 . De nuestro estúdio prévio sabemos que 
i;d forma de onda contendrá en general todas las armónicas de/ 0 , y que la función 
dei eiicuilo paralelo RLCt es seleccionar la /7-ésima armónica y rechazar al reslo. 

I ( omo noi mu, lii icsistcncia W rcprcscnlu las ptrdidas cn / y cunk|iiici caiga acoplmln y no un cie 
inciilo clr líiliisIo lorinal 
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Esto significa que el circuito está sintonizado o resonante a Nf 0 . Para propósitos de 
análisis, estas funciones pueden representar se en forma de diagrama a bloques, por 
la figura 2.11c, la cual tomaremos como nuestro modelo dei dispositivo. 

Aunque se conciba que uno puede calcular en forma exacta los coeficientes de 
la serie de Fourier de x(t), realmente no hay necesidad de tal precisión. Antes bien, 
aproximaremos x(0 a un tren de pulsos rectangulares de amplitud A y de duración r 
« r 0 ; por lo que, para valores pequefios de n, 

c x {nf 0 ) ~ Af 0 x | n | « y (24) 

donde hemos empleado los resultados dei ejemplo 2.2 con senc X « 1 para | X| « 1. 
Asimismo, se ha supuesto que N « T 0 /t. 

En seguida necesitamos la función de transferencia H(f) dei circuito sintoni¬ 
zado. Advertidos de que su entrada x(t) es una corriente y la salida y (f) es un volta- 
je, H{f) es idêntica a la impedancia dei circuito con co = jlirf. Un análisis 
rutinario nos da t 


mf) = 


R 


1 + jQ 



(25) 


donde 


fr 

las cuales son la frecuencia resonante y el factor de calidad, respectivamente. Se ha 
supuesto en la ecuación (25) que Q > Vi, por lo que el circuito realmente es resonan¬ 
te; aunque de hecho, la presente aplicación requiere que Q » 1. La correspondiente 
relación de amplitudes H(f) está en la gráfica de la figura 2.12a directamente arri¬ 
ba dei espectro de amplitud de entrada c x (nfoV > figura 2.12Ó. Se han omitido, por 
conveniência, las frecuencias negativas, puesto que sabemos que ambas funciones 
tienen simetria par. 

Si recordamos ! c y (nf 0 ) | = |i/(n/ 0 )[y| c x (nf $)|, la figura 2.12 sugiere que todas 
las armónicas de y (t) con excepción de Nf 0 pueden considerarse de amplitud despre- 
ciable si 


1 


2n^/LC 


Q = 


-±- = rE 

2nf r L \JL 


f r = Y/o Y Q » N/2 

la condición en Q para asegurar que [1 + {ViQ)]f r < (N + l)/ 0 y [1 — (ViQ)fi\ > 
(N — 1 )/ 0 por lo que el circuito sintonizado permitirá sólo el “paso” de Nf 0 . Por lo 


t Vtnse, pnr cjcmplo, Close (1966, Cap. 6) 
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lc x (n/ 0 )l 

pT 


0 (A/ - 1 )/ 0 


ta) 


f 

Afll (N+ D/o 

(b I 


FIGURA 2.12 

a) Relación de amplitudes de un circuito sintonizado, Q = 10; b) Espectro de ampli¬ 
tud de la seüal de entrada. 


tanto, el espectro de amplitud de salida consiste esencialmente de dos términos, c y ( ± 
Y/o), y 


y(t) * H(Nf 0 )c x (Nf 0 )e j2nNfo ' + H(-Nf 0 )c x (^Nf 0 )e- j2 ” N ^ 

= 2RAf 0 t cos 2nN/ 0 1 

donde hemos empleado las ecuaciones (24) y (25) y convertido el resultado a la for¬ 
ma senoidal. 
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Hemos descrito a una seflal periódica como aquella cuyas características se repiten 
durante un largo intervalo de tiempo, teóricamente infinito. Ahora consideremos se- 
fiales no periódicas cuyos efectos se concentran en un breve periodo. Tales seftalcs 
pueden ser estrictamente limitadas en tiempo, es decir que v(/) es identicamente cero 
fuera dei intervalo considerado, o asintóticamente limitada en tiempo, es decir que 
v(t) — 0 cuando l — ± oo. En uno u otro caso, se supone que la energia total de la 
seflal está bien definida, y medida én la misma forma normalizada como lo fue 
la potência en la sección anterior, o sea, 

-no 

j \v(t)\ l dt 


(D 
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Esta definición implica que si E es finita, tanto el valor promedio como la potência 
promedio son iguales a cero, se continua un análisis en forma más completa en la 
sección 2.6. Aqui describiremos el dominio de la frecuencia de seftales de energia no 
periódicas, por medio de la transformada de Fourier. 


Transformadas de Fourier y espectros contínuos 

Uijia sefial periódica puede representarse por medio de su serie exponencial de 
Fourier 

c„(w/o) 


v(t) = 


I Ur [ v(t)e~ j2n " /o ' dt 

n= cc Lm) j '/ 0 


yj2nn/ot 


( 2 ) 


donde la expresión integral para c v (nf 0 ) ha sido transcrita en forma completa. De 
acuerdo con el teorema integral de Fourier , hay una representación similar para una 
seftal no periódica , o sea, 



v(i)e~ j2 " fl dt 


J2nft 


df 


V(f) 


(3) 


El término entre parêntesis rectangulares es la transformada de Fourier de v(t ), sim¬ 
bolizada por V(f) o [v(0] definida como 


v(t)e~ j2nft dt (4) 

la cual es una integración sobre todo el tiempo. EI teorema (3) establece que v(0 se 
puede encontrar por medio de la transformada de Fourier inversa de K(/), 

V(f)e j2nft df (5) 

la cual es una integración sobre todos los valores de frecuencia. 

A las ecuaciones (4) y (5) se les designa a menudo como integrales de Fourier o 
como par de transformadas de Fourier t y a primera vista, parecen ser un circulo 
cerrado de operaciones. En un problema dado, se conoce generalmente ya sea V(f) 
° v(0, pero no ambas. Si V{f) es conocida, podemos encontrar v(7) recurriendo a la 
transformada inversa (5), y viceversa, cuando queremos encontrar V(f) a partir de 
v(0- 

Si regresamos a la gráfica dei dominio de la frecuencia y comparamos 
las ecuaciones (2) y (3) vemos que V(f) juega el mismo papel para sefiales no pe¬ 
riódicas que el que juega c v (nf 0 ) para sefiales periódicas. Así, V(f) es el espectro de la 
sefial no periódica v(t). Pero V(f) es una función continua definida para todos los 
valores de/, mientras que c v (nf 0 ) está definida sólo para frecuencias discretas. Por lo 




V(f) = f[«)] ^ J 


t Sc aplican dclinicioncs algo diferentes cuando sc emplea = 2 t/ como la variahlc iiulrprndi^nic 
dcl dominio dc la Irccucncia 


2.3 SESALES no periódicas y TRANSFORMADAS DE FOUkIEk 3¥ 


tanto, una sefial no periódica tendrá un espectro continuo y no sólo un espectro de 
líneas. Comparar las ecuaciones (2) y (3) ayuda a explicar la diferencia: en el caso 
periódico regresamos al dominio dei tiempo por medio de la suma de fasores de fre¬ 
cuencias discretas, mientras que en el caso no periódico integramos una función con¬ 
tinua de la frecuencia. 

Como Cv(n/o), V(f) es generalmente una función compleja donde ! V(f) \ es el 
espectro de amplitud y [V(f)\ es el espectro de fase. A continuación relacionamos 
otras propiedades importantes de V(f), paralelas a las propiedades c(«/ 0 ), 

1 Si v(t) es real, entonces V( — f)= V*(J) y 

| V{—f )\ = | V(f) | arg [ V( -/)] = -arg [ V(f)} (6) 

Por lo que el espectro tiene simetria hermitiana. 

2 Si v(í) tiene simetria en tiempo ya sea por par o impar, entonces la 

ecuación (4) se simplifica a 


(2 í v(t) cos (oi dt v(t) par 

m = 0 r w 

| — j2 J v(t) sen c ot dt y(r) impar 

donde hemos escrito oj en lugar de 27r/por conveniência de anotación; una 
práctica que será usada frecuentemente en lo sucesivo. De la ecuación (7) se 
tiene que si v(/) es también real, entonces V(f) es puramente real o imaginaria, 
respectivamente. 

3 El valor de V(f) en / = 0 es igual al área neta de v(0, es decir, 


V(0) = r v{t)dt (8) 

^ — CO 

lo cual se compara con el caso periódico donde c v (0) es igual al valor promedio 
de v(0- 

lUERCICIO 2.8 Las integrales de la forma general \ T _ r w(t)dt se simplifican cuan¬ 
do el integrado es simétrico, específicamente para cualquier constante T. 

[2 I w(t) dt si w( — t) = w (0 ( ( hi) 

w(/) dt = I ^0 

\{) si w( - /) - w(t) ( ( )/>) 


Lmplee la ecuación (9) para deducir la ecuación (7) dc la ecuación (4). 
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KO 


FIGURA 2.13 

El pulso rectangular v(/) = AII(í/t). 



Ejemplo 2.4 Pulso rectangular 

En el ejemplo 2.2 de la sección 2.2 encontramos el espectro de líneas de un tren de 
pulsos rectangulares. Ahora consideraremos el espectro continuo dei pulso rectangu¬ 
lar sencillo mostrado en la figura 2.13. Este es un modelo de seflal tan común que 
merece un símbolo para identificarlo. Por lo tanto, usemos el siguiente: 



el cual vale para una función rectangular con altura o amplitud unitaria, con ancho 
o duración r y centro en t = 0. Asi, v(t) = ATVjI/t) en la figura 2.13. 

Puesto que v(t) tiene simetria par, su transformada de Fourier es 


V(f) = 2 í v(t) cos cot dt 
J o 


f T/2 , 2A cor 

= 2 A cos cot dt = — sen— 


CO 


= At senc fr 


( 11 ) 


y ^(0) = At la cual claramente es igual al área dei pulso. El espectro correspondien- 
te está representado en la gráfica de la figura 2.14 que debe compararse con la 2.7 
para ilustrar nuestra discusión de los espectros de líneas y contínuos. 

Observando | V(f) \ es aparente que la porción significativa dei espectro está en 
el intervalo |/| < l/r puesto que | V(f)\ « V(0 ) para |/| > l/r. Podemos, por lo tan¬ 
to, tomar l/r como medida dei “ancho” espectral. Ahora, si la duración dei pulso 
se reduce (r pequefla), el ancho de la frecuencia aumenta, mientras que si se aumenta 
la duración se reduce el ancho espectral. Asi, pulsos cortos tienen espectros anchos, 
pulsos largos tienen espectros angostos. Este fenómeno se conoce como anchura 
recíproca y es una propiedad general de todas las seflales, pulsadas o no, porque los 
componentes de alta frecuencia son causadas por variaciones rápidas en tiempn, 
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W(f)\ 



T T T T T 


arg [ Vif)) 

180 ° — 

! I TI 2 TI TT ' 



riGURA 2.14 

Espectro de un pulso rectangular, V{f) — At senc fr. 


mientras que en las variaciones más suaves o lentas en el tiempo se requiere relativa- 
mente poco contenido de alta frecuencia. 

Ejemplo 2.5 Pulso exponencial 

Considere una función exponencial amortiguada de la forma v(t) = Ae~ í/T 9 t > 0. 
Para asegurar que la energia es finita, apoyamos especificando que v(t) = 0 para t 
< 0. Introduciendo la notación funcional de paso unitário 


podemos escribir 



t >0 
t< 0 


( 12 ) 


v(t) = Ae 1/T u(t ) 


a lo cual se le designará como pulso exponencial. 

La integración de V(f) es un problema simple, resultando 


Vif) = J Ae~ ,IT e~ J ‘ ot dt = j 


AT 


+ j2nJT 


donde la amplitud y el espectro de fase son 

AT 


V(f) I = 


v/r+ (2njT) 2 


arg [V{f)\ = -arctan 2np 1 
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\V{f )\ 2 


FIQURA 2.15 

Densidad espectral de energia de un pulso rectangular 
I V{f)\ 2 = A 2 t 2 senc 2 fr. 



Así, a diferencia dei ejemplo anterior, la fase es una curva suave entre +90 °(f = 
— oo) y — 90 °(f = + oo). Los lectores observadores probablemente encontraràn 
semejanza entre V(f) y la función de transferencia de un filtro pasabajas RC, en el 
ejemplo 2.1. La semejanza no es accidental, y explicaremos por qué en la sección 2.5 

Teorema de la energia de Rayleigh 

Este teorema, análogo al de la potência de Parseval, relaciona la energia total E de 
una sefial con su espectro de amplitud. En realidad, el teorema es un caso especial 
de una interesante relación integral 

-OO -00 

v(t)w*(t)dt= f K(/)^*(/M (13) 

^ — 00 ^ — oo 

donde V(f) = &[ v(t )] y W(f) = /F[w(t)]. Para comprobar la ecuación (13) se si- 
gue el mismo método empleado para comprobar el teorema de Parseval, ecuación 
(19), de la sección 2.2 El teorema de Rayleigh se obtiene haciendo w(t) = v(f), así, 
el primer miembro de la ecuación (13) es la energia de v(/) —por la definición (1)— 
y, por lo tanto 

-oo -GO 

E = V(f )V*(f) df= | V(f) | 2 df (14) 

J ~ 00 J - 00 

Por lo que, integrando el cuadrado dei espectro de amplitud I V(f) 1 2 sobre todos los 
valores de la frecuencia, ello nos da la energia total. 

El valor de la ecuación (14) no depende mucho dei cálculo de E, puesto que la 
integración en el dominio dei tiempo de | v(01 2 a menudo es más fácil. Es más, ello 
implica que I V(f) \ 2 da la distribución de energia en el domino de la frecuencia y, 
por lo tanto, se le puede designar como la densidad espectral de energia . Por esto se 
debe entender que la energia en cualquier banda de frecuencia diferencial / ± df/2 
es igual a | V(f) | 2 df . Esa interpretación, a su vez, presta apoyo cuantitativo a la no- 
ción dei ancho espectral, en el sentido de que mucha de la energia de una seftal dada 
dcbc estar contenida en el intervalo de frecuencias que vienen a ser el ancho es¬ 
poei ral. 

A modo de iluslración, la figura 2.15 muestra la densidad espectral de encigía 
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de un pulso rectangular cuyo ancho espectral se fijó previamente como |/| < l/r. La 
energia en esa banda es el área sombreada en la figura, es decir, 

f | V(f)\ 2 df = f (At) 2 senc 2 fr ctj = 0.92^ 2 t 

J-l/T J -l/T 

cuya evaluación requiere de métodos numéricos. Pero la energia total de la sefial es 
E = KOI 2 dt = A 2 r (iencontrada por observación!) de tal manera que el 
ancho espectral seguro incluye más dei 90% de la energia total. 

Teoremas de transformadas 

En seguida se enuncian muchos otros teoremas asociados con las transformadas de 
Fourier. Se incluyen no sólo como ejercicios de práctica, sino también por dos 
buenas razones. Primera, los teoremas son de gran valor para la interpretación de 
espectros, porque expresan relaciones entre operaciones dei dominio dei tiempo y 
dei dominio de la frecuencia. Segunda, podemos construir una lista extensa de pares 
de transformadas aplicando los teoremas a pares conocidos —y esta lista nos será 
útil conforme busquemos nuevos modelos de seüales. 

Para establecer los teoremas, indicamos una sefial y su transformada (o es¬ 
pectro) con letras mayúsculas y minúsculas, por ejemplo, V(f) = ^[v(0] y v(/) = 
~ 1 [V(f)\. Esto también se denota en forma más compacta por v(t) -—- K(/). La 
tabla A al final dei libro contiene los teoremas y pares de transformadas citados aqui 
y algunos otros. 

Lmealidad (superposición) 

Para las constantes a y & 


av(t) + pw(t)^aV(f) + pw(f) ( 15 ) 

l iste teorema simplemente establece que las combinaciones lineales en el dominio dei 
I iempo resultan ser combinaciones lineales en el dominio de la frecuencia. Aunque la 
comprobación dei teorema es trivial, su importância no puede ser reenfantizada. 
Desde un punto de vista práctico de ecuación (15) facilita mucho el análisis espectral 
cuando la sefial en cuestión es una combinación lineal de funciones cuyos espectros 
individuales son conocidos. Desde un punto de vista teórico, subraya la facilidad de 
aplicación de la transformada de Fourier al estúdio de los sistemas lineales. 


Kclardo en el tiempo 

Si una seflal v(t) se retrasa en el tiempo en t d segundos, originando la nueva seflal v(t 
t ti ) el espectro se modifica por un corrimiento de fase lineal o pendiente -= 2i r/ )( , o 


(IM 


sea. 


lit t l{ )< ► V( / )€ 
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FIGURA 2.16 


*:£/) 


A 


r 


- A 


t 


La traslación de una seflal en el tiempo, en esta forma, cambia la fase espectral pero 
no la amplitud. Nótese que si t d es un número negativo, la seflal avanza en el tiempo 
y el corrimiento de fase tiene pendiente positiva . Puesto que un avance en el tiem¬ 
po es una imposibilidad física, concluímos que en el procesamiento real de la seflal, 
la fase espectral tendrá pendiente negativa, aunque no necesariamente lineal. 

La comprobación de este teorema se completa con un cambio de variable X = t 
— t d en la integral transformada. (Obsêrvese que el tiempo es en realidad una va¬ 
riable fantasma en la transformada directa, así como la frecuencia es una variable 
fantasma en la transformada inversa.) La técnica dei cambio de variable es indispen- 
sable para la prueba de muchos teoremas de transformadas; se demuestra aqui que 

&W - O] = f v(t - t d )e~ jM dt 

J -ao 

.00 

= v(X)e- J<o(l+td) dl 

^ — 00 

= jj°° v(l)e- j,oX d^e- Ja>u 

La integral entre parêntesis rectangulares es precisamente V(f), así, 3F\v(t — t d )\ = 
V(f)e~j w, ‘. 


EJERCICIO 2.9 La seflal de la figura 2.16 se puede escribir como 

= t d = Z - (17 á) 

Aplicamos los teoremas de linealidad y retardo en tiempo a los resultados dei 
ejemplo 2.4 para obtener 

Z(f) — jlAxstnc fx senn/r (17*) 

Luego bosquejamos el espectro de amplitud y comparamos con la figura 2.14. 
Cambio de escala 

El retardo en el tiempo es equivalente a la traslación dei origen dei tiempo. Olra 
operación geométrica es el cambio de escala, en la cual el eje dei tiempo sc expande, 
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se comprime o se invierte. Así, v(at) es una versión comprimida de v(0 siendo a un 
número positivo y mayor que 1. De manera similar, si a es negativo y menor que 1, 
v(at) es la imagen extendida de v(0 inversa en el tiempo. Estas operaciones pueden 
ocurrir con seflales grabadas cuando se reproducen, por ejemplo. 

El teorema dei cambio de escala dice que 

y(a0^y—j" (IK) 

lo cual expresa formalmente la propiedad de la anchura recíproca encontrada en el 
ejemplo 2.4; porque si la sefíal se comprime en tiempo por medio dei factor a , su es¬ 
pectro se extiende en frecuencia por medio de l/a e inversamente. El teorema sc 
prueba por cambio de variables, considerando los valores positivos y negativos de a 
en forma separada. 


Dualidad 

El concepto poderoso de la dualidad es bien conocido en el análisis de circuitos. En 
el análisis espectral también existe dualidad entre los domínios dei tiempo y la fre¬ 
cuencia, la cual se origina de la semejanza con las integrales transformadas dc 
Fourier. El teorema de la dualidad dice que si 


v(t)<r+ V(f) 


entonces la transformación de la función dei tiempo V(t) es 

&[V(t)\ = v(-f) (19) 

como se comprueba intercambiando / y/en las integrales transformadas de Fourier. 

En la forma de la ecuación (19) este teorema es muy abstracto, y es difícil vi¬ 
sualizar su uso para la generación de nuevos pares de transformadas. El siguienlc 
ejemplo debe ayudar a aclarar el procedimiento. 


Ejemplo 2.6 Pulso senc 

Considérese la seflal z(t) = A senc 2 Wt 9 o sea, una función senc en el tiempo. (Aun¬ 
que la idea de un pulso senc pueda parecer extrafla al principio, juega un papel im¬ 
portante en el estúdio de la transmisión digital de datos.) Recordando el par dc 

Iransformadas dei ejemplo 2.4, AH{t/r) * -* ^4r sen c/r, aplicamos la dualidad 

cscribiendo z{t) en la forma 

A 

z(t) = V(t) = -— 2 tFsenc /2 W 
2 W 


Z(j) 


v( /) 



así 
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FIGURA 2.17 

Un pulso senc y su espectro de banda limitada. 


Como la función rectangular tiene simetria par, U(-f/2 W) = U(f/2 W) 9 y 
hemos deducido el nuevo par de transformadas 

A senc 2Wt++ u(— \ (20) 

2 W \2WJ V } 

lo cual se muestra en la figura 2.17. Como se puede ver, el espectro de un pulso senc 
tiene definido en forma clara el ancho espectral W . De hecho, el espectro es cero pa¬ 
ra l/l > W, y se dice que la sefial es de banda limitada en W. Este es nuestro primer 
encuentro con una sefial que tiene una banda limitada estrictamente, en frecuencia. 
Nótese que la sefial en sí misma está limitada asintóticamente sólo en tiempo. 


Traslación de frecuencia (modulación) 

La dualidad puede emplearse para generar teoremas de transformadas así como pa¬ 
res de transformadas. Por ejemplo, una dualidad dei teorema dei retardo en el tiem¬ 
po (16) es 

v(t)e^'^ V(f—f c ) oj c = 2nf c (21) 

Designamos a esto como traslación de frecuencia o modulación compleja , puesto 
que al multiplicar una función dei tiempo por e^ J da iugar a que en su espectro haya 
una traslación en frecuencia de + f c . 

Para ver los efectos de la traslación de frecuencia, consideremos que v(t) tiene 
el espectro de banda limitada de la figura 2.18a, donde la amp^íud y fase se trazan 






I h) 


I kllJkA 2 IH 
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sobre los mismos ejes empleando líneas continuas y punteadas respectivamente. La 
observación dei espectro trasladado V(f — f c ) en la figura 2.18Ó revela lo siguiente: 

1 Las componentes significativas estàn concentradas alrededor de la frecuen¬ 
cia f c . 

2 Aunque V(f) es de banda limitada en W t V(f — f c ) tiene un ancho es¬ 
pectral de 2 W. Por lo tanto, con la traslación se ha doblado el ancho espectral. 
Dicho de otra manera, la porción de frecuencia negativa de V(f) aparece aho- 
ra dentro de las frecuencias positivas. 

3 V(f — f c ) no es hermitiana pero tiene simetria con respecto al origen 
trasladado a / = / c . 

Estas consideraciones pueden parecer algo académicas en vista de que v(t)e^ J 
no es una función real dei tiempo y no puede ocurrir como una sefial de comunica- 
ción. No obstante, son comunes las seflales de la forma v(f) cos (o )J + 0) de hecho, 
son èstas la base de la modulación de portadora y por extensión directa de la 
ecuación (21) se tiene el siguiente teorema de la modulación : 

!#) cos (a> c t + 0)~Ç V{f-f c ) + e -f Hf+fe) (22) 

lin palabras: multiplicando una sefial por una sinusoide, se traslada su espectro en 
frecuencia, arriba y abajo de f c . También se aplican aqui todos los comentários acer¬ 
ca de la modulación compleja. Además, el espectro resultante es hermitiano, lo cual 
sc cumple si v(í) cos (a > c t + 0) es una función real dei tiempo. El teorema se 
comprueba fácilmente con la ayuda dei teorema de Euler y de la ecuación (21). 


Ejemplo 2.7 Pulso de RF 


(onsidérese la sinusoide de duración finita de la figura 2.19a, considerada como un 
pulso de RF cuando f c cae en la banda de radiofrecuencia. Puesto que 


z(í) = y4nl-l cos co c t (23 a) 


ienemos in mediatamente 

Zíf ) = ^senc(/-/ c )T + /enc(/+/> (23/.) 

hacicndo v(/) = AU(t/T) y V(f) = At senc fr en la ecuación (22). El espectro dc 
mnplitud resultante se bosqueja en la figura 2.19Ó para el caso en que/. » 1/r y asi 
las dos funciones senc trasladadas tienen traslapos despreciables. 

Como ésta es una sinusoide de duración finita, su espectro es continuo y con- 
iicne otras frecuencias además d ef = ± f c . Estas otras frecuencias se originan por cl 
hecho de que z(t) = 0 para |/| > r/2, y el valor más pequeflo de rda lugar a la ma- 
yor anchura o extensión espectral alrededor de ± / — (anchura recíproca, nucvu- 
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FIGURA 2.19 

Un pulso de R.F. y su espectro de amphtud, f c > 1/t. 


mente). Por otro lado, si se tratara de una sinusoide de duración infinita, la repre- 
sentación dei dominio de la frecuencia seria un espectro de líneas de dos lados que 
contuviera sólo las frecuencias discretas ±fc- 


Diferenciación e integración 

Ciertas técnicas de procesamiento incluyen la diferenciación o la integración de una 
serial En los teoremas siguientes, se indican los efectos de estas operaciones en el do¬ 
minio de la frecuencia. Sin embargo, antes una advertência: los teoremas no se de- 
ben emplear antes de estar seguros de que la seiial diferenciada o integrada se pue e 
analizar a base de transformadas de Fourier, es decL, que tiene energia bien defini¬ 
da. Ademâs, el hecho de que v(t) tiene energia finita no es una garantia como para 

asegurar que se puede derivar o integrar. . , 

Para deducir el teorema de la diferenciación, sustituimos v(í) por la integral 
transformada inversa e intercambiamos el orden de operaciones c&mo sigue: 

7, <,) = 7t[f-/ u)eI "" dí \ 

=L nfí (iA'') dí 

= I” [ j2 nMf)y 2%It d f 
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Al referimos al teorema integral de Fourier (3), èste revela que el término entre pa¬ 
rêntesis rectangulares debe ser [dv(t)/dt\, así 


í v (t)^j2nfV(f) 

dt 

y por iteración 

í-v(t)~(i2nfyV(f) (24) 

el cual es el teorema de la diferenciación. i 

Ahora supóngase que generamos otra función dei tiempo a partir de v(t) al 

desarrollar la operación J 2 . vfX)d\, donde se requiere la variable muda X, ya que la 
variable independiente t es el limite superior de integración. El teorema de la integra- 

ción dice que 

f* v(X)dX~^-V(f) (25) 

J-oo 7 2 7 ij 

cuya demostración incluye el mismo método usado antes. También se puede genera¬ 
lizar la ecuación (25) a una integración múltiple, pero la notación resulta engorrosa. 

Observando estos teoremas, podemos expresar que la diferenciación aumenta 
los componentes de alta frecuencia de una seflal, en tanto que la integración los 
suprime. La interpretación espectral está así conforme con el punto de vista dei do¬ 
minio dei tiempo, en el sentido de que la diferenciación acentua las variaciones en el 
tiempo mientras que la integración las suaviza. 


Kjemplo 2.8 Pulso triangular 


Para ilustrar el teorema de la integración —y obtener aún otro par transformado 
útil- integremos la seiial z(t) de la figura 2.16 y dividámosla por la constante r. Es¬ 
to nos da 



UI <T 

UI > T 


una forma de pulso triangular, que se muestra en la figura 2.20 a. (Que el lector 
compruebe este resultado empleando la interpretación gráfica de la integración). En- 
lonccs, tomando Z{f) de la ecuación (17ó), tenemos 


1 1 

W(J) = 


t j2nf 


Z(f ) 


/2/trsenc/Tsen7r/i 

jlnfz 


= /íisenc 2 /t 


corno en la gráfica de la figura 2.20 b. Al comparar este espectro con el de la figura 
2.14 se ve que el pulso triangular tiene menos contenido de alta frecuencia que un 
pulso rcctangular con amplitud A y duración t, aun cuando ambos tengan la misma 
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<*> ( b ) 

FIGURA 2.20 

Un pulso triangular y su espectro. 


área. La diferencia procede de que el pulso triangular se extiende sobre 2r segundos 
y no tiene las marcadas variaciones en tiempo que la forma rectangular. 

Este par transformado se puede escribir en forma más compacta por medio de 
la definición de la función triangular 


Entonces y 



kl <* 
kl >* 


t 26 ) 


<-+^Tsenc 2 /T (27) 


Resulta así que las funciones triangulares pueden ser generadas de funciones rectan- 
gulares por medio de otra operación matemática, o sea, la convolución. Y la convo¬ 
lución es el principal material de nuestra agenda, por lo que pronto echaremos otro 
vistazo a este ejemplo. 


2.4 CONVOLUCIÓN E IMPULSOS 

La operación matemática conocida como convolución posee un alta dasificación 
enire la herramienta analítica usada por los ingenieros en comunicaciones. Por una 
razón, es un buen modelo de los procesos físicos que existen en un sistema lineal; por 
otra parte, nos ayuda a comprender las relaciones entre los domínios dei tiempo y de 
la frecuencia. En ambos casos, va de ia mano con esa curiosa ficción de ingeniería 
conocida como el impulso o función delta. Esta sección trata estos conccplos en 
cuanto a sus relaciones con las seflales. Su aplicación a sistemas linealcs se Iratará 
en la siguicntc sección. 
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Integral de convolución 

La convolución de dos funciones de la misma variable, digamos v(0 y w(0. se defi¬ 
ne por 

v(X)w(t — A) dl (I) 

donde v * w(t) vale solamente para la operación anotada en el segundo miembro de 
la ecuación (1) y el asterisco (*) no tiene nada que ver con complejos conjugados. 
La ecuación (1) es la integral de convolución, que a menudo se denota por v* w 
cuando la variable independiente es no ambigua. En otras ocasiones la notación 
[ v ( 0]*[ w(01 se hace necesaria para aclarar. Obsérvese que aqui la variable indepen¬ 
diente es t, así como en las funciones que van a ser tratadas con este procedimiento, 
la integración tambièn se lleva a cabo con respecto a una variable muda (tal como X) 
y t es una constante en cuanto a la integración se refiere. 

El cálculo de v * w(t) no es más difícil que una integración ordinaria cuando 
las dos funciones son continuas para toda t. Sin embargo, a menudo una de las fun¬ 
ciones, o las dos, se definen en una modalidad fragmentada, y la interpretación grá¬ 
fica de la convolución ilustrada en la figura 2.21 resulta especialmente útil. Las figu¬ 
ras 2.21a y b son las funciones consideradas aqui, por el integrado de la ecuación 
(1) es v(K)w(t — X). Por supuesto, v(X) no es otra cosa que v(t) con t reemplazada por 
X, figura 2.21c. Pero w(í - X) como una función de X se debe obtener en dos pasos: 
primero, w(- X) es w(t) invertida en el tiempo con t sustituidapor X; entonces, para 
un valor dado de t, desplazando a w(- X) a la derecha t unidades se tiene w(t - X). 
La figura 2.21íf muestra a w(t - X) para el caso en que t = í t > 0, ilustrando que el 
valor de t siempre es igual a la distancia dei origen de v(X) al origen desplazado dc 
*v(- X). Por último, v(X) y w(- X) están multiplicados y el área dei producto cs 
igual a v * w(t) para ese valor particular de t, figura 2.21e. 

Conforme v * w(t) se evalúa dentro dei intervalo - oo < t < ao, la gráfica dc 
w(t — \) se mueve de izquierda a derecha con respecto a v(X), y la forma real de la 
integración de convolución puede cambiar dependiendo dei valor de t. En la figura 
2.21, por ejemplo, se tiene que 

v * w(í) = 0 t < 0 

,mesto que (t - X) no abarca a v(X) y el área dei producto es cero. De manera simi¬ 
lar 

(J v(Â)w(t — X) dX 0 < t < T 

v*w(t) = | ° 

I C v(X)w(t — X) dX t > T 

ya que v(X) = 0 para X<0ytv(/ — X) = 0 para \ < t — Ty\ > t. Nótesc que en 
cslos casos t aparece como un limite de integración. Un simple bosquejo dc las lun- 
cioncs consideradas nos ayudará a encontrar estos casos diferentes. 
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I 






FIGURA 2.21 

La interpretación gráfica de la convolución. 


Un estúdio más a fondo de la figura 2.21 debe indicar que v * w(0 = w * v(t), 
es decir, obtenemos el mismo resultado invirtiendo a v y desplazándola delante de w. 
Esta propiedad y varias otras de convolución se listan en seguida para referencia. 


v*w = w*v 

(2a) 

v*(w*z) = (v*w)*z 

(2b) 

(ccv + fíw) *z = ot(v*z) + P(w *z) 

(2c) 

d dw dv 


— (v*w) = V*—- = — 
dt v dt dt 

(3) 


Ejemplo 2.9 Convolución de pulsos rectangulares 

La convolución de dos pulsos rectangulares, figura 2.22a, es relativamente simple si 
usamos la interpretación gráfica, y el problema se divide en tres casos: |/| > (t x + 
t 2 )/2, (tj - T2>/2 < |/| < (tj + t 2 )/2, y I /1 < (t 2 - t 2 )/2, suponiendo que r, ^ r 2 . 
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r * Vú(/} 



{a} (b) 

FIGURA 2.22 

Convolución de pulsos rectangulares. 


I I resultado es una función trapezoidal, figura 2.22 b, la cual degenera en una fun- 
i i('in triangular en el caso especial de que r t = r 2 . 


I IERCICIO 2.10 Desarrollando todos los detalles, confirme el resultado dei 
ejemplo 2.9. 


Teoremas de convolución 

I labiendo definido la convolución, ahora daremos sus teoremas relativos y transfor¬ 
madas, los cuales son dos: 

v*w(t)*^V(f)W(f) (4) 

v(t)w(t)^V*W(f) (5) 


K,st os teoremas establecen que la convolución en el dominio dei tiempo resulta ser 
una multiplicación en el dominio de la frecuencia, en tanto que la multiplicación en 
dominio dei tiempo resulta ser una convolución en el dominio de la frecuencia. Estas 
i daciones nos serán de utilidad por su importância en nuestro trabajo futuro. 

Para la demostración de la ecuación (4) se emplea el teorema dei retardo dei 


lí empo, como sigue: 


* w(0] 


= f Jj* - x) í/ije-' m 
= f b(A)[J* w(i - X)e~ Jat rf/j íU 



v(X)[W(f)e "" A l d A 


tU 


W{ /> 


I { /)» (/) 
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Vif) V * Vif) 




FIGURA 2.23 

La ecuación (5) se puede demostrar transcribiendo la transformada de v(t)w(t) y 
sustituyendo w(t) por la integral inversa ^ 


EJERCICIO 2.11 Emplee la ecuación (4) con los resultados dei ejemplo 2.9 para ob- 
tener la transformada de un pulso triangular, ecuación (27), sección 2.3. 


Ejemplo 2.10 El espectro de v 2 (t) 

Supóngase que v(/) es de banda limitada en W , con un espectro como el que se 
muestra en la figura 2.23 a. <,Cuál es entonces el espectro de v 2 (0? De la ecuación (5) 
debemos convolucionar a Vif) consigo misma; el resultado será algo como lo 
mostrado en la figura 2.23Ó. Sin algún conocimiento específico más a fondo de v(0» 
llegamos a esta importante conclusión: cuando v(0 es de banda limitada en W , 
v 2 (0 es de banda limitada en 2 W. (Nótese la diferencia entre esta operación y el teo¬ 
rema de la modulación, ambos con doble ancho espectral.) El proceso puede ser ite¬ 
rativo para v 3 (0, etc., con conclusiones predecibles. 

Impulso unitário 

Con los ejemplos prévios se ha demostrado que la convolución es una operación 
suavizante ; es decir, el resultado es “más suave”, “mayor” o “más amplio” que 
una y otra de las funciones consideradas. Pero hay una excepción notable a esta 
regia, o sea cuando una de las funciones es un impulso unitário o función delta de 
Dirac ô(0; suponiendo en este caso, que v(0 es continua, 

[v(t)]*[ô(t)] = v(t) (6) 

así, convolucionando con un impulso simplemente se reproduce la otra función en 
su totalidad. 

Realmente, ô(t) no es una función en el sentido estrictamente matemático; 
más bien, es un miembro de esa clase especial conocida como funciones o distrihu- 
ciones generalizadas . 
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FIGURA 2.24 

La representación gráfica de Aô(t 




1 

íé). 0 

t, 



V como ella no es una función, el impulso unitário se define por medio de una regia dc 
asignación o proceso en lugar de una ecuación convencional. De manera específica, 
dada una función ordinaria cualquiera v(t) que es continua en t = 0, ò(t) se define 
por 


í r(í) (5(í) clt 

i 


íu(0) í, < 0 < t 2 

(O de otra manera 


(7) 


una regia que asigna un número, —ya sea v(0) o 0— al proceso seflalado en el segun¬ 
do miembro. 

Haciendo v(f) = 1 para toda t , se sigue de la ecuación (7) que 


f ò{t)dt= f ô(t)dt= 1 <Ku) 

lo cual puede interpretarse diciendo que ò(t) tiene un área unitaria concentrada en el 
punto discreto t = 0 y no un área neta en otra parte. Desarrollando más este argu¬ 
mento sugiere que 


<5(0 = 0 f# 0 (H/0 

I as ecuaciones (8a) y (8 b) son las “definiciones” más familiares dei impulso, y com 
ducen a la representación gráfica común. Por ejemplo, la gráfica de Aò(t — t d ) se 
muestra en la figura 2.24, donde la letra A sefíalada por la punta de flecha significa 
que Aò(t — t d ) tiene área o peso A localizados en / = t d . Se debe notar que la 
ecuación (8 b ) no es una regia de asignación o transferencia, y la teoria de la distribu- 
ción, interpretada de manera estricta, no especifica otros valores para el impulso que 
en el sentido integral. Es, sin embargo, consistente con la ecuación (7) y nos ayuda u 
visualizar las propiedades dei impulso bajo la operación de integración. 

Dos de las propiedades más importantes de la integración son 

v(t)ô{t - tf) dl = v(t d ) < 4 >) 

[v(t)] * [SU - / d )] = v(t - t ü ) (10) 

ambas expresiones se pueden deducir de la ecuación (7). La ecuación (9) se conocc 
corno la propiedad de muestreo , puesto que la operación indicada escoge los valore* 
dc v(t) en t = t d donde “se localice” ò(t - t d ). Por otra parte, convolucionando 
r( /) con <5( / - t d ) se tiene una propiedad de réplica , puesto que, de acucrdo con lu 
ecuación (10), reproduce la función v(t) completa desplazada en t d unidades. La di- 
fcrencia entre las ecuaciones (9) y (10) debe quedar perfcctamcntc eomprendida: con 
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el muestreo se escoge un valor particular, es decir, un número, en tanto que al 
convolucionar se repite completamente la función. 

Por definición, el impulso no tiene significado matemático o físico, a menos 
que se presente bajo la integración. Aún así, es conveniente establecer tres relaciones 
no integrales que pueden hacerse como simplificaciones antes de la integración, 
riuesto que son consistentes con lo que sucedería después de la integración. De mane- 
ra específica, en vista de la propiedad dei muestreo (9), podemos en la misma forma 
sustituir a v(í) por v( t d ) de tal manera que 


i<0 S(t - Q = v(t d ) 5(í - t d ) (11) 


cuya justificación se origina de la integración de ambos miembros de - oo < t < o°. 
Anàlogamente se puede justificar la relación dei cambio de escala 

5(aí) = <5(0 a # 0 (12) 

|a| 

de lo cual se dice que, en relación con la variable independieme t, ô(at) es un impul¬ 
so que tiene un peso 1/ a . El caso especial de a = -1 indica la propiedad de 
simetria par ô(0 = ô(- í). Por último, relacionando el impulso unitário con la fun¬ 
ción u(t) de paso o escalón unitário definida en la ecuación (13), seccion 2.3, vemos 
de la ecuación (7) que 


Diferenciando ambos lados se llega a 


í‘ <5(2) dl 

" — oo 


(1 í >0 

\0 t <0 


= w(0 


m = 


du(t ) 

~dT 


(13) 


lo cual no es una definición de ô(í) sino una consecuencia de la regia de asignación 

(?) ‘ Aunque un impulso no existe fisicamente, existen numerosas funciones con- 
vencionales que tienen todas las propiedades de 5(0 en el limite cuando algun par - 
metro «tiende a cero. En particular, si la función 5/f) es tal que 


£-*■0 ■'-00 


entonces podemos decir que 

Dos funciones que satisfacen la ecuación (14a) son 


«CO 5/0 dt = t/0) 

(14a) 

lím 5/í) = 5(f) 

£-> 0 

(145) 


(15) 

1 t 

5, (í) scnc - 

f é 

(K>) 
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FIGURA 2.25 

Dos funciones que se convierten en impulsos conforme e — 0. 


cuyas gráficas están en la figura 2.25. Podemos demostrar que la ecuación (15) satis 
face la ecuación (14a) al hacer la expansión de v(0 en serie de Maclaunn antes dc 
integrar. Se dará en breve un argumento para le ecuación (16), cuando consideremos 
impulsos y transformadas. 


EJERCICIO 2.12 Emplee la ecuación (16) para comprobar que 

lím f F e ±J2nf ‘df = ô(t) (17) 

f-oo 7 -f 


Impulsos en frecuencia 

Las secciones 2.2 y 2.3 aclararon la diferencia entre seftales de potência periódicas y 
seftales de energia no periódicas, siendo las de una clase descritas por medio de es¬ 
pectros de líneas y las de la otra por expectros contínuos. Esto significa que si tene- 
mos una sefial formada de partes periódicas y no periódicas, tendremos una cierta 
incertidumbre, ya que se requerirían diferentes representaciones en el domínio de Ia 
frecuencia. Esta incertidumbre se resuelve si damos a los impulsos en el domínio de 
la frecuencia, la representación de componentes de frecuencia discreta. Tales impu - 
sos derivan de operaciones que limitan con los pares transformados de Fourier con- 
vencionales y pueden ser designados en forma burda como transformadas en et 
limite. Nótese, sin embargo, que las correspondientes funciones dei tiempo son sefla- 
les de potência que tienen energia infinita o indefinida, y el concepto de densidad es¬ 
pectral de energia ya no se aplica. 

Como punto de partida para esta discusión, considérese la sefial v(t) = A, 
una constante todo el tiempo. En relación con la figura 2.17a, sea v(t) un pulsosenc 
con W — 0, es decir, 

d(i) lím A senc2W7 A 

W * O 
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Pero ya tenemos el par transformado A senc 2 Wt *—► ( A/2W)H(f/2W ), así, 

donde hemos recurrido a la ecuación (15) con t sustituida por fye por 2 W. Por lo 
tanto, 


A~A8(f) (18) 


y el espectro de una constante en el domínio dei tiempo viene a ser un impulso en 
el dominio de la frecuencia en/ = 0. Este resultado está de acuerdo con lo dicho en el 
sentido de que una sefial constante no tiene variación con el tiempo y su contenido 
espectral debe estar confinado en / = 0. La forma impulsiva simplemente resulta 
porque usamos la integración para regresar al dominio dei tiempo, por medio de la 
transformada inversa, y se requiere de un impulso para concentrar un área diferente 
de cero en un punto discreto en frecuencia. Verificando este argumento en forma 
matemática se tiene 


,00 

&~\A ô(f)] = J A ô(f)e j2nfr dt = Ae j2nfí 


= A 


f=o 


lo cual justifica la ecuación (18) para nuestros propósitos. Nótese que el impulso ha 
sido integrado para obtener una cantidad física, es decir, la sefial v(t) = A . 

Como un procedimiento alterno, dei anterior, y para derivar la ecuación (18), 
podíamos haber empezado con un pulso rectangular, AH(t/T ), y con r — oo obtener 
una constante todo el tiempo. Entonces, puesto que ^[AII(t/2)\ = At senc/r, y de 
conformidad con la ecuación (18) se requiere que 

lím At senc/r = Aò(f) 


Esto apoya la afirmación anterior de la ecuación (16) de que una función senc 
viene a ser un impulso bajo condiciones de limites apropiados. 

Para generalizar la ecuación (18), la aplicación directa de los teoremas de la 
traslación de frecuencia y la modulación nos conducen a 

Ae j ^~AÔ(f-f c ) (19) 


A cos K t + 6) <- — ò{f - f c ) + — ô(f + f c ) (20) 

Así, el espectro de un fasor sencillo es un impulso en/ = / c , en tanto que el espectro 
de una sinusoide tiene dos impulsos, figura 2.26. Yendo aún más lejos, si v(0 es una 
sefial periódica arbitraria cuya serie de Fourier exponencial es 


X 

f(0= I c v (nf 0 )e J2 ™ f °' (21 a) 

n - — oc 

entonces su transformada de Fourier es 

V(f) - t cMo)à(í «/;»> (21/0 


donde la superposición nos permite transformar la suma término a término 
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FIGURA 2.26 __L____ 

El espectro de A cos (a ) c t + 0). —/ r 0 


Por ahora debe ser obvio que con base en las ecuaciones de la (18) a la (21), 
cualquier espectro de líneas de doble lado se puede convertir a espectro “continuo” 
empleando esta regia: convertir las líneas espectrales a impulsos cuyos pesos son 
iguales a las alturas de las líneas. La porción de fase dei espectro de líneas se absorbe 
cn virtud de que los pesos de los impulsos se hacen números complejos; por ejemplo, 
los pesos en la ecuación (21 b) son c v (n/ 0 ) = c v {nf s ) e'"**<'*". Por lo tanto, con 
ayuda de las transformadas en el limite, podemos representar tanto a las sefiales pe¬ 
riódicas como a las no periódicas por medio de espectros contínuos. Ademàs, los 
teoremas transformados desarrollados en la sección 2.3 pueden ahora ser aplicados 
a sefiales periódicas. Esa función sumamente extrafia, la función impulso, por lo 
tanto,surge como la clave para unificar el anâlisis espectral. 

Mas uno se puede preguntar: ^Cuál es la diferencia entre el espectro de líneas y 
el espectro “continuo” de una sefial periódica? Obviamente, no puede haber dife¬ 
rencia física; la diferencia cae dentro dei terreno de las convenciones matemáticas. 
Para regresar al dominio dei tiempo a partir dei espectro de líneas, sumamos los fa- 
sores que las líneas representam Para regresar al dominio dei tiempo a partir dei es¬ 
pectro continuo, integramos los impulsos para obtener fasores. 


I IERCICIO 2.13 Demostrar la ecuación (20) desarrollando la transformada inversa 
ilel segundo miembro. 


Impulsos en el tiempo 

I I impulso en el dominio dei tiempo puede parecer algo poco refinado como modelo 
de sefial, pero en la siguiente sección se verán condiciones en las que se le encuenlra 
tanto razonable como sumamente útil. Aqui, nos concierne la transformada 

AS(t)<->A U2) 

la cual se deduce por transformación de Fourier al emplear la ecuación (17) paia 
evaluar la integral. Puesto que la transformada dei impulso en el tiempo tiene amph 
tiul constante, su espectro contiene todas las frecuencias en igual proporción. 

Se habrá observado que la ecuación (22) es la expresión dual de A — Aò( t). 
Psia relación dual tiene sus raíces en extensión recíproca, siendo las ecuaciones (IN) 
v (22) los dos extremos; cs decir, una sefial constante de duración inlinila tiene 
incho espectral “cero”, mientras que un impulso cn el tiempo tiene duración 
"cero” y ancho espectral infinito. 
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Aplicando el teorema dei retardo en el tiempo a la ecuación (22) se llega al par 
más general 


AS(t - t d )<r>Ae- Jm1a (23) 

El problema 2.34 muestra cómo este par, con el teorema de la diferenciación, pro¬ 
porciona un método breve para encontrar algunas otras transformadas. 

i 
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Regresemos al problema de entrada-salida o de la respuesta dei sistema, como se ex- 
puso al principio dei capitulo, salvo que ahora consideremos que la entrada x(t) sea 
más o menos arbitraria. Continuaremos suponiendo que el sistema es lineal, inva¬ 
riante en el tiempo y asintóticamente estable, y afladiremos la limitación de que no 
hay energia almacenada en el sistema al aplicar la entrada. La respuesta dei sistema 
y(t) se formulará empleando tanto el análisis en el dominio dei tiempo, como el aná- 
lisis en el dominio de la frecuencia. 


Respuesta al impulso y análisis en el dominio dei tiempo 

En la teoria dei sistema lineal, la respuesta al impulso h(t) de un sistema se define 
como la salida que resulta cuando la entrada es un impulso unitário, es decir, 

h(t) A y{t) cuando x(t) = ô(t) (1) 

La respuesta a una entrada arbitraria x(t) se encuentra entonces convolucionando 
h(t) con x(t); así 

h(X)x(t - X) dl (2) 

Esta ecuación (2), a menudo conocida como la integral de superposición , es la base 
dei análisis dei sistema en el dominio dei tiempo. Este método requiere, por lo tanto, 
que conozcamos la respuesta de impulso tan bien como la habilidad para efectuar la 
convolución. 

Se tienen varias técnicas para encontrar la respuesta al impulso de un sistema, 
dado su modelo matemático. Si el modelo es un simple diagrama a bloques sin lazos 
(o circuitos) de realimentación, h(t) se puede encontrar generalmente por inspección 
y recurriendo^a la definición (1). Otras veces es más fácil calcular la respuesta al es- 
calón y u (t)> que se define por 

yjt) ^ y(t) cuando x(t) = u(t) (3a) 

donde 

A(0 = d -~- (3 b) 

dt 

Esto procede puesto que.y u (0 = MO] * MO] así dy u (l)/dl = [/?(/)] * \du(t)/dt\ 
= MO] * [<5(0] = h(t), las ecuaciones (3), (6) y (13) de la sccciôn 2.4. C uando estos 


y{t) = h* x(t) = j 
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+ 

FIGURA 2.27 
Filtro pasabajas RC. 

málmloN no funcionan, probablemente el problema es una cantidad al análisis en el 
ilomliilo dc la frecuencia. 

IjPMiplo 2.11 Respuesta de un filtro pasabajas RC, al escalón, impulso y pulso 

11» mirvo consideremos el filtro pasabajas RC, de la figura 2.27. Si x{t) es un esca¬ 
lón nnlttulo, figura 2.28a, la respuesta al escalón es la bien conocida 

y u (t) = (1 - e~‘ /RC )u(t) (4a) 

nir a In gráfica de la figura 2.286. La diferenciación nos lleva entonces a la fi- 
,ui h ) ?Nr, o sea, 

Alioiii consideremos la respuesta en un pulso rectangular de duración r, que 
HHiili l ii/« en t 0, de decir, x(t) = all[(í — r/2)/r]. Poniendo x(t) y h(t) en la 
inuti lóii (2), sc tiene, con la ayuda de la interpretación gráfica de la convolución, 

/O t < 0 

y(t)=[A(\-e- ,IRC ) 0 < / < t (5) 

U(1 - e ~ zlRC )e~ (, ~ z)IRC t > t 

|n • uni rnift cxpresado en la gráfica de la figura 2.29 para dos valores de r/RC. 

1 1 - 

X(/) = Li(t) 


0 

(ay 



y u U) 



nul'M A I 

pMliiMi: il^ iMntii | uiI ii rl lillm pMsal)SjUS KC, 
trioiNilrt ilt' f^ialnn imltmiu; h) rcspucslu 
ESfelíP' 1 * 0 1, iiit ímpulso /MO =• 

di ui 


hU ) 
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(a) 



FIGURA 2.29 

Respuesta a un pulso rectangular, de un filtro pasabajas RC, a) t/RC ► 1; b) 
r/RC < 1. 


Función de transferencia y análisis en el domínio de la frecuencia 

Enlazando el análisis en el dominio dei tiempo con el dominio de la frecuencia, sea 
x(t) = la entrada en la integral de superposición (2) para — oo < t < oo. En- 
tonces, 


>’(') 


-oo 

j h(Ã)e J2nfi, ' X) dX 


[f. 


h(X)e- j2nfÀ dÂ e }2nfl 


( 6 ) 


donde reconocemos en la expresión entre parêntesis rectangulares, a la integral 
transformada de Fourier. Para identificar esa integral, recordemos que la función de 
transferencia H(f) de un sistema ha sido definida con anterioridad, de tal manera 
que cuando x(t) = eM, y(t) = H(J)eM —ya que la ecuación (6) tiene precisa- 
mente esta forma si tomamos 

H(J) = #■[*(<)] = f” h(t)e~ j2nIt dt (7) 

* — 00 


Por lo tanto, la respuesta al impulso y la función de transferencia de un sistema da¬ 
do constituyen un par transformado de Fourier, y todas las propiedades de H(f) es- 
tablecidas con anterioridad se pueden deducir de la ecuación (7). 

La ecuación (7) también explica por quê la transformada de Fourier dei pulso 
exponencial dei ejemplo 2.5, sección 2.3, vuelve a tener la misma dependencia de la 
frecuencia que la función de transferencia de un filtro pasabajas RC, ejemplo 2.1, 
sección 2.1. De manera imprevista, esto demuestra el par h(t) — //(/), puesto que 
en el ejemplo 2.11 se demostró que la respuesta al impulso de un filtro pasabajas RC 
es un pulso exponencial. 

De la misma manera que para el análisis dei dominio de la frecuencia por sí 
mismo, hemos tomado la transformada de Fourier de la integral de superposición y 
aplicando el teorema de la convolución, ecuación (4), sección 2.4. Así, 

SF[y{ 0] = ^[h*x(í)] = &[h(t)]&[x(t)\ 


<K) 


o 


Y(f) = H(f)X(f) 
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FIGURA 2.30 

Relaciones de entrada y salida para un 
sistema lineal invariante en el tiempo. 


Entrada 

Sistema 

Salida 

■v(0 


y(t) ± h * v|/> 




Arco 

H{f) 

Y(j) - //(,/ ) Xi h 


como se ilustra esquemáticamente en la figura 2.30 con la relación al dominio dcl 
tiempo. Esta ecuación simple y elegante, base dei análisis dei dominio de la frecuencia, 
dice que el espectro de salida Y(f) es igual al espectro de entrada X(f) multiplicado 
por la función de transferencia H(j ). Las amplitudes y fases de los correspondienlcs 
espectros son 

I Y{f)\ = \H(f)\ | X(f)\ 
arg [ Y(f)] = arg [X(f)\ + arg [//(/)] 

lo cual debe ser comparado con el resultado de estado permanente periódico, de la 
ecuación (23), sección 2.2. De manera adicional, si la salida yft) es una seflal dc 
energia, su densidad espectral de energia y la energia total están dadas por 


1 H{f) 1 2 \x{f )\ 2 

(10) 

-CO 

í \H(f )\ 2 \X(f)\ 2 df 

^ — <X) 

(ll) 


dei teorema de la energia de Rayleigh. 

Se obtiene una mejor interpretación de la ecuación (8) si tomamos a x(i) como 
un impulso unitário; entonces, puesto que X(f) = ?F[ò(t)\ = 1, 

Y(f) = H(f ) cuando x(0 = ô(t) (13] 

de conformidad con el hecho de que la función de transferencia es la transformada dc 
la respuesta al impulso. Visto desde el dominio de la frecuencia, el espectro de la 
seflal de entrada tiene todas las componentes de frecuencia en igual proporción en 
este caso, de tal manera que el espectro de salida está modulado completamente poi 
la función de transferencia //(/). 

Por último, podemos regresar al dominio dei tiempo tomando la transformu- 
da inversa de la ecuación (8), es decir, 

y(l) = & ~ 1 [H(f )X{f )\ = f dj (Ml 

* — QO 

Aparece un contraste entre las ecuaciones (13) y (8), en el sentido de que el espectro 
de salida se obtiene de manera más fácil que la función dei tiempo de salida, sienclo 
realmente el caso si H(f) y X(f) son conocidas. La potência dei análisis dei dominio 
dc la frecuencia descansa en la simple relación de espectros de entrada y salida. Adc- 
más, un ingeniero de comunicaciones experimentado puede a menudo deducir dc su 
espectro, todo lo que necesita conocer. (La mayor parte de este capítulo sc ha enfo 
cado a la ejecución de tales deducciones.) Por otra parte, si se van a investigar los 
detalles específicos dc la función dei tiempo, la integral de superposición debe prcscn 
lar menor problema que la ecuación (13) cn lo que a encontrar y(t) se icficrc. 
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(a) (b) (c) 

FIGURA 2.31 

Análisis en el dominio de la frecuencia de la respuesta de un filtro pasabajas RC a un 
pulso rectangular. a) B» \jr, (b) B x {jr; (c) B« 1/r. 


Ejemplo 2.12 

Para ilustrar cuán lejos se puede ir sólo en términos dei dominio de la frecuencia, su- 
pongamos un pulso rectangular de duración t aplicado a un filtro pasabajas RC con 
B = 1/27tRC. Nuestros estúdios prévios nos han mostrado que mucho dei contenido 
espectral dei pulso está en \ f\ < l/r, en tanto que el filtro responde en forma prima¬ 
ria a frecuencias en el intervalo |/| < B. Es claro que la envoltura dei espectro de sali- 
da —y por lo tanto, la seftal de salida— depende de los valores relativos de l/r y de 
B. Enla figura2.31 se ven las gráficas de \X(f)\,\H(f)\, y |y(/)| = \H(f)\ \X(f) | para 
los tres casos B » l/r, B « l/r y B « l/r. 

En el primer caso, figura 2.31a, el filtro pasa todas las componentes signifi¬ 
cativas de frecuencia, puesto que H(f) ^ 1 para |/| < l/r. Por lo tanto, Y(f) & X(f) 
y y(t) = X(t), de tal manera que la función dei tiempo de salida debe verse muy se- 
mejante a la de entrada. Para una comprobación directa de esta conclusión, la figu¬ 
ra 2.29a tnuestra las formas de onda reales bajo esta condición. En el segundo caso, 
figura 2.316, la forma dei espectro de salida depende tanto de X(f) como de H(f), 
de manera que.y(0 diferirá sustancialmente dex(t). Décimos entonces que la salida 
está distorsionada en el sentido de que no se asemeja a la entrada, pero una exposi- 
ciôn más precisa ocasiona cálculos en el dominio dei tiempo. En el tercer caso, figu¬ 
ra 2.31c, el espectro de entrada es constante o “plano” sobre | f\ < B de lai manera 
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que Yff) « ArH(f). Puesto que el espectro de salida ahora depende en forma prima 
ria de H(J ), la seftal de salida se verá semejante a la respuesta al impulso dei filtro, es 
decir, y(t) « Arh(t) t De nuevo, esto se confirma con el resultado en el dominio dcl 
tiempo en la gráfica de la figura 2.29 b. 

Extrapolando este último caso a otros filtros y formas de pulsos, establecemos 
la siguiente regia: si el espectro de salida es esencialmente constante sobre la banda 
de frecuencia, donde tiene respuesta significativa, entonces la seftal de salida es en 
esencia la respuesta al impulso dei filtro. Bajo tales condiciones, es muy razonable 
tomar como modelo un impulso como seftal de entrada. 


Conexiones en paralelo, en cascada y realimentadas 

En la mayoría de las ocaciones, un sistema de comunicación comprende muchas 
unidades o subsistemas interconectados. Cuando los subsistemas en cuestión se 
describen por medio de funciones de transferencia individuales, es posible y deseable 
agrupados y hablar de la función de transferencia en su conjunto. Las relaciones 
correspondientes a dos subsistemas concertados en paralelos, en cascada y realimen- 
tados, se dan en seguida. Las configuraciones más complicadas se pueden analizar 
por la aplicación sucesiva de estas regias básicas. Sin embargo, debe hacerse una su- 
posición esencial, y es que se ha estimado alguna interacción o efectos de carga de las 
funciones de transferencia individuales, de tal manera que éstas representan la res¬ 
puesta real dei subsistema en el contexto dei sistema completo. 

En la figura 2.32a muestra dos subsistemas en paralelo ; ambos tienen la misma 
entrada y sus salidas se suman para obtener la salida dei sistema. De la superposición 
se sigue que Y(f) = [H x (f) + H 2 (f)]X(f) de tal manera que la función de transfe¬ 
rencia total es 

//(/) = H x (f) + H 2 (f) Conexión en paralelo (14) 

I n la conexión en cascada , figura 2.32 b, la salida de la primera unidad es la entrada 
de la segunda; asi, Y(f) = H^H^Xif)] y 

H(f ) = H 1 (f)H 2 (f) Conexión en cascada (IN) 

I a conexión realimentada, figura 2.32c, difiere de las otras dos en que la salida se 
legresa a través de H 2 if) y es sustraída de la entrada. Asi, Y{f) = H 1 if)[X(/) 
H-Af)Y (/)] Y reacomodando se tiene Y(f) = {H x {f)/[\ + H l (f)H 2 (f)\\X(J ) de lai 
manera que 

//(/') = ■■ V v; Conexión realimentada (I f»> 

* + “l(./)”2(./ ) 

A este caso se le designa en forma más apropiada como conexión de realimciiinuóii 
negativa paia diferencia rio de la real imen taci ón positiva, donde la seftal ieg icsada se 
rigiega a la entrada en vez restaria. 
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FIGURA 2.32 

a) Conexión en paralelo; b ) conexión en cascada; c) conexión realimentada. 


Ejemplo 2.13 Retención de orden cero 

El sistema de retención de orden cero, figura 2.33a, tiene varias aplicaciones en la 
comunicación eléctrica. Aqui se toma como un ejercicio instructivo de las relaciones 
paralelo y cascada. Pero primero necesitamos las funciones de transferencia indivi- 
duales, las que se determinan como sigue: la rama superior de la sección paralelo es 
una trayectoria siempre recta, de tal manera que, trivialmente, H x (f) = 1; la rama 
inferior genera un retardo puro en el tiempo de T segundos e inversión de signo y 
agrupândolos se tiene H 2 (f) = e ~ J2xfí por aplicación dei teorema dei retardo en el 
tiempo; usando el teorema de la integración, el integrador en el bloque final tiene 
if) = 1//27t/. La figura 2.33b es el diagrama a bloques equivalente en términos de 
estas funciones de transferencia. 

En adelante el resto dei trabajo és fácil. Combinamos las ramas en paralelo en 
= H x {f) + H 2 {J) y usando la regia para cascada obtenemos 


H(f) = H l2 (f)H 3 (f) = + H 2 (f)]H 3 (f) 


= [l-e 


-jlnfT 




e M T _ e ~ jnfT 
J2nf 


e - 3 *fT __ stnnfT - MT 
nf 


= TstncfTe~ JnfT 


(17) 
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Ul) 


FIGURA 


a) Dominio dei tiempo; b) dominio de la frecuencia. 


ih) 



Por lo que hemos llegado al resultado no usual de que la relación de amplitudes de 
este sistema, ;es una función senc en frecuencia! 

Para confirmar este resultado en otra forma, calculemos la respuesta al impul¬ 
so /i(0 recurriendo ala definiciónde que y (0 = h(t) cuando x(t) = ô(t). Lainspec- 
dón de la figura 2.33a nos hace ver que la entrada en el integrador es entonces x(í) 
- X (t - T) = 6(0 - ô(t - T), y así 

h{t) = f [á(A) -ò(X-T)\dl = [\ . 0< t t<T 

J-oo [0 de otra manera 

= n(^) d.) 


y la respuesta al impulso es un pulso rectangular, figura 2.34. El lector puede tener 
alguna dificultad para identificar la ecuación (17) como la transformada de la 
ccuación (18). 


lüERCICIO 2.14 Deduzca la ecuación (17) haciendo x(t) = e jlrft en la figura 2.33a 
v cncuentre y(t). 


h(n 

i - 

MCilJKA 2.34 

KcspiicslH ul impulso de una retención de orden cero. n 
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FIGURA 2.35 


Pasabanda y banda suprimida de un filtro pasabanda típico. 


Filtros reales e ideales 

Los sistemas o redes que presentan características selectivas de frecuencia, se desig- 
nan como filtros . Un filtro pasabajas (LPF), por ejemplo, pasa sólo frecuencias 
“bajas” —en el sentido de que su relación de amplitudes \H(f) | es mucho mayor a 
frecuencias bajas que a frecuencias altas. El filtro pasabajas RC y la retención de or- 
den cero recién discutida, ilustran este tipo de respuesta en frecuencia. De manera 
similar, existen filtros pasaaltas (HPF), filtros pasabanda (BPF) y filtros supresores 
de banda . El circuito sintonizado dei multiplicador de frecuencia actúa como un 
BPF. 

De manera ideal, un filtro debe tener un limite agudo entre sus bandas pasa¬ 
banda y de rechazo o de supresión. Entonces el ancho de banda dei filtro se podría 
medir de manera no ambigua como el ancho dei pasabanda. Sin embargo, las curvas 
de la relación de amplitudes no tienen puntos de demarcación pronunciados, así, los 
extremos dei pasabanda y de la banda de rechazo son ambiguos, por lo que existe 
una banda de transición entre ambos. La figura 2.35 ilustra esta característica en un 
filtro pasabanda típico; nótese que la porción de frecuencia negativa ha sido omitida 
y las diferentes bandas se indican sólo en términos de frecuencias positivas, dada la 
simetria par de | H(f) \ más el hecho de que las frecuencias negativas son una ficción 
que se introdujo por conveniência analítica. 

Al tratar con filtros reales, el ancho de banda generalmente se toma dei inter¬ 
valo de frecuencias positivas en el cual | H(f) | no decrece a valores menores de 1/^/2 
veces el valor máximo de | H(f) | en el pasabanda. Esta convención particular de 
ancho de banda y hay otras —se conoce como la potência media o ancho de banda a 
3 decibeles (dB). El nombre procede dei hecho de que una entrada senoidal a la fre¬ 
cuencia de corte a 3 dB saldría con su potência promedio reducida en (l/^/I) 2 = k 
comparada con una sinusoide en el centro de la pasabanda. Convirtiendo esta rela¬ 
ción a decibeles j - se tiene 10 log 10 V 2 ~ —3 dB, de tal manera que la relación de po¬ 
tência en el borde dei pasabanda está 3 dB abajo dei centro. 

Como un ejemplo de esta convención, el ancho de banda de la potência media 
dei filtro pasabajas RC LPF (figura 2.6) es B = V 2 ir RC puesto que = 

//(O) = 1 y | H(B) | = 1V2; la banda de paso es 0 < / < B. Por lo mismo, el ancho 
de banda dei circuito sintonizado BPF en la figura 2.12 es B = f r /Q puesto que 

ma. = \H(f r )\ = R | H(f r ) ± f r /2Q\ = R/y/2. (En este punto el leclor debe 


( Vfrase In I iihlu 1 
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i 11111> pasabajas ideal, a) función de transferencia; b) respuesta al impulso. 


h Iuii oiro vistazo a ias figuras 26 y 2.12 a la luz de estos comentários, y fijarse dc 
iimm-ra especial que B se mide fli términos dei intervalo de frecuencias positivas.) 

I ,os diseflos de Filtros màs complicados tienen características mucho más selec- 
1 1 vos que nuestros ejemplos simples, al grado tal de que se aproximan en forma 
pi i igrcsiva a las transiciones de frêcuencia observadas en un pulso rectangular. En el 
lliniic definimos a un Filtro pasabajas ideal como aquel que tiene una característica 
iis limgular 

//(/) = Ke ~ J,, ' dn (j^) O 9 ) 

d, .lide K es la amplificación, t d ei retardo en el tiempo y B el ancho de banda. En la 
ligimi 2.36 a se trazó esta función de transferencia. Nòtese que el ancho de banda es 
mt ambíguo y que ia respuesta fuera dei pasabanda es idènticamente cero. Los filtros 
1 'tr-i a baias y pasaaltas ideales quedan definidos de manera similar y los BPF apare- 
11 Win cn una discusión posterior en el capítulo 5. 

I n teoria avanzada de redes se demuestra que los filtros ideales no se pueden 
.. iili/in en forma física. Omitimos aqui la demostración general y damos en su lugar 
nn nigumenlo basado en la respuesta al impulso. Considérese, por ejemplo, la res- 
l.imiii iil impulso de un filtro pasabajas ideal. Por definición y empleando la 
ihii inn (19), 

L)] 

2B)\ 

= 2BKsenc2B(t - t d ) (20) 

l.i, m i 1 1 se expresó en la figura 2.36^ puesto que h(t) es la respuesta a 5(0 y h(t) tiene 
* 11 1* m r| dil crentes de cero para, iasalida aparece antes de que la serial de entrada se 
I )e tal filtro décimos quese anticipa , y — la porción de la salida que aparece 
i 11111 , 4 |nr la entrada se lc eonocccomo precursora . Sin duda, tal comportamiento cs 
II .li iimente imposible y, por lo lunlo, el filtro no es realizable. Sc cncucntraii icsiil 
lÜjliiv, mi miares en lt>s casos de liltros pasabanda y pasaalta. 

I os liltios ideales, auncpicliclieios son, cn forma conceptual, útiles en cl eslu- 
<I|m d< sistemas tle eomunieaeión, y pueden diseharse íiltros práctieos que se aeei 


h(t)=&- 1 [H(f)] = # r 


-i Ke~ iü,,d Y\^ 


















70 skSiai.es, espectros y filtros 


íitn 



,fl) (*) 


W) I 



M 


FIGURA 2.37 

El filtro Butterwoth de tercer orden, a ) Circuito (R = 100, C, = l/400irB, C 2 = 
3C„ L = 200/3ir B); b) respuesta al impulso; c) relación de amplitudes. 


quen bastante al idóneo, para propósitos de ingeniería. De hecho, como el número 
de elementos reactivos se incrementa sin limite, la función de transferencia se puede 
hacer en forma arbitraria lo más cercana a la de un filtro ideal. Pero de manera si¬ 
multânea, el retardo en tiempo dei filtro aumenta sin limite. Como algo colateral, 
observemos que el retardo infinito en el tiempo significa que las precursoras apare- 
cerán siempre después de que se aplique la entrada, lo cual debe ser cierto en un 
filtro real. 


Ejemplo 2.14 Filtro pasabajas Butterworth 

La figura 2.37a es el diagrama de circuito de un filtro Butterworth de tercer orden 
con ancho de banda B a 3 dB. Su función de transferencia y su respuesta al impulso son 


H(f) = 


h(t) = 



como se muestra en la gráfica de la figura 2.37 b y c. La similitud con un filtro pasa¬ 
bajas ideal es aparente. La figura 2.37c muestra también que este filtro tiene una re¬ 
gi ón de transición más angosta que el filtro pasabajas RC simple. 

Para el caso de M elementos reactivos, la relación de amplitudes de un Butter¬ 
worth de orden M-ésimo es 


\H(J)\ = 



( 21 ) 


dcl cual se dice que es de aplanamiento máximo, puesto que las primeras A/deriva¬ 
das dc | //(./)| son cero en/ = 0. (En forma incidental, el filtro pasabajas RC cs un 
Butterworth dc primer orden.) Se dan otros tipos de disefios de filtros en lilciuliira. 
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Limítación de banda y limitación en tiempo 

Recién dijimos que una sefial v (0 es de banda limitada, si existe una constante W tal que 

&[v(t)] =0 \f\>W (22) 

es decir, el espectro no tiene contenido fuera de|/1 < W. De manera similar, una se- 
hal limitada en el tiempo tiene la propiedad de que, para las constantes / < t 2 , 

v(t) = 0 t<t l y t > t 2 (23) 

dc tal manera que la sefial “empieza” en el tiempo t l y “termina” en el tiempo t 2 . 
Aqui consideraremos el significado de estas dos definiciones. 

Los filtros ideales y las sefiales de banda limitada, son conceptos que van de la 
mano. En realidad, una sefial arbitraria que pasa a través de un filtro pasabajas ideal 
produce una sefial de banda limitada en la salida. Pero se ha visto que la respuesta al 
impulso de un filtro pasabajas ideal, es un pulso senc que existe para todo el tiempo. 
Ahora aseguramos que cualquier sefial que salga de un filtro pasabajas ideal existirá 
para todo el tiempo; establecido de otra manera, una sefial de banda limitada no 
puede ser estrictamente limitada en el tiempo. A la inversa, una sefial estrictamente 
limitada en el tiempo no puede ser de banda limitada. En pocas palabras, la limita- 
ción de banda y la limitación en el tiempo son mutuamente incompatibles. Una 
ilemostración general de esta afirmación es difícil y no la intentaremos aqui. t Sin 
embargo, cada par transformado encontrado en este capítulo es al mismo tiempo 
consistente; para ejemplos, véanse las figura 2.13, 2.14, 2.17, 2.20. 

Estas observaciones tienen implicaciones con los modelos de la sefial y dei sis- 
leina utilizados en el estúdio de sistemas de comunicaciones. Puesto que una sefial 
no puede ser en forma simultânea limitada en banda y en tiempo, debemos desenten¬ 
demos de las sefiales de banda limitada (y filtros ideales) o aceptar modelos de sefta- 
les que existan todo el tiempo. Pero una sefial real desde el punto de vista físico es 
estrictamente limitadas en el tiempo; ella empieza y termina, o sea, es conectada y 
desconectada. Por otra parte, el concepto de espectros de banda limitada es muy po¬ 
deroso, y en cuanto a propósitos de ingeniería se refiere se descarta por completo. 

Por fortuna, la solución dei dilema en realidad no es tan difícil, para lo cual, 
sin embargo, hay un cierto arreglo. Aunque una sefial estrictamente hmitada en 
tiempo no es estrictamente de banda limitada, su espectro puede ser esencialmente 
cero fuera de un cierto intervalo de frecuencias, en el sentido de que las componentes 
de I rccuencia no tomadas en cuenta contienen una porción inconsecuente de la 
energia total; por ejemplo, considérese / » l/ren el espectro de un pulso rectangular. 

I )e manera similar, una sefial de banda estrictamente limitada puede ser virtualmcn 
las cero fuera de un cierto intervalo de tiempo; por ejemplo, senc 2 Wt ~ 0 para t • 
1/2II Por lo tanto, no es apropiado hablar de sefiales que son o de banda limitada o 
limitadas en tiempo para muchos propósitos prácticos. 


I \t .isr Wo/fiurull y Jucobs(l%5, uptiul Ml) 0^5, Apèll Ml) 
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2.6 CORRELACIÓN Y DENSIDAD ESPECTRAL 

En las secciones 2.3 y 2.4, se observaron dos casos particulares. Las sefiales de energia 
no periódicas se representaron en el dominio de la frecuencia por medio de transfor¬ 
madas de Fourier que son funciones continuas de la frecuencia, libres de impulsos; 
la energia de la sefial es 

p 00 /*°0 

i E =\ \v(t)\ 2 dt=i v(t)v*(t)dt (1) 

y la densidad espectral de energia ; V(f)\ 2 da su distribución en frecuencia; la potên¬ 
cia promediada en todo el tiempo es cero, puesto que E es finita. Por otra parte, las 
senales de potência periódicas se representaron en el dominio de la frecuencia por 
medio de espectros impulsivos provinientes de transformadas en el limite; la potên¬ 
cia promedio es 

1 çT, 1 ! j T/2 

P = üm — I \v(t)\ 2 dt = lím- ( v(t)v*(t)dt (2) 

r-*cc j -7/2 7-+oo / ^-7/2 

y el concepto de densidad espectral de energia no se aplica, ya que la energia total 
debe ser infinita cuando P ^ 0. Sin embargo, debe entenderse perfectamente que al 
hablar de distribución de la potência en el dominio de la frecuencia, se considera 
descrita por una densidad espectral de potência . 

El objeto de esta sección es desarrollar en forma más completa el concepto de 
densidad espectral a medida que se aplica a los casos citados o al caso de senales alea - 
torias , en anticipación a las necesidades dei capítulo 3—. Esta generalización se 
obtiene al precio de emplear el punto de vista algo abstracto de espado de la serial , 
pero el precio es una inversión de gran alcance que vale la pena, ya que nos reditúa 
beneficio ahora y en nuestro trabajo futuro. A fin de conseguir resultados útiles lo 
antes posible, muchas de las deducciones dei espacio de la sefíal se han anotado 
aparte en el Apêndice A, el cual puede ser consultado para aclarar los detalles que se 
hayan omitido. 


Producto escalar, norma y ortogonalidad 

Sean v(t) y w(t) dos senales de la misma clase, es decir, cualquiera dei tipo de 
energia o dei tipo de potência. Su producto escalar es una cantidad —posiblemente 
compleja— que se denota por < v(0, w(0 > y definida por 


ÍJ v(t)w*(t)dt 
<„(<).»(,)> â ■* i 

lím — v(t)w*(t)dt 

Ir^ao 1 J - Tj2 


Sefiales de energia (3a) 
Sefiales de potência (3b) 


t ksta notación es diferente de v( t) , el promedio en tiempo de t ); cl simholo dcl pmdm lo cs- 
calur siempre liene dos funcionei Reparadas por una coma 
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Si ocurre que v(t) y w(t) son periódicos con un período T 0 , la ecuación (3ó) se 
simplifica a 


1 c . 

< v(t),w(t)y = — v(t)w*(t) dt Sefiales periódicas (3c) 

To 

En el capítulo 3 se dará otra difinición de producto escalar, inclusive en el caso de se¬ 
fiales aleatórias. La importância dei concepto de producto escalar es que < v(/) ( 
w(t) > tiene ciertas propiedades invariantes sin importar la definición específica. 

Antes de establecer algunas de estas propiedades, nó tese que el producto esca¬ 
lar de v(0 consigo mismo es igual a la energia E o a la potência P . Generalizando, la 
norma de v(f) se define por 


Ml = <v(t)Xt)> l/2 (4) 


una cantidad real no negativa, que no se puede confundir con la función v(/) . Por 
lo que 


vf=(v{t\ r(0> = {£ 


Sefiales de energia 
Sefiales de potência ^ * 


como se sigue de las ecuaciones (1) a la (4). 

La desigualdad de Schwarz enlaza las ecuaciones (3) y (4) en la forma 


| <ü(r),w(/)> I < IMI IM (6a) 

hi cual establece un limite superior en la magnitud dei producto escalar. El limite su¬ 
perior se obtiene sólo cuando las dos sefiales son directamente proporcionales, es 
decir, 

| <rí»M0> I = Ml IMI si iv(í) = av(t) (6 h) 


donde a es una constante arbitraria. Por otra parte, supóngase que v(0 y w(t) son 
tn togonales , cuyo significado es 


Mujo esta condición 


<!>(/),w(f)> = 0 ? (7) 


\\v + iv|| 2 = ||í;|| 2 + \\w\\ 2 (K) 


l.i demostración de esto se da en el Apêndice A con la demostración de la ecuación 
«*). 

lín la teoria dei espacio de la sefial, se ven las dos sefiales ortogonales como 
vedores perpendiculares y la ecuación (8) resulta equivalente al teorema de Pitágo- 
i is En esle punto interpretamos a < v(0, vv(0 > = 0 como la condición paia la 
s ufurpasición de la energia 4+d&Jérpot€M'ki. Por cjcmplo, supongamos (|ue r(/) v 
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w(t) son seflales ortogonales de energia conis v = |H| 2 y E w = \\w\\ 2 ; entonces la se¬ 
flal z(0 = v(t) + w(t) tiene energia E t = ||v + w || 2 la cual, por la ecuación (8) es 
igual a E v + E w . 

También es útil enumerar algunas relaciones especificas entre las funciones o 
formas de onda v(0 y w(t) que resultan de hecho ser ortogonales. Hay tres condi¬ 
ciones bajo las cuales < v(t) 9 w(t) > = 0, y son: 

1 Cuando v(f) y w(0 tienen simetria opuesta , es decir, una es función par y 
la otra es impar. 

2 Cuando v(/)yw(/) no se traslapan o que son desunidas en el tiempo , es 
decir, una es cero cuando la otra es diferente de cero y viceversa. 

3 Cuando v(/) y w(t) son desunidas en frecuencia , es decir, sus espectros no 
se traslapan. 

Las primeras dos condiciones se deducen directamente de la ecuación (3); la 
ecuación (13), sección 2.3, nos lleva a la tercera. Debemos llevar en mente que éstas 
no son las únicas relaciones que dan lugar a la ortogonalidad. 

Como detalle final, nótese que el producto escalar es la medida dei grado de 
similitud entre dos seflales. Si son proporcionales (es decir, similares), entonces 
< v (0> w(í) > es máxima; si son ortogonales (es decir, desemejantes), enton¬ 
ces < v(0, w(0 > = 0. 


Funciones de correlación 

Para cualquiera de dos seflales dei mismo tipo, la correlación cruzada de v(t) con 
w(t) se define t como ecuación (a 


R V Á*) - <K0, Mf - t)> (9) 

un producto escalar, en el cual la segunda seflal experimenta un desplazamiento o 
corrimiento en un tiempo r segundos. El desplazamiento r es arbitrário y, de hecho, 
la correlación tiene a r como su variable independiente, habiendo desaparecido la 
variable temporal t 9 por razón de la operación producto escalar. Por extensión de los 
argumentos recien vistos, /? w (r) da la medida de la simitud entre v(t) y w(t — t) 
como una función dei desplazamiento r de w(t) con respecto a v(t). Por lo tanto, la 
correlación cruzada es una medida más comprensible que el producto escalar regu¬ 
lar, porque detecta cualesquier de las similitudes desplazadas en el tiempo que de- 
ben despreciarse por < v(/), w(t) >. 

Ahora supóngase que formamos la correlación de v(t) consigo misma, es 

decir, 


- KÀ*) = <v(0, v(t - t )> (10) 


t rainhitii sc* usa la ilcfinieiòii v'(/), w(í \ 7) 
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la cual se conoce como la función de autocorrelación . Fisicamente, la autocorrcla- 
ción tiene la misma interpretación que la correlación cruzada, salvo que compara 
una seflal consigo misma desplazada en el tiempo. Pero esto significa que R v {t) non 
dirá algo acerca de la variación en el tiempo de v(/)> al menos en un sentido integra¬ 
do o promediado. Por ejemplo, si I/? v (t)| es grande, entonces inferimos que v(/ - 
r) es muy similar (proporcional) a ± v(t) para ese valor particular de r; en forma in¬ 
versa, si R v (t) = 0 para algún valor de r, entonces sabemos que v(/) yv(t- r) son 
ortogonales. En breve, recurriremos a esta interpretación y a la función de densidad 
espectral. Necesitamos primero, no obstante, mencionar dos propiedades matemáti¬ 
cas de autocorrelación. 

Si aplicamos las ecuaciones (5) y (6) a la ecuación (10) se tiene 

**(0) = <i;(0 s i<0> = IMI 2 d I") 

\R v (t)\ <R v ( 0) (11/0 

de tal manera que R v (r) tiene un máximo en r = 0, donde ella es igual a la energia o 
potência de la seflal || v|| 2 . A partir de las ecuaciones (3) y (10), se puede demostrar 
también que 

R v (-t)=R%t) (12) 

Así, si v(0 es real , r v (r) es real y con simetria par . 

Considérese ahora la suma de dos seflales, digamos z(t) = v(0 + w(0> cuya 
correlación es R x (t) = R v (t) + /Mr) + R^(r) + r w (r). Si las seflales componen¬ 
tes son ortogonales para toda r, es decir, si 

RM = R»u(?) = o 

entonces 

R 2 (t) = R v (r) + R w (r) (I ib 

y haciendo r = 0, 

\\Z\\ 2 = \\v\\ 2 + M 2 (l-V 

En este caso, se dice que las seflales son incoherentes, y tenemos superposición dc 
funciones de correlación, así como superposición de energia o potência. 

Ejemplo 2.15 Autocorrelación de una sinusoide 

Calculemos la autocorrelación de la seflal periódica de potência 

z[t) = A cos (w 0 t + 0) oj 0 = 2n/T () 

Mientras que esto se puede hacer empleando en forma directa las ecuaciones (3c) y 
(10), es más fácil e instructivo escribir 

z(l) 1 -c ''V ... 

2 2 

/’</) »f(/) 
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Esto resulta ser un método mejor pará el caso que nos ocupa porque v(t) y w{t — r) 
son ortogonales para toda r —puesto que son desunidas en frecuencia — y, más aún, 
w(t) = v*(0- Así, R vw (t ) = R wv (t ) = 0 y R w (t ) = por lo que la ecuación 

(136) viene a ser R z (t) = R v (t ) + R* = 2 Re [R v (t)]. Incidentalmente, aunque no 
todos los problemas se pueden simplificar tanto, el estudiante debe estar pendiente 
de tales posibilidades. 

Continuando con el cálculo, tenemos 


R v (t) = — í [■ 
T 0 Jt 0 L 


A 

e J 9 e J°>ot 


A 2 

dt = — e j0iot (14) 


y por ende 


Rz ('O = 2 Re [^(t)] = — cos co 0 z 


(15) 


de tal manera que R z (0) = A 2 /2 = \\z\\ 2 como se predijo. Nótese que la correlación 
de una sinusoide es otra sinusoide de la misma frecuencia, pero más en el ‘ ‘dominio de 
t” que en el dominio dei tiempo. El parâmetro fase 6 desaparece obedeciendo al 
efecto promediante de la correlación. Por razón de este efecto, concluimos que la 
autocorrelación no define en forma única a la seflal, por ejemplo, todas las z(t) = A 
cos (w 0 / + 0) tienen la misma R z (r) prescindiendo de 0. 


EJERCICIO 2.15 La autocorrelación de una seflal de energia es un tipo de convo- 
lución, puesto que al sustituir a t por X en la ecuación (3a) se tiene 

v(Á)v*(Ã -z)dX = [v(z)] * [r*(-T)] (16) 

Emplee esto para demostrar que un pulso rectangular 

r(0 = ^tn^ (17a) 

tiene una autocorrelación triangular 

R v (r) = A 2 T\(^ (17 b) 

Subrayando la condición de no unicidad observada con anterioridad, la ecuación 
(176) también vale cuando v(/) = v4Il[(/ - Q/T ] para cualquier valor de t d . 

Funciones de densidad espectral 

En vista de nuestra observación respecto de que R v (t) proporciona información 
acerca dei comportamiento de v(/) en el dominio dei tiempo, parece conveniente in¬ 
vestigar la transformada de Fourier de R v (t) como una posible base para el análisis 
dcl dominio de la frecuencia. Considérese, por lo tanto, 

(-,(/) f R„(t)c ’ 2 " r ' í/r 



( I Kr/) 
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a la cual se le conoce como la función de densidad espectral , por razones rcciét 
explicadas. Habiéndose establecido esta definición, se sigue que ^ '[G/f)] es igua 
a R v (t), es decir, 

R v (r)=f G v (f)e +j2 * f 'df (18/) 
J - 00 


Así, tenemos el par transformado de Fourier 

*„(*)«-> G„(/) d 1 / 

donde t ocupa el lugar de t. La ecuación (19) recibe el nombre de teorema d 
Wiener-Kinchine. En el caso especial e importante donde v(í) es real, G,(f) es real ; 
par, puesto que R v (t) es real y par. 

La propiedad fundamental de G v (f) es que integrándola sobre toda la frecuen 
cia se llega a llvll 2 , como se comprueba fàcilmente haciendo a t = 0 en la ecuaciói 
(18ó), es decir, 

f G tt (f)df=RJiO)= Ikll 2 (20 

Para interpretar esto y con ello justificar el nombre de G V (J) recordemos que || v 2 c 
la energia o la potência asociada con v(f). Por lo tanto, se puede argüir que G„(/ 
nos dice cómo la energia o la potência se distribuyen en el dominio de la frecuenciu 
merece ser designada como densidad espectral. 

Para apoyar este punto de vista, sea v(í) una seflal de energia y V(f) su o 
pectro. De la ecuación (16), R y (r) = [v(r)]*[v+(- r)]; así, recurriendo al teorcm 
de la convolución, 

G v (f) = ^[RJdt)\ = &[v(t:)W[v*(-t)] 

De manera clara, J^v(t)] =^[v(t)] = V(f), y es un ejercicio de rutina demoslm 
que#[v*(- r)] ={^[v(0])* = V*(f). Por lo tanto, 

G v (f)=V(f)V*(f)=\V(f)\ 2 (21, 

a la cual se designa en la sección 2.3 como la densidad espectral de potência. Invii 
tiendo la ecuación 2ler), se tiene 

R„(t) = 3F~\ I L(/)| 2 ] = í°° \V(f)\ 2 e J2ní 'df (21/ 

J - 00 

que es una expresión alterna de la función de autocorrelación de una seflal il 
energia. Màs aún, con t = 0, 

M 2 = f’ |L(/)| 2 ,// (21, 

eslo, en forma retrospectiva, cs precisamente el teorema de ta energia de Rayleixl 

LI lector puede comprobar la consistência de la ecuación (21/;), con la ecuación (17 
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Ahora considérese una sefial periódica de potência, expresada en forma de se¬ 
rie de Fourier 


K0= I c v (nf 0 )e J2 ™'°' f 0 =±- 

n= — oo 1 o 


Con ayuda de la ecuación (14) y dei hecho de que todos los términos de la 

serie son 

mutuamente incoherentes, 

RAt) = 

I \c v (nf 0 )\ 2 e j2 ^ 

(22a) 

y la transformación de Fourier da 

n 

= — oo 



G v (f) = f 

\c v (nf 0 )\ 2 ô(f-nfo) 

(226) 


n= — x 


Pero, ie s esto la densidad espectral de potência de una sefial periódica? La respuesta 
es claramente afirmativa, puesto que una sefial periódica se puede descomponer en 
términos de la forma C,(nf ü )e ]lu " f0 ', cada uno de los cuales representa una magnitud 
de potência igual a £\,(n/ 0 ) 2 , localizada exactamente en la frecuencia / = nf 0 . La 
densidad espectral es impulsiva en este caso nada más, pues se requiere de impulsos 
para indicar que hay unidades concentradas de potência diferentes de cero, a fre- 
cuencias discretas. Por último, integrando la ecuación (22 b) sobre todos los valores 
de/—o simplemente haciendo t = 0 en la ecuación (22a)— se llega al teorema de la 
potência de Parseval. 

Para resumir, mientras no hayamos comprobado de manera explícita que 
Gy(f) representa la densidad espectral para otros tipos de sefiales, habremos presen- 
tado una fuerte evidencia en favor de esa conclusión basada en dos casos donde exis¬ 
te una firme noción intuitiva de cómo debe ser la densidad espectral. En conclusión, 
las funciones de densidad espectral se emplean con las funciones de transferencia 
para determinar las relaciones de entrada y salida. Pero antes de hacer esto, se debe 
seflalar que G/f), como R/t), no representan en forma única a v(t). En realidad, 
una sefial dada tiene sólo una función de densidad espectral; no obstante, esa fun- 
ción de densidad espectral se puede aplicar a otras sefiales. Las sinusoides desplaza- 
das en fase y los pulsos rectangulares retardados en el tiempo, son ejemplos 
sencillos. Y en el caso de sefiales aleatórias, dos o más formas de onda dràsticamente 
diferentes pueden tener la misma densidad espectral —significando que sus prome- 
dios son los mismos, aunque las formas de onda sean diferentes. 

Relaciones de entrada y salida 

Respecto a la figura 2.38, sea x(t) la entrada de un sistema lineal invariante en el 
tiempo, con una respuesta de impulso h(t) y una función de transferencia H(f). Si 
x(t) es una sefial de energia con espectro X(f), la densidad espectral de salida de la 
energia es 

| Y(/)| 2 = \H(f)\ 2 | X{f) | 2 
o 

Gf f)= I H(f) | 2 G/f) (23) 

puesto que G,(f) = | X(f )| 2 es la densidad espectral de energia de la entrada, etc 
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FIGURA 2.38 
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Aunque dedujimos la ecuación (23) para sefiales de energia, su forma sugicrc 
i|ue H(f ) 2 siempre relaciona a las funciones de densidad espectral de entrada y sali- 
iln, independientemente dei tipo de la sefial. Esto en realidad es correcto; la ecuación 
US) se aplica para cualquier tipo de entrada cuya función de densidad espectral exis- 
ir La demostración general es relativamente directa, pero tediosa, y aqui sólo será 
bosquejada. 

Primero, la autocorrelación Ry(r) de la salida se encuentra insertando 


h(X)x(t — X) dX 

ni R v (t) = y(t — r)>.Desarrollado esto, nos conduce a la pavorosa expre- 


y(0 = J 


OO 

Ry(i) = || h{fyh*(n)R x { T + p - k) dp dk (24) 

— 00 


donde fi es otra variable fantasma. Entonces, tomando la transformada de Fourier, 
obienemos finalmente 


G y (f) = 


*00 

J h{X)e^ J2 ’ lfX dk 


r°° 

/7*(/r)e + j2 ’' / " d\i 

^ - cr: 


G x (f ) 


i-n que Gy(f) = H(f)H*(f)G x (f), como se aseguró. 

Para reiterar lo significativo de este resultado, dada una sefial de entrada de 
i usi cualquier tipo, la función de densidad espectral correspondiente en la salida 
de un sistema lineal se encuentra multiplicando la densidad espectral de entrada por 
//(./) 2 . Habiendo obtenido así G y (f), la aplicación de la ecuación (20) da la energia 
o la potência de la sefial de salida conforme 


/.OO 

Íl3l 2 = J G y (f)df= \H{f)\ 2 G x (f)df (25) 

J ~ QO ^ ~ oo 


A inenudo, especialmente en aquellos problemas que incluyen sefiales aleatórias, 
JJ1I' cs nada menos que la información buscada —y la ecuación (25) ofrece el itinera- 
i io más directo a esa información—. Se puede rebuscar alguna otra información rela- 
t lonada con y(t), por medio de 


« v (t) = ,^-'[G//)] = | \m j)\ 2 G/J)c' 2 "" df (2(i) 

Nóicsc, a propósito, que con esta transformada inversa cs más fácil tralar que con la 
ecuación (24). 
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La ecuación (23) también hace expedito el cálculo de la densidad espectral, sea 
que se consideren filtros o no. Supongamos, por ejemplo, que w(t) = dv(t)/dt, 
G v (f) es conocida, y deseamos encontrar G w (/). De manera conceptual, w{t) seria 
generada al pasar v(í)a través de un diferenciador ideal, para el cual H{f) = jlivf 
véase la ecuación (24), sección 2.3. Por lo tanto, empleando la ecuación (23), si 


entonces 


Asimismo, si 


entonces 


II 

(27 a) 

GJf) = (2/ if) 2 G v (f) 

(21b) 

w(t) = I v(À) dl 

^ — QO 

(28 a) 

G w (f) = (2nf)~ 2 G„(f) 

(28 b) 


Más adelante, en el siguiente capítulo, se presentan ilustraciones dei empleo de las 
ecuaciones (23), (25) y (26), como se aplican a sefíales aleatórias. 


2.7 PROBLEMAS 

2.1 (Secc. 2.1) Emplee la ecuación (9) para encontrar y(t) cuando x(t) = 4 cos 2^10/ y 
Hfju) = 15 4- y(ü>/7r). 

Respuesta: 100 cos (2 tt10 t + 53 °). 

2.2 (Secc. 2.1) Encuentre y haga la gráfica de | H(f ) \ y [H{fj\ para cada una de las siguien- 
tes funciones de transferencia: 

(a) (10 + jf)/( 1 + jf) 

C b ) d + jf)/( 10 + jf) 

(c) d - Jf)/( 1 + jf) 

2.3 (Secc. 2.1) Si el capacitor en la figura 2.6a se reemplaza con un inductor, demuestre que 
H(f) = j(f/B)/[ 1 + j(f/B)] donde B = R/lirL. Haga la gráfica de relación de ampli- 
tud y el corrimiento de fase. 

2.4 (Secc. 2.1) En relación a la figura 2.6a, supóngase x(t) = 10 cos 2irf 0 t y el filtro tiene B 
= 3 kHz. Si A y = 2, £cual es el valor de / 0 ? 

2.5 (Secc. 2.2) Encuentre <u(/)> y?en v(í) = Ae Jiül(>t + 9 \ 

Respuesta : 0, A 2 . 

2.6 (Secc. 2.2) Encuentre <ü(r)> y P para la sinusoide totalmente rectificada v(/) = A sen 
2irt/T 0 . 

2.7 (Secc. 2.2) Cuando v(— t) = v(t ), demuestre que 

2 r T of2 

c(nfo) — ■— v(t) cos 2irnf 0 t cft 
1 0 ^0 

y emplee esto para demostrar la ecuación (11). Desarrolle un análisis similar paia r( /) 

» - v(M. 
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2.8 (Secc. 2.2) Calcule c(nf Q ) para una onda triangular periódica con v(0 = A(\ - 
4\t\/T 0 ), 1 1\ < T 0 / 2. (Sugerencia: véase el problema 2.7). 

2.9 (Secc. 2.2) Calcule c(nf 0 ) para la onda totalmente rectificada dei problema 2.6. 
Respuesta: c(nf) = 2^/ir(l - n 2 )n par; c(nf 0 ) = 0, n impar. 

2.10 (Secc. 2.2) Emplee las ecuaciones (16) y (17) para comparar el espectro de una onda 
cuadrada con un tren de pulsos rectangulares en que/ 0 r = Vi. 

2.11 (Secc. 2.2) Supóngase que en |/| > 1/r se remueven todos los componentes de frecuen- 
cia dei espectro de un tren de pulsos rectangulares. Emplee el teorema de Parseval para 
calcular el porcentaje de potência residual cuando./o 7 ' = 1//z Y cuando/ 0 T — ^5* 

2.12 (Secc. 2.2) Con relación al ejemplo 2.3 calcule la amplitud de la componente sinusoide 
de salida en 2/ 0 cuando N = 3,/ r = 3F 0 y Q = 12. Compare con la ampütud de la com¬ 
ponente ei} 3/ 0 . 

2.13 (Secc. 2.2) Una onda totalmente rectificada (problema 2.9) con/ 0 = 60 Hz es la entrada 
de un filtro pasabajas RC. Encuentre el valor de B tal que la amplitud de la componente 
sinusoide mayor de salida es un 10*70 de la componente c.d. 

Respuesta : 18.2 Hz. 2 

2.14 (Secc. 2.3) Encuentre V(f) para el pulso gaussiano V(t) = Ae x(/ r) , y verifique el 
efecto de extensión recíproca con gráficas de v(0 y V(f) para t = 2y r = 1. 
Respuesta : Are~* {ft) . 

2.15 (Secc. 2.3) Encuentre V(f) para el pulso cosenoidal V( t) = A cos irf/ t, | /1 < t/ 2, dan¬ 
do su respuesta en términos de la función senc. Haga una gráfica de V(f) . 

2.16 (Secc. 2.3) Demuestre la ecuación (13) sustituyendo a v( t) con la expresión integral para 

2 . 17 (Secc. 2.3) Emplee el teorema de Rayleigh para calcular el porcentaje de la energia total 
de un pulso exponencial (ejemplo 2.5) que está contenido en |/| < l/2ry l/l ^ \/T. 

2.18 (Secc. 2.3) Empleando los teoremas de la superposición y dei retardo en el tiempo, en¬ 
cuentre las transformadas de las sefiales que se muestran en la figura P2.1. Construya 
gráficas de los espectro de amplitud eligiendo r c T. 



2.19 (Secc. 2.3) Encuentre Z(f) en términos de V(f) cuando z(t) = v(at - t d ). 
Respuesta: \a\~'V(f/a)xe ~ j " Uu . 

2 20 (Secc, 2.3) Emplee el teorema de la dualidad para encontrar la transformada de A/[ I + 
(a/) 2 ]. ( Sugerencia: véase la Tabla A.) 

2 21 (Secc. 2.3) Genérese; un nuevo par transformado aplicando el teorema de la dualidad al 
ejemplo 2.8. 

2.22 (Secc. 2.3) Demuestre el teorema de la traslación de frecuencia, ecuación (21). 

/ ,M (Secc. 2.3) Emplee el teorema de la modulación para encontrar la transformada de 
Ae t/r u(t) senc co r /. 

2.24 (Secc. 2.3) Emplee el teorema de la diferenciación y el problema 2.14 para cncontrur la 
transformada de Ate " <//r) . 
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2.25 (Secc. 2.4) Encontrar v*w(t) cuando v(2) = e"'w(í) y w(f) = U(t/2T). 

Respuesta: 0 para t < - T, 1 - e~ íl+ r >para — T < t < T y e~ ^ ~ T) — e~ {t ~ Aparai 
> T. 

2.26 (Secc. 2.4) Encuentre v 4 v * v cuando v(2) = n(2/r). 

2.27 (Secc. 2.4) Si v^f) -—* etc., encuéntrese V(f) para: 

(a) v(t) = [Vj(0 + v 2 (/)] * v 3 (0 

(b) v(t) = [v 2 (0v 2 (0] * v 3 (0 

(c) v(0 = [v t 4 v 2 (0]v 3 (0 

2.28 (Secc. 2.4) Emplee el teorema de la convolución para encontrar la transformada dei pul¬ 
so trapezoidal de la figura 2.22b. Construya la gráfica dei espectro de amplitud toman¬ 
do 7"! = 2 t 2 . 

2.29 (Secc. 2.4) Demuestre la ecuación (5). 

2.30 (Secc. 2.4) Evalúe o simplifique cada una de las expresiones siguientes: 

(a) P-o ot 2 ô(t - 3 )dt 

(b) [t 2 \ 4 [ô(t - 3)] 

(c) t 2 ô(t- 3) 

(d) U 2 ] 4 [ô(30] 

2.31 (Secc. 2.4) Emplee la ecuación (21) y el teorema dei retardo en el tiempo para encontrar 
c Ánfè en términos de c/n/ 0 cuando w(t) = v(t - t d ). 

2.32 (Secc. 2.4) La sefial de la figura 2.16 puede escribirse como la convolución de AU( t/r) 
con Ò(t + t/2). Emplee esta aproximación para obtener Z{f). 

2.33 (Secc. 2.4) Emplee la aproximación sugerida en el problema 2.32 para resolver el proMe- 
ma 2.18. 

2.34 (Secc. 2.4) El teorema de la diferenciación se puede escribir en la forma 

la cual algunas veces simplifica el cálculo de transformadas. De manera específica, si la 
derivada n-ésima de v(í) está formada en su totalidad de funciones simples (impulsos, 
pulsos rectangulares, etc.), entonces [d n v/dt n ] se encuentra fácilmente y V(f) a partir 
de ella. El mejor valor de n es la derivada de menor orden, en la cual aparece primero el 
impulso, y es útil hacer gráficas de v(f), dv/dt, etc., ya que así se detectan las disconti- 
nuidades, las cuales resultan ser impulsos cuando se diferenciam Emplee este método 
para encontrar la transformada de v(2) = 2Atn(t/r). 

Respuesta: (JAt / 7r/)(cos tt/t — senc /r). 

2.35 (Secc. 2.4) Emplee el método dei problema 2.34 para encontrar la transformada de A[1 
- (2t/r) 2 ]U(t/r). 

2.36 (Secc. 2.5) Un sistema dado tiene una respuesta al impulso h(t)y por función de trans¬ 
ferencia H(f ). Obtenga expresiones para y(t) y Y(J) cuando: 

(a) x(t) = Aò(t - t á ) 

(b) x(t) = A[ô(t + t d ) - ò(t - t d )] 

2.37 (Secc. 2.5) Resuelva el problema 2.36 para el caso de x(t) = Ah(t - t d ) 

2.38 (Secc. 2.5) La entrada de un filtro pasabajas RC es x(í) = senc 2 Wt. Construya una 
gráfica de la relación de energias E y /E z como una función de B/W. 

2.39 (Secc. 2.5) Un pulso rectangular de duración r es la entrada a una sujeción de orden ce- 
ro, ejemplo 2.13. Emplee la aproximación dei ejemplo 2.12 para encontrar y(f) cuando 
T T, T = T,y T T. 
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2.40 (Secc. 2.5) La seflal x(r) = U(t/ T ) + I1(í/t) cos íü ( / con r = 1 000// c se aplica a un 
filtro pasabajas RC con B = 200 Hz. Emplee la aproximación dei ejemplo 2.12 para en¬ 
contrar _y(0 cuando/ t * 1 kH 2 — 10 kHz y f. = 1 MHz. 

2.41 (Secc. 2*5) Encuentre H(J) y h(t) para el sistema cuyo diagrama se muestra en la figura 

P2.2. 

Respuesta: h(t) = 7A[(í — T)/T ]. 


HCiURA P2.2 



2.42 (Secc. 2.5) Cada uno de los cuadros marcado ZOH en la figura P2.3 son retenciones de 
orden cero. Encuentra H(f) para el sistema completo. 


I KilJRA P2.3 



2.43 (Secc. 2.5) Defínase la región de transición de un filtro pasabajas como el intervalo de 
frecuencia positiva entre los anchos de banda a 3 y 10 dB. Encuentre esta región paru 
un filtro pasabajas RC y exprésela como un porcentaje dei ancho de banda a 3 dB. 
Respuesta: 200%. 

2.44 (Secc. 2.5) Repita el problema 2.43 para una filtro pasabajas gaussiano con H(J = < 
exp [- (ln 2/2 ){f/B) 2 ] t mostrando en primer lugar que B es el ancho de banda a 3 dB. 
^Es éste un filtro mejor que un filtro pasabajas RC? 

2.45 (Secc. 2.5) La función de transferencia de un filtro pasaaltas ideal se puede escribir co¬ 
mo //(/) = Ke~ ju>t i 1 - n(//2/ c0 )] donde/* es la frecuencia de corte. Encuentre la res¬ 
puesta al impulso e identifique la precursora. 

2.46 (Secc. 2.5) ^Cuántos elementos reactivos debe tener un filtro Butterworth (ejemplo 
2.14), tales que el ancho de banda a 1 dB sea por lo menos de 0.9 Bl 

2.47 (Secc. 2.5) Construya la gráfica H(f) para el filtro pasabajas de la figura P2.4. Hagu 
la comparación con un Butterworth de segunda orden. 































*4 SEISIALES, ESPECTROS Y FILTROS 


2.48 (Secc. 2.6) Dadas las seflales de energia ví/) = atv,/ \, 

guientes pares de seflales sean ortoí^e?” 4 " 01 * 8 “ “ tal6S QUe Cada uno de los si ‘ 

(a) n (r/r), n[(r - a y T ] 

(b) senc 2 Wt, senc 2Wt cos 2™? 

(c) e~ l ", t a 

/?*(- r ) 6) Sl V(í) y W( ' t - > son seflales de energia complejas, demostrar que R wv (t) = 

! ' 51 S£S? SS *' 3 * flrm3ci6n “ d *"•*- 215 * *- m,«,- „ „ o, 

2.52 (Secc. 2.6) Encuentre la autocorrelación de A cos ( u t + «w B ,c 

2.53 ‘ 

flales de energia: 3 ecuaclón (21) para enaontrar y iUr) para las siguientes se- 

(a) A senc 2 Wt 

(b) Ae~ ,/T u(t) 

2.54 (Secc. 2.6) El pulso gaussiano X(t) = 3e~*«°') 2 fDro hi Pm!1 /> uv 

gaussiano con H(f) = e - »<//j) 2 E., llm) , ' p oblema 2 - 14 ) se aplica a un filtro 
RÁt), y evalúe ||>‘{ 2 /||a-|| 2 . ' EnCUentre y ha « a la 8 ráfí c a R,(r), G/f), G/f), y 

2.55 (Secc. 2.6) La sefial de energia x( t) = A senc W/ M , r 

ancho de banda B. Encuentre G(f) v obtencr / Ph P a a un flltro P asaba J a s RC con 
cuando W<B yW » B ^ 8 «presiones aproximadas para R/r) 

^ 2Sd6M^T'"“ 3 “ “ U3 ' i6 ” 1231 ,0mand ° ,a * Fourier d, R M , 


3 

SENALES ALEATÓRIAS Y RUIDO 


I as seflales con las cuales se tfató en el último capítulo fueron determinísticas , es de- 
*b i c|ue escribiendo una función dei tiempo explícita v(t) se presume que el compor- 
tnmicnto de la seflal es conocido y determinado durante todo el tiempo. Por otra 
I»i6i ic, una característica de las seflales aleatórias es que no se puede predecir su com- 
pmiamiento de antemano. En este sentido y en forma particular, desde el punto de 
vlsiii dcl extremo receptor, todas las seflales de comunicación plenas de significado 
*m>ii aleatórias; porque si la seflal fuera conocida de antemano no habría caso de 
(fUnsmitirla. Dicho de otra manera, una seflal conocida no conduce información; 

es una observación clave de la teoria de la información y será abordada nueva- 
Mtrnie en cl capítulo 9. Sin embargo, en éste se recalcará, en primer término, lo relati¬ 
vo n seflales aleatórias no deseadas o ruído . Como el ruido siempre existe en todo 
*h!ema de comunicación, debe considerársele en toda descripción realista dei fun- 
* lonnmicnto dei sistema. 

Nuestro propósito es desarrollar los modelos o representaciones matemáticos 
de seflales aleatórias para uso subsecuente. Y como tales seflales no se pueden expre- 
*hh como funciones explícitas dei tiempo, se requiere de técnicas analíticas adiciona- 
Irs 1 ii particular, cuando una seflal aleatória se examina sobre un largo periodo, 
purtle lener cicrtas regularidades que quedan descritas mejor en términos dc proba¬ 
bilidades y promedios estadísticos. Asi, a falta dc una descrioción cxacta. hablure- 
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mos de valores promedio y de la probabilidad de que una sefial aleatória esté en un 
intervalo dado en un tiempo determinado. 

Este capitulo empieza, por lo tanto, con los conceptos elementales de la teoria 
de las probabilidades. Se han introducido las variables aleatórias y su descripción 
estadística, recalcando la interpretación de seflal aleatória. Una vez obtenida una 
descripción estadistica se relacionará al dominio de la frecuencia por medio de las 
funciones de autocorrelación y dei teorema de Wiener-Kinchine. Por último, se exa- 
minan con cierto detalle las propiedades dei ruido blanco y dei ruido filtrado. 

Conservando el alcance de las probabilidades y la estadística dentro de los ob¬ 
jetivos dei texto, se enfocarán de manera específica hacia aquellos aspectos que se- 
rán empleados en los capítulos subsecuentes. Además, hemos de confiar más en el 
razonamiento intuitivo que en lá rigurosidad matemática. Quienes deseen profundi- 
zar sobre el tema, encontrarán bastante material en la literatura.! 

3.1 INTRODUCCIÓN A LA PROBABILIDAD 

La teoria de las probabilidades es una aproximación matemática a los fenómenos 
aleatórios. Como aleatorio significa impredecible, el conocimiento acerca de tal fe¬ 
nómeno requiere de una observación experimental de sus manifestaciones. En reali- 
dad, el lenguaje de la teoria de las probabilidades se expresa en base a experimentos 
y sus resultados; ésta es la forma aproximada que escogeremos para definir el con- 
cepto de probabilidades. 

Considérese un experimento cuyo resultado varia de intento en intento y es de 
antemano desconocido; es decir, de un experimento aleatorio . Sea el evento A uno 
de los posibles resultados. Lanzar una moneda es un ejemplo, siendo los posibles re¬ 
sultados caras o cruces. El experimento se repite n veces y registra el número de veces 
que se presenta A, es decir, n A . La relación n A /n es la frecuencia relativa de ocurren- 
cia dei evento A para ese conjunto particular de intentos. Ahora, si el experimento 
tiene regularidad estadística, n A /n se puede acercar a algún valor definido conforme 
n crece; es decir, incrementos mayores de n no ocasionan câmbios significativos en 
n A /n . Suponiendo que un valor limite existe, se define P(A ), la probabilidad dei 
evento A , como la frecuencia relativa en el limite cuando /j — oo, 

P(Â) A lím — (1) 

n->oo n 


Así, la suposición de regularidad estadística nos lleva a nuestra definición de proba¬ 
bilidad. A partir de la definición, es claro que una probabilidad P es un número po¬ 
sitivo limitado por 


0 £ P <; I (2) 


t Por ejemplo. Papoulis (1965), Deckmann (1967), Drake (1967), Tlioinai (I96V) 
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El hecho confirmado en forma experimental de que n A /n se puede aproximar a 
una constante conforme aumenta el número de intentos, se conoce como ley 
empírica de grandes números . Aqui aparece la frase crucial “grandes números”, 
pues sólo en el contexto de un gran número de repeticiones, la probabilidad resulta 
comprensible. Por ejemplo, si se lanza al aire una moneda 10 veces, puede salir cara 
7 veces, n H /n = 0.7. Pero experimentamos la certeza de que conforme n aumente, 
n H /n -* 0.5, si la moneda no está “arreglada”. Esta experiencia se expresa en la 
forma familiar de que “la posibilidad de que salga cara es 50%”. 

En muchos casos de lanzar al aire una moneda, es posible calcular las probabi¬ 
lidades sobre la base de condiciones de simetria, etc., sin ejecutar en realidad el expe¬ 
rimento. O sea, que el experimento se hace en forma mental. Pero si la moneda es 
desviada por una acción irregular o intencional, las probabilidades requerirán, en 
cfecto, una determinación empírica. Aparece un tercer caso cuando se desconoce la 
legalidad de la moneda y necesitamos estimar una probabilidad, digamos de caras, 
sin la ayuda de la experimentación. A falta de mayor información, la única suposi¬ 
ción lógica seria P(H) = Vi, puesto que no hay evidencia de que las caras sean más 
o menos probables que las cruces. (Esta aproximación mental algo simple es útil 
ulgunas veces, y ha recibido el nombre refinado de el principio de la razón insufi¬ 
ciente .) 


LJERCICIO 3.1 Láncese al aire una moneda./Vveces (hasta quedar cansado) y há- 
gase la gráfica n H /n contra n 


Eventos mutuamente exclusivos 

Ahora considérese un experimento con m resultados mutuamente exclusivos , A u 
A 2 , , A m , donde por mutuamente exclusivos se debe entender que la ocurrencia 

de cualquier resultado A s no permite la ocurrencia simultânea de cualquier otro re¬ 
sultado. Surge entonces la pregunta: <,Cuál es la probabilidad entre A x y A 2 en un in¬ 
tento dado? La probabilidad se escribe como P(A 1 + A 2 ). Si n x + n 2 es el número 
dc ocurrencias de A x o A 2 en n intentos, entonces 


P(A 1 + A 2 ) = lím Wl — = P(A ,) + P(A 2 ) 
n-* oo n 

donde P(A X ) = lím ( n x /n ), etc. Por extensión directa a dos o más resultados 

n 


P(A t + Aj + A k +---) = P(A,-) + P(Aj) + P(A k ) + ■ • ■ (3) 

v si sc incluyen todos los resultados posibles 

m 

P(A,+ A 2 + --- + AJ X f, (Aj) I 

J i 


(4) 
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La ecuación (4) refleja simplemente que, en un intento dado, debe ocurrir uno de los 
resultados posibles. Si todos los resultados tienen las mismas probabilidades, se dice 
que son igualmente probables, entonces 

P(Aj)=- (5) 

m 

Se debe recalcar que las ecuaciones (3) a la (5) se aplican sólo a eventos mutuamente 
exclusivos. 

En ocasiones interesará no la ocurrencia de un evento A, sino su no ocurren- 
cia. Por conveniência se designará A c , léase “complemento de A”, como el evento 
no A y similar a los términos correspondientes dei álgebra booleana. Es obvio que A 
y A c son mutuamente exclusivos, y en un intento dado, debe ocurrir uno u otro. 
Aplicando la ecuación (4), P(A) + P(A C ) = 1, o 

P(A C ) = 1-P(A) (6) 


lo cual es verdadero en general. 

Ejemplo 3.1 

Para ilustrar en algo estas ideas, supóngase que se lanzan dos monedas juntas. Hay 
cuatro resultados mutuamente exclusivos e igualmente probables, HH , HT, TH, TT 
(nótese que se considera que TH y HT son resultados diferentes). Puesto que el nú¬ 
mero de resultados igualmente probables es m = 4, la probabilidad de uno cual- 
quiera es Va. Así, P(HH) = Va, yempleando complementos, P(noHH) = 1 — 14 
= Va. Dos de los resultados dan una pareja repetida así P(pareja) = P(HH) + 
P(TT) = Vi. 


Probabilidades conjunta y condicional 

En el ejemplo anterior, se habló de algunos eventos que no fueron idênticos a los re¬ 
sultados básicos dei experimento, es decir, de “pareja” y “no HH”. Esto constituye 
a menudo una práctica útil, pero entrafla un peligro en el sentido de que los eventos 
que se derivan pueden no ser mutuamente exclusivos. Por ejemplo, los hechos deri¬ 
vados “no HH” y “pareja” pueden ocurrir demanera simultânea si el resultado es 
TT. Para tratar con eventos que no sean mutuamente exclusivos, se debe hablar en 
términos de probabilidad conjunta , es decir, la probabilidad de la ocurrencia con¬ 
junta de dos (o más) eventos. 

Considérense los eventos Ay B, que pueden o no ocurrir juntos, y sea su pro¬ 
babilidad conjunta P(AB). Repítase el experimento n veces, donde n es muy gran¬ 
de, y regístrese n AB , el número de veces que A y B ocurren juntos. La probabilidad 
conjunta es así 


"ah 


P(AB) 


n 
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En este proceso A ha ocurrido n A veces, con o sin B, tal que n A incluye n AB y 
n A — n AB . 

Es muy probable que la ocurrencia de B dependa en alguna forma de la 
ocurrencia de A. Para incluir tal información adicional, se define la probabilidad 
condicional P(B/A), la probabilidad de B, en el supuesto que A haya ocurrido. De 
nuevo, aplicando la definición de frecuencia relativa a los n A intentos en los que A 
ocurre, 


P(B\A)= — 

n A 


Hab!" 

njn 


PjAB) 

P(A) 


(la) 


Puesto que n BA es lo mismo que n AB , invirtiendo el argumento se llega a 

P(AB) 


P(A\B) = 


P(B) 


Oh) 


Combinando las ecuaciones (la) y (lb) se tienen dos relaciones para la probabilidad 
conjunta 

P(AB) = P(B | A)P(A) = P(A | B)P(B) (H) 


Cuando se escribe la ecuación (8) en la forma 


P(B\A) 


P(B)P(A\B) 

P(A) 


que se conoce como el teorema de Bayes , el cual juega un papel importante en la 
teoria de la decisión estadística. 


Eventos estadísticamente independientes 

Supóngase que el evento B es independiente de A, tal que la ocurrencia de A no 
influye en la ocurrencia de B, y viceversa. En forma simbólica P(B/A) = P(B) y 
P(A/B) = P(A). Así, empleando la ecuación (8) se dice que dos eventos son 
estadísticamente independientes si 


P(AB) = P(A)P(B) (9) 

Nótese en forma cuidadosa que la independencia estadística es muy diferente de la 
exclusividad mutua. De hecho, si A y B son mutuamente exclusivos, entonces, por 
definición, P(AB) = 0. 

Es una cuestión simple entender o desarrollar la ecuación (9) a más de dos 
eventos. Así, si A, B, C, . . . son todos estadísticamente independientes, la probabi¬ 
lidad de su ocurrencia conjunta es 


P{ABC •) = P(A)P(B)P« ) ■ • (10) 


de la cual el lector debe encontrar la diferencia respcclo de la ecuación (3). 
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Ejemplo 3.2 

Continuando el ejemplo 3.1, desígnese el evento “no HH ” con A y el “pareja” con 
B ; P(A) = Va y P(B) = Vi. El evento conjunto AB es “pareja y no HH ”, el cual 
debe ser TT . Por lo que P{AB) = !4 y 

(^Están estos resultados de acuerdo con los cálculos intuitivos?) El lector debe notar 
también que en este ejemplo P(B/A) < P(B) mientras queP(2?A4 c ) = 1 > P(B). 
Es obvio que A y B no son estadísticamente independientes, puesto que 

P(A)P(B) = %±P(AB) 

Pero las monedas son en sí mismas estadísticamente independientes, si se lanzan en 
una forma propicia, y la ecuación (9) puede ser aplicada a los cálculos dei ejemplo 
3.1. 

EJERCICIO 3.2 Una moneda es lanzada al aire tres veces. Calcule las siguientes 
probabilidades: P(HTH), P(2 caras y una cruz), P(más caras que cruces | por lo 
menos una cruz). Respuesta : ('Ay, 3 X (Vi) 3 , 4 x (Vi) 3 , 3 x (Vi) 3 /7 X (Vi) 3 . 

3.2 YARIABLES ALEATÓRIAS Y FUNCIONES DE PROBABILIDAD 

Los diversos juegos de probabilidad-suerte a cara o cruz, juego de naipes, etc., son 
temas naturales y fascinantes para el cálculo de probabilidades. Pero en el estúdio de 
las comunicaciones, atafie lo referente a experimentos o procesos aleatórios en que 
se tienen resultados numéricos , por ejemplo, el valor de un voltaje de ruido en algún 
instante en el tiempo o el número de errores en un mensaje digital de datos. La 
descripción y análisis de tales fenómenos aleatórios numéricamente valuados , se fa- 
cilitan en gran parte tratándolos como variables aleatórias y funciones de proba- 
bilidad. 

Considérese un proceso o experimento aleatorio donde el resultado de cual- 
quier observación se expresa como una cantidad numérica sencilla. La totalidad de 
todos los resultados posibles constituye un conjunto de números reales x l9 x 2 , . . . , 
x j9 . . . , y los Xj pueden ser considerados como puntos sobre el eje real — oo < x < 
+ oo . Los resultados posibles de este proceso son así limitados a un espacio unidi¬ 
mensional (es decir, una línea) conocido como el espacio muestral . Los diferentes 
puntos en el espacio muestral representan eventos mutuamente exclusivos, puesto 
que Xi ^ Xj . 

Se asigna entonces al proceso una variable que representa el resultado de una 
observación dada y se le conoce como variable aleatória o variada . La variable alea¬ 
tória X puede, por lo tanto, asumir cualquiera de los valores posibles dei proceso 
con el cual está asociada. En otras palabras, X es el símbolo general para valores ob¬ 
servados, mientras que x, representa los valores posibles. 
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En este sentido, el concepto de variable aleatória conduce a una útil notaciôn 
taquigráfica, pues si el proceso tiene regularidad estadística, se le puede describir por 
medio às funciones de probabilidad definidas de manera suscinta en términos de X . 
Para ilustración, la probabilidad de que un valor observado sea mayor que x k pero 
menor o igual que x, se escribe P(x k < X < x,), la cual es una función de x k y de x, 
—pero no X . Es curioso, pero las funciones de probabilidad que se definen emplean- 
do la aproximación de varible aleatória no son funciones de la variable aleatória. 

Dependiendo de la naturaleza dei proceso, una variable aleatória puede asumir 
valores discretos o continuos. Si en cualquier intervalo finito dei eje real, X puede 
asumir sólo un número finito de valores distintos, se conoce a la variable como alea¬ 
tória discreta . (Esta definición no excluye el caso de un número infinito de valores 
discretos, pero en un intervalo finito el número debe ser finito.) Por otra parte, si X 
puede tomar cualquier valor en un intervalo dado dei eje real, se dice que es una va¬ 
riable aleatória continua . Un proceso aleatorio a menudo se clasifica de acuerdo con 
cl tipo de variada asociada a éste. Se estudiarân por separado ambos tipos, recalcan¬ 
do la continua, después de un breve análisis de funciones de distribución de probabi¬ 
lidad. 

Funciones de distribución 

La función de distribución acumulativa (CDF) de un proceso aleatorio se define 
como 

F(x)^P(X<x) (1) 

F(x) es simplemente la probabilidad de que un valor observado será menor o igual 
que la cantidad x y se aplica tanto a procesos continuos como discretos. Puesto que 
cs una probabilidad, la función de distribución acumulativa está limitada por 

0 < F(x) < 1 (2) 

Se obtienen otras propiedades de F(x) de la siguiente consideración. 

Para x x < x 2 , los eventos X < x x y x x < X < x 2 , son mutuamente exclusivos, y 
cl evento X < x 2 es la combinación de los dos, es decir, X < x 2 implica que X <> x x o 
Xl < X < x 2 . (Nótese la importância de las desigualdades abierta y cerrada en los 
eventos que se especifican.) De la ecuación (3), sección 3.1, se tiene 

P(X < x 2 ) = P(X < x x ) + P(x x < X <x 2 ) 
o 

P( Xí < X < x 2 ) = F(x 2 ) - F(x t ) (3) 

Así, si sc conocc la función dc distribución para todos los valores de x, scrân 
completamente conocidas las diferentes probabilidades asociadas con la variable 
aleatória. 

Puesto que las probabilidades son no negativas y la ecuación (3) es una proba- 
bilidad para cualquier x, < x lt se concluye que la función de distribución acumuluti- 
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va es siempre una función no decreciente de x. En forma analítica, dF(x)/dx > 0. 
Combinando esta observación con la ecuación (2) se tieneF(- oo) = 0y F(+ oo) =1. 

En lo que se refiere exclusivamente a probabilidades, la función de distribu- 
ción acumulativa de un proceso aleatorio viene a ser una descripción completa y 
conveniente. Sin embargo, cuando se llega a los promedios estadísticos, F(x) es me¬ 
nos útil que otras funciones de probabilidad que se consideren, ya sea que el proceso 
1 se presente dei tipo discreto o continuo. 

Variables aleatórias discretas. Funciones de la frecuencia 

Una variable aleatória discreta se puede describir por medio de la función de lafre- 

P(Xj) 4 P(X = Xj ) 

cuencia donde Xj es uno de los valores discretos que puede asumir Xy P(X = Xj) es 
su probabilidad. La función de la frecuencia es, por lo tanto, una función de los va¬ 
lores posibles de xy, el nombre procede de la interpretación de la frecuencia relativa 
de la probabilidad. 

Al relacionar la función de la frecuencia con la función de distribución, se no¬ 
ta que las Xj son mutuamente exclusivas, así 

F{x) = X P(xj) (4) 

Xj < X 

Si hay m resultados posibles, enunciados todos, entonces 

m 

I PiXj) = 1 

7=1 

es decir, que debe ocurrir uno de los resultados posibles en una observación dada. 

Una inspección más a fondo de la ecuación (4) revela vários puntos interesan- 
tes con respecto a las funciones de distribución. Sean , y x* dos resultados po¬ 
sibles adyacentes . Entonces 

Hx k ) - = £ P(xj) - £ P(xj) = P(x k ) 

j=í j =i 

lo cual es obvio a partir de la ecuación (3). De aqui se ti ene entonces, que la función 
de distribución acumulativa de una variable aleatória discreta tiene discontinuidades 
enforma de escalón en cada x = x y , siendo la ‘‘altura” dei escalón P(x y ). Entre es¬ 
calones, F(x) es constante. En un punto de discontinuidad el valor de F(x = x y ) se 
toma como el valor a la derecha de x = x y , o sea, el valor mayor. 

Ejemplo 3.3 

Supóngase que se transmite un mensaje de datos formado de cuatro dígitos, sobre 
un sistema cuya probabilidad de error por dígito se conoce y es igual a 0.3. Considé- 
rese a X como el número total de errores observados en el mensaje recibido, de 
modo que los resultados posibles son x y = 0, 1, . . . , 4 errores. La función dc la fre¬ 
cuencia P(x y ) y los valores de F(x) en x = x, se tabulan a continuación. En la 
siguicnlc seceión se proporciona una técnica para oblener estas probabilidades; por 


3.2 VARIABLES ALEATÓRIAS Y FUNCIONES DE PROBABII IDAIl 93 


Xj P{Xj ) F(Xj) 


0 0.2401 0.2401 

1 0.4116 0.6517 

2 0.2646 0.9163 

3 0.0756 0.9919 

4 0.0081 1.0000 


PtXf) 

0.5 4- 


—- 1 -- 1 - 1 -- 4 - 

0 12 3 4 

F(x) 



( 'l momento interesa F(x) como se muestra en la figura 3.1 con P(Xj). La figura de- 
muestra con exactitud las propiedades de las funciones de distribución acumulati- 
vas; tanto las propiedades generales como las características de discontinuidad 
cuando variada es discreta. Se recomienda examinar cuidadosamente la figura. 


I IERCICIO 3.3 Supóngase que se lanzan al aire tres monedas y se designa con X 
d número total de caras que, se obtienen. Calcúlese y constrúyase la gráfica P{Xj) y 
I (x). 


Variables aleatórias continuas. Funciones de densidad 

l'iiia definir un poco el tema que nos ocupa, supóngase que se arrojan monedas cn 
ima línea dibujada en el piso, comoen el popular pasatiempo escolar conocido como 
lim/amicnto de centavos. La distancia entre la moneda y la linea es un número alea- 
ioiio que puede ser de cualquier valor, positivo o negativo, dentro de limites razo- 
nahlcs, y se lc puede asignar al proceso una variable aleatória continua cuyo intervalo 
'.(•íimeramenlc cscncial [ — oo, + oo). 

En cualquier caso, cl intervalo dc la variada está limitado; en cl continuo dcl 
Intervalo existe un número infinito dc vulores posibles, y cs claru la ininosibilidud dc 
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hacer distinción entre valores “adyacentes”. (En contraste, los valores adyacentes 
de una variada discreta son identificables de manera unívoca; ésta es una definición 
asociada con la definición de la función de la frecuencia.) Por lo tanto, la descrip- 
ción de variadas continuas en términos de función de la frecuencia, no es satisfacto- 
ria. En realidad, aun cuando X x sea un resultado posible en un proceso aleatorio 
continuo, P(X = x x ) generalmente es cero, excepto ciertos casos muy especiales. El 
lector que cuestione esta afirmación debe tomar en cuenta la probabilidad de que la 
moneda lanzada caiga exactamente a 1 cm de la línea. 

Aunque P(X = x t ) = 0 para cualquier valor de x ít la moneda debe caer en al- 
guna parte y se puede mencionar a tales eventos como X < x x o x x < X < x 2 si x x < 
x 2 . En pocas palabras, la descripción de la función de distribución acumulativa es 
siempre válida para variadas continuas. Su derivada conduce a una mejor descrip¬ 
ción. De manera específica, se define la función de densidad de probabilidad (PDF) 


p(x) = 


dF(x) 

dx 


(5a) 


Entonces, recordando que F( — oo) = 0. 

F(x) = f p(X) dX = P(X < x) (5b) 

^ — 00 


En palabras: el área bajo la función de densidad de probabilidad de — oo a x es la 
probabilidad de que un valor observado será menor o igual que x. 

A partir de la ecuación (5) y de las propiedades conocidas de F(x), se aprecia 
que las funciones de densidad de probabilidad tienen las siguientes propiedades:t 


p(x) = 


dF(x) 

dx 


>0 


p(x) dx = 1 (6) 

^ — oo 

P(x x < X < x 2 ) = F(x 2 ) - F(xi) = í p(x) dx (7) 

J X L 

A si, p(x) es una función no negativa cuya área de x x a x 2 es simplemente la probabi¬ 
lidad de que x sea observada en este intervalo. Puesto que X debe encontrarse en al- 
gún lugar dentro de [- oo, oo], el área total bajo p(x) es la unidad. 

Como un caso especial de la ecuación (7), sean x x = x — dx y x 2 = X; la in¬ 
tegral se reduce entonces a p(x)dx , así 

p(x) dx = P(x — dx < X < x) (8) 

Esta ecuación proporciona otra interpretación muy útil de p(x) y recalca su natura- 
leza como una densidad de probabilidad. 

1 Nótcse que se debe emplear en la ecuación (5b) una variable fantasma X —puesto que la integral 
cs una función dc x— pero no en las ecuaciones (6) y (7). 
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FIGURA 3.2 

Función de densidad de probabilidad (PDF) y 
función de distribución acumulativa (CDF) 
para una variable aleatória continua. 


FU) 



I jemplo 3.4 

Supóngase que la función de densidad de probabilidad de una variada continua es dc 
la forma p(x) = Ke~M, donde K es una constante no conocida. Para determinar K 
iccurrimos a la propiedad dei área unitaria de la ecuación (6); así, observando que 
p(x) tiene simetria par, 

*00 *00 

p(x)dx = 2 Ke~ x dx = 2K = 1 

* — oo J 0 

Por lo tanto K = Vi y 


p(x) = He - |xl 

l a función de densidad de probabilidad correspondiente es 


F(x) = 


%e x 

1 - Me 


x < 0 
x > 0 


(9í/) 


(m 


i|uc se obtiene empleando la ecuación (5b). La figura 3.2 muestra a p(x) y F(jc). Am¬ 
bas funciones son suaves y continuas, como deben ser cuando la variada es más bien 
continua que discreta. 


Impulsos en funciones de densidad de probabilidad 

Algunas veces una variada continua X tiene una componente discreta en el sentido 
dc que un resultado valuado discreto particular, digamos jc 0 , para el cual P(X = x 0 ) 
/ 0. En este caso P(jc) debe incluir un impulso, a saber, P(x Q )ò(x — x 0 ) y l '(x) pre- 
sentará una discontinuidad de escalón de altura Píjcq) en x - jc 0 . 
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Con el mismo razonamiento,, podemos construir una función de densidad de 
probabilidad de la función de la frecuencia P(Xj) de una variable aleatória discreta 
sustituyendo las lineas con impulsos, es decir, 

p(x) = £ P(xj)ô(x - xj) (10) 

j 

El lector puede confirmar con facilidad que al aplicar las ecuaciones (5ó) a la (10) se 
llega a una función de densidad de probabilidad en forma de escalón como se en- 
contró en el caso discreto. 

Unas palabras de advertência al relacionar las funciones de densidad de proba¬ 
bilidad con impulsos: se debe tener cuidado especial cuando se emplean desigualda¬ 
des para especificar los eventos (resultados). En la ecuación (10), por ejemplo, P(X 
< x x ) no incluye el impulso en x = x x en tanto que P(X < x x ) sí, pues P(X < x x ) = 
P(X < x x ) + P(x x ). Por otra parte, si P(x) no contiene impulsos —significa que X 
es continua de manera estricta— entonces no existe diferencia entre P(X < x x ) y 
P(X < x x ). 


EJERCICIO 3.4 Sea la variable aleatória Z, definida por 



X<0 

X>0 


donde X tiene la función de densidad de probabilidad dada por la ecuación (9a) en el 
ejemplo 3.4. Demostrar que 

p(z) = y 2 ô(z) + }4e~ z u(z) 

(Sugerencia: Primero bosquéjese F(z) teniendo en cuenta que P(Z < 0) = 0.) 


Transformación de variables aleatórias 

El ejercicio anterior ha tocado ligeramente la transformación de variables aleatórias, 
donde una variable aleatória se define como una función de otra y se desea en¬ 
contrar la función de densidad de probabilidad resultante. Tales transformaciones 
pueden ser relativamente simples o muy difíciles, aunque aqui sólo se considerará 
una clase simple pero importante.t 

Sea la variada continua Z una función singularmente valuada de X —cuya 
función de densidad de probabilidad p x (x) se cpnoce— y cuya función inversa exis¬ 
te, es decir, 

Z= 9 (X) X = g-\Z) 

Puesto que cada valor de Z corresponde a un valor unívoco de X , la probabilidad de 
encontrar a Z en algún intervalo diferencial dz es igual a la probabilidad de que X 
este en el intervalo correspondiente dx . Así 


p z (z)\dz\ = p x (x)\dx\ (11) 


f Para un iratamicnto general, veàse Davenporl y Root (1958, cap. 1) 
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donde se emplean los valores absolutos para asegurar que p z (z) será no negativa. 
Kcsolviendo para p z (z) e insertando x = g~ l (z) se llega entonces a 


Pz(z)=Px(x) 


dx 

dz 


PÀ9 "V)] 


dg \z) 
dz 


( 12 ) 


para ilustración, dada la transformación lineal 


m* (iene x = g~ x (z) = (z - @)/ay 


Z - aX+fi (13 a) 



(13*) 


Itmciones de densidad conjunta y condicional 

Albinos procesos aleatórios se caracterizan por medio de dos o más variables aleato- 
iins, las cuales pueden o no ser independientes, y un proceso con n variables alea- 
i oi ias tiene un espacio muestral «-dimensional. La descripción de la función de 
drnsidad se extiende con rapidez en términos de funciones de densidad conjunta y 
< ondidonal. Por su sencillez, se considera sólo el caso bidimensional. 

Sean X y Y variadas continuas que se pueden observar en forma simultânea. 
Su lunción de densidad conjunta p(x 9 y) se desarrolla conforme a la ecuación (8), a 
sabei, 


p(x,y) dx dy = P(x — dx < X < x, y — dy < Y < y) (14) 

iNólese que una coma en el argumento se interpreta como conjunción “y”.) Por lo 
lauto, la probabilidad de encontrar — X en el intervalo x x < X < x 2 en tanto que al 
mismo liempo < y 1 < Y < y 2 es 

»yi 

P(xj < X < x 2 , y Y < Y < y 2 ) = J J p(x,y) dx dy 

In mal cs el equivalente bidimensional de la ecuación (7). 

Si las dos variadas son estadísticamente independientes , entonces se puede de- 
mostrar que 


p(x,y) = p x (x)p y (y) (15) 

Si no son independientes, necesitan expresarse las funciones de densidad condicional 
ni la lorma 


P(x,y) = p x (x)p(y\x) =p y (y)p(x\y) (U>) 

Por último, dada una función de densidad conjunta, la función de densidad dc 
piobabilidad para X sola se obtiene por el procedimiento siguiente. Si sólo interesa 
\. cl valor dc Y no importa, pues P(X <, x) es equivalente slP(X ^ x t - oo < Y ^ 
i oo). Así 
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p(x,y) dy (17) 

EJERCICIO 3.5 Demuêstrese la ecuación (15) empezando con la ecuación (14) y 
aplicando la (8) de esta sección y la ecuación (9) de la sección 3.1. 

3.3 PROMEDIOS ESTADÍSTICOS 

Para muchos objetivos nuestros, la representación de la función de probabilidad 
de una variable aleatória, proporciona mayor información de la que realmente es 
necesaria. De hecho, se puede probar que tal descripción completa es harto em- 
barazosa, ocasionando más confusión que claridad. Asi, a menudo se verá que 
es más sencillo y conveniente describir una variable aleatória por medio de unos po¬ 
ços números característicos que sintetizan, en forma breve, a la función de probabi¬ 
lidad. Estos números son los promedios estadísticos diferentes o valores médios. 


Px(x) = | 


Medias y momentos 

El promedio estadístico o valor medio x de una variable aleatória X es el promedio 
numérico de los valores que X puede adoptar ponderados por sus probabilidades. 
En forma esencial x es el promedio aritmético convencional de las observaciones, en 
el sentido de que para un número muy grande de intentos N , la suma de los valores 
observados se espera que sea aproximadamente N x . (De nuevo, la condición de gran¬ 
des números resulta crucial.) Por esta razón, los valores médios se llaman tambièn 
valores esperados o expectativas y se denotan como x = E[x]. 

Considérese un proceso aleatorio discreto en el cual se han hecho n observa¬ 
ciones. Si X = x x es observado veces, etc., la suma de los valores observados es 
precisamente 


n 1 x 1 + n 2 x 2 + ■ • ■ + n m x m = £ rijXj 

j 

Dividiendo entre el número de intentos n — oo se llega a 

X = lím £ Xj — = £ XjP(Xj) (1) 

ao j rt j 

la cual se tomará como la definición de x para variadas discretas. Aplicando un ra- 
zonamiento similar a variadas continuas, la suma se acerca a la integración de todos 
los valores de x ; así 

xp(x) dx (2) 

es la media de una variable aleatória continua . En lo sucesivo todos los valores 
estadísticos se escribirán en términos de funciones de densidad, reconociendo que las 
variadas discretas quedan incluídas al escribir p(x) = LP(xj)ò(x - x ,). 
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Si X es una variable aleatória y g() es cualquier función analítica, entonccs 
«(A') es una variable aleatória cuyo valor medio está dado en forma directa por 


E[0(x)] = 



g(x)p(x) dx 


(3) 


Donde g(X) = X n , su valor medio x" se designa como el momento n- túmo de X. El 
primer momento es, por supuesto, precisamente el valor medio x. El segundo mo¬ 
mento x 2 es conocido comúnmente como el valor cuadrático medio. Obsérvese la di- 
lr renda entre el valor cuadrático medio y el valor medio cuadrado. El orden de las 
operaciones —promedio y cuadrado— no es intercambiable, por lo que x 2 ± x 2 . 

Los promedios en tiempo y estadísticos tienen ciertas similitudes; en particu- 
Iiir, ambos constituyen operaciones lineales. Así, si a y j3 son constantes, entonces 

E[ax + P] = ax + P (4) 


( omo se demuestra con facilidad empleando la ecuación (3) con g(x) = ax + 0. 
Aimque este resultado parece más trivial, conduce a la relación no tan obvia 

E[xx] = x 2 


donde x es una constante. 


Viiriancia, desviación estándar y desigualdad de Chebyshev 

Una forma ligeramente modificada dei segundo momento recibe el nombre de 
variancia , definida como 

o 2 £ E[(x - x) 2 ] v 5fl) 

donde se debe advertir con cuidado el orden de las operaciones. La raiz cuadrada de 
In variancia, designada como desviación estándar, es una medida de la anchura 
de los valores observados. Antes de demostrar esta afirmación, obténgase una expre- 
nón más conveniente para a 2 recurriendo a la linealidad dei promedio estadístico: 

g 2 = E[x 2 - 2xx + x 2 ] = x 2 — 2x 2 + x 2 

O 

<r x 2 = 7 - X 2 (5h) 

l*oi lo que la variancia es simplemente el valor cuadrado medio menos el valor me¬ 
dio al cuadrado. 

Para la interpretación de la variancia y de la desviación estándar, se empleará 
In desigualdad de Chebyshev t 

P( | X — x | > kg x ) < —j k > 0 (6(/) 

A' 


t Sc pronuncia lnmbitn Tchebycheíl 
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Así, por ejemplo, 


00 

E[x + y] = ff (x + y)p(x,y ) dx dy 

— oo 


-od: 


P(x,y) dy 


*°o r *oo 

+ y p(x,y ) 

" — nri * — m 


dx 


dx 


— oo L oo 


dy 


Por lo que. 


Px(x) Py(y) 

_ * oo 

x + y = xp x (x) dx + yp/y) dy = x + y (8) 

J — rr, « — ^ 


un resultado más simple y satisfactorio. Generalizando, se puede decir que la media 
de una suma es la suma de los valores médios , sin importar la dependencia 
estadística. 

Se aplica una conclusión paralela al producto de dos o más variadas, adverti¬ 
dos de que son estadísticamente independientes. Así, si X y Y son variables aleató¬ 
rias independientes, entonces 


= xy (9) 

Generalizando esta regia, si X y Y son independientes, entonces 

v)J = EbiW]EfeW] (10) 


donde g x y g 2 son funciones de x y y, respectivamente. 

Ahora considérese Z = X + Y , donde X y Y son independientes. Claro que z 
= x + y, pero <,cuál es la variancia a z 2 ? Para contestar esto, primero calcúlese z 2 por 
medio de 


z 2 = E[x 2 + 2 xy + y 2 ] = x 2 + 2xy + y 2 

donde con el empleo de las ecuaciones (4), (8) y (9) se ha simplificado en mucho este 
paso. Por último, puesto que o 2 = ~z 2 — z 2 y z 2 = (3c + y) 2 , se tiene 

a z 2 = (7 2 - x 2 ) + (p - y 2 ) = ffjc 2 + < 7 / (11) 

En general, la variancia de una suma es la suma de las variancias, sin olvidar que los 
componentes son independientes. 


EJERCICIO 3.7 Demuéstrese la ecuación (10) por medio de la inserción de la 
ecuación (15), sección 3.2, en la ecuación (7). 


3.4 MODELOS ÚTILES DE PROBABILIDAD 

Hay bastantes modelos de probabilidad, tanto discretos como contínuos, algunos de 
los cuales se dan a continuación. Por fortuna, los pocos que se analizarán cubren 
muchos de los casos que se verân más adelante. 
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Distribución binomial 

Considérese un experimento con dos resultados posibles A y B = A c , el lanzar al 
aire una moneda sencilla, por ejemplo. Sean las probabilidades P(A) = e y P(B) = 

I - 6. Si el experimento se repite m veces y se totaliza el número de veces que A se 
repite, se habrá generado un proceso aleatorio discreto numéricamente valuado. 
Asignando la variable aleatória N como el número de ocurrencias dcA, entonces N 
puede tomar los m + 1 valores discretos 0, 1, . . . , m. 

La función de la frecuencia correspondiente P(N = n) se conoce como la 
distribución binomial que se escribe 

= (d 

donde 

/m\ 4 - ml - (2) 

\nj n ! (m — n )! 

cxpresión que se conoce como coeficiente binomial , puesto que es igual al (n + 

I )ésimo coeficiente en la expansión de (x + y ) m . Se ve fácilmente que 

U.)-(:) v (7)-» 

Aparecen algunos problemas cuando n = 0, pero esto se resuelve por medio de la 
dcfinición 0! 41 de tal suerte que 

© - G) - 1 

< )i ros valores se dan en tablas o se pueden encontrar por medio dei triângulo de Pas¬ 
cal. Se omite aqui la deducción de la ecuación (1) en aras de brevedad. 

Mientras que el lanzamiento de monedas no es particularmente interesante 
para nosotros, la ocurrencia de errores en la transmisión digital de datos si lo es en 
I <>i ma definitiva. Y si la probabilidad de error por dígito es la misma que para todos 
los dígitos, digamos e, entonces P m (n) da la probabilidad de n errores en un mensaje 
dc rn dígitos, etc. Asimismo 

Fj® = t p m(n ) 

n = 0 

cs la probabilidad de k o de menos errores en m dígitos. Como ejercicio, el lector 
(|ui/.á desee comprobar los valores de la función de la frecuencia y la función de 
tlisli ibución dados en el ejemplo 3.3, sección 3.2, donde m = 4 / y e = 0.3. 

Volviendo a los promedios estadísticos de N 9 el valor medio y la variancia dc la 
dislribución binomial se encuentran insertando P m (n) en la ecuación (1), sección 3.3, 
ric. Se obtiene, después de algunos desarrollos 

n- nu a 2 = nu( I O «(!"*) M) 
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FIGURA 3.3 

Función de densidad de probabilidad uniforme. 


/d*) 


1 



* - (í 





c 

f x h 


y puesto que o„/n es proporcional a 1 /yfrn, la anchura relativa de los valores pro- 
bables disminuye conforme aumenta m. 

La ecuación (3) es de particular importância para el cálculo rápido dei número 
esperado de errores en un mensaje digital. Por ejemplo, si se envían 10 000 dígitos 
con e = 0.01, entonces n = 100 y a„ 2 = 99; tomando h ± 2a n como el intervalo espe¬ 
rado, habrían unos 80 a 100 errores en un mensaje típico. Incidentalmente, esto no 
constituye una muy buena proporción de errores. 


Distribución uniforme 

Cuando es igualmente probable que una variada continua tome cualquier valor en el 
intervalo [ a , b], se dice que es uniformemente distribuída . La función de densidad 
de probabilidad es 


P(x) = 


f I 

b - a 


lo 


a < x < b 

de otra manera 


(4) 


como se muestra en la figura 3.3. El valor medio, el valor cuadrado medio y la va- 
riancia son 


x = 


-! 


— oo b a 
2 


x b + a 

dx =- 


b — a 

(b - a) 2 

12 


x * b 2 + ab + a 2 

dx = --—-- 


(5) 


El valor medio cae justo donde se le espera, precisamente a la mitad dei intervalo. 
En otras palabras, la variancia depende sólo dei tamaüo dei intervalo, b — a, y no de 
su posición absoluta. 

Dislribución gaussiana 

El modelo de probabilidad más ampliamente conocido es el de distribución gaus¬ 
siana o normal. Esta función se presenta en muchas aplicacioncs dc análisis 
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FIGURA 3.4 

Función de densidad de probabilidad gaussiana. 


p(x) 



estadístico en razón de un interesante fenómeno conocido como el teorema dei limite 
central , que para nuestro objetivo, se puede establecer de la siguiente manera. 

Si X u X 2 , . . . , X M son variables aleatórias independientes y si se considera a 
la variable aleatória Y como su suma, entonces conforme Merece adquiriendo 
valores muy grandes, la distribución de Y se aproxima a una distribución gaus¬ 
siana. El resultado es independiente de las distribuciones de las componentes 
individuales, mientras que la contribución de cada una es pequefta comparada 
con su suma. 

No se intentará la demostración dei teorema, ni será usado en forma explícita en lo 
sucesivo, ya que se debe tener mucho cuidado en su aplicación. (Se ha dicho que el 
icorema del limite central es una herramienta peligrosa en manos de aficionados.) 
No obstante, se puede observar que el ruído eléctrico es a menudo la suma de los 
clcetos de un gran número de electrones moviéndose en forma aleatória y, por lo 
imito, se tendrá una distribución gaussiana. De manera similar, los errores aleato- 
i ios en mediciones experimentales se deben a muchas causas irregulares y fluctuan- 
it‘s; tales errores harán que los valores medidos sean aleatórios con una distribución 

gaussiana respecto dei valor verdadero. 

La función de densidad de probabilidad de una variada de distribución gaus¬ 
siana es la conocida curva en forma de campana 

p ( x ) = —L^ e - (x - m * l2 °' (6) 

■yjln a 

( omo se vio en la figura 3.4, p(x) describe a una variable aleatória continua que 
puede adquirir cualquier valor en [- oo, + oo] pero es más probable encontraria 
I erca de x = m. En efecto, como el lector puede verificarlo, m es el valor medio de 
, Y, como se desprende la notación, la desviación estàndar es o. Tambièn debe no- 
imse la simetria par de p(x) respecto de x = m. Una consecuencia inmediata es 

P(X <m) = P(X > m) = ]/í ( 7 ) 

Supóngase entonces que un voltaje de ruido aleatorio tiene una distribución 
gaussiana y que se desea encontrar la probabilidad de que un valor observado caerâ 
l ucra dei intervalo m ± xo. Para simplificar un poco, la simetria de p(x) implica 
/•( I x m\ > xo) = 2P(X > m + xo). Estableciendo esto como una integral, 

1 r" 

P(X > m I ko) = 7- j •’ 

^/2n a 


(Jt 
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LT ab ! e “ q , ue la probabilidad.de encontrar a * fuera de las desviaciones es- 

v _ , t medl ° CS men ° r QUe 1/x2 ’ sin im P ortar /’(^)- Por ejemplo, con 

p ’ . °' 25 ’ c ° n . x ~ w ’ p < 0.01. La desigualdad de Chebyshev también se 

escribe en términos dei evento | - x | < xa „ el cual es el complemento dei caso an- 

tenor , asi 

P(]X-x\ <ko x )> 1 --1 ( 6 b) 

Asi se puede especificar un intervalo, digamos * ± 2o, dentro dei cual se esperan 
valores observados con gran probabilidad, P < 0.75. Más aún, una desviación es- 
tándar grande implica una anchura grande de valores probables para alguna obser- 
vacion dada y vceversa. Cuando aplicamos =s,o a sedales eléclLs aleatonas se 
logra ““a mejor mterpretadón tísica de a. La demostración de la ecuadón (6) se pue- 
de encontrar en cualquier texto sobre probabilidad y estadistica. 


Ejemplo 3.5 

A modo de ílustración, se aplican las ecuaciones anteriores al ejemplo 3.4, sección 
3.2, donde p(x) = Ae \ Puesto que p{x) tiene simetria par 

f 00 

x = xp{x) dx = 0 

^ — oo 

—r f 00 -oo 

X = J_ ao x PW^ = 2j x 2 y e ~ x dx = 2 

y por lo tanto 

ff * 2 = 2 - 0 = 2 o x = ^2 

La probabilidad de que un valor observado caerá dentro de ± 2o, dei valor medio * 


/-2V2 »2V2 

P( IXI < 2 v /2) = j p(x) dx = 2 f y 2 e~ x dx = 0.94 
-2V2 ‘'O 


comparado con P > 0.75 de la desigualdad de Chebyshev. 


//// 


EJERCIC 10 3.6 SeaZ - 3^ + 5 donde X es como en el ejemplo 3.5. Sin integrar, 
emuestrese que z - 5 y z 2 = 43. Después encuéntrese p,(z) empleando la ecuadón 
(tJoj, sección 3.2, y compruébense estos valores por integración. 


Variables aleatórias múltiples 

En el caso de dos o más variables aleatórias, los valores médios se encuentran em- 
géneml° mtegraC1Ón múltiple y las fund ones de densidad conjunta en la forma 

oo 

E [ff(xy)] = JJ g(x,y)p(x,y) dx dy (7) 
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FIGURA 3.5 



pero, por desgracia, no se puede resolver en la forma cerrada y requiere evaluación 
numérica. Por consiguiente, se introduce la función 

q {k) A-L- e - k2l2 dX ( 8 ) 

Jln 

In cual se ha tabulado en forma amplia. fHaciendo X = (x - m)/a, se ve que 

P(X > m + ko) = P(X < m — ko) = Q(k) ( 9 a) 

y 

P(\X-m\ >ko) = 2Q{k) ( 9 h) 

A partir de la ecuación (9a), Q(x) se puede enunciar como el área bajo la cola 
iiuussiana. 

Cuando x » 1, la probabilidad anterior es muy pequefia, tan pequefia como 
Imia hacer que muchas tablas de Q(x) sean inútiles para el cálculo. En este caso, 
luiy una aproximación analítica que se obtiene de la ecuación (8) integrando por 
pui los, a saber, 


Q( K ) x -^e~ K212 k» 1 (10) 

sj2n k 

I a l inura 3.5 es una gráfica de Q(x) donde se muestra el valor exacto y la aproxima- 
i iúii. Sc ve que lo último es bastante exacto para x > 3. Ahora considérese la proba- 
liilulacl P(m < X < m 4- xo). De nuevo resultan útiles la simetria y la 
luiri prelación de área de la función de densidad, pues se puede dividir p{x) en 


f La lublu I) mucslra una gràticn dclallada dc Q(k) asi como su rclaciôn con otras luncioncs deli 
nida.s por vários uulores 
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w 


/>«> 



tres áreas, como se muestra en la figura 3.6. La probabilidad en cuestión es el área 
entre m y m + xo, recordando que el área total es la unidad, 


P(m < X < m + Ko ) = 1 — }/í — Q(k) 


así, 


P(m < X < m + ko ) = P(m — ko < X < m) = — Q(k) (1 la) 

y 

P(\X-m\ <ko)=\-2Q{k) (116) 

Lo último también proviene en forma directa de la ecuación (96). 

Por último, empleando la tabla 3.1, se comparan algunos valores exactos de 
P( X — m < xo) con la desigualdad de Chebyshev, P( X — x < xo) > 1 — l/x 2 . 
De manera obvia, el limite inferior 1 — l/x 2 es conservativo. Más aún, el intervalo 
esperado de los valores observados es algo menor que m ± 2o; un intervalo más rea¬ 
lista y empleado con frecuencia es m ± o, para el cual la probabilidad es 0.68. 


EJERCICIO 3.8 Si A'es gaussiana con* = 5 y x 2 = 89, demuéstrese que P(9 < X 
< 25) = (2(0-5) - Q(2.5) = 0.30. ( Sugerencia : Constrúyase la gráfica de función 
de densidad de probabilidad y seflálense los limites dei área en cuestión en términos de 
m + xo.) 


Tabla 3.1 


1-2Q00 1-4 

K 


0.5 

0.38 


1.0 

0.68 

0.00 

1.5 

0.87 

0 56 

2.0 

0.95 

0.75 

2.5 

0 99 

0 84 
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Distribución gaussiana bivariada 

Dos variables aleatórias X x y X 2 son conjuntamente gaussianas si su función de den¬ 
sidad conjunta es 


p(x u x 2 ) 


1 

2nyJ C 12 


exp {~[<7 2 2 (x 1 - mj) 2 + (t 1 2 (x 2 - m 2 ) 2 
~ 2 <j í 2 (x 1 - m í )(x 2 - m 2 )]/2C l2 } 


donde m x = x u c 2 = x 2 — m l 2 , etc., y 


(12 


cr 12 ^ E[{x y — m 1 )(x 2 — m 2 )] = x t x 2 — m 1 m 2 (13« 

Cl2 - ^1 2 ^2 2 - ^12 2 (I3A; 

líl parâmetro a 12 se conoce como la covariancia; un parâmetro relacionado es el 
coeficiente de correlación 


Nòtese que C 12 = — p^f). 

Aunque la ecuación (12) parece ser una expresión más que formidable, simple- 
nicnte representa una superfície en forma de campana sobre el plano x x x 2 cuyo 
máximo se encuentra en x x = m u x 2 = m 2 . Esta observación, con algunos cálculos 
de rutina, revela que todas las funciones de densidad individuales y condicional cs 
son también gaussianas. Así 


«ao 

Px ,( x i) = p(x l ,x 2 ) dx 2 

^ 



e -(x l -m 1 ) 2 /2ff í 2 


p(x x \x 2 ) = 


Px 2 (x 2 ) 


___ -mi)-p 12 ((T l /<T2)(^2-m2)] 2 /2(t -P12 2 )<T\ 2 

1 - p 12 2 )ffi 


(I4íi ) 


(146) 


c inlcrcambiando los índices se tiene p x fx 2 ), etc. Si las variables son estadísticamente 
mdependientes , entonces o 12 = 0 y la ecuación (12) se reduce a 


p(x u x 2 )=p Xi (x t )p Xi (x 2 ) 


t omo se esperaba. Esto procede también de que p l2 = 0 y p(x x \x 2 ) = p x (x x ). De 
i minera incidental, las variadas gaussianas no correlacionadas son también indepen- 
(tientes , pero esto no es necesariamenlc válido para otros modelos de probabilidad; 
en el problema 3.28 se ve un ejemplo. 
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Ahora considérese una nueva variable aleatória Z constituída por combina- 
ciones lineales de X x y X 2 , es decir, 


Z — ~\~ 0C 2 


donde y a 2 son constantes. Se puede demostrar que 


Pz(z) = 


1 


y/2na x 


-(z —m z ) 2 /2ff z 2 


(15) 


con 


= oí! 4- oc 2 

Otj O") 4" ^2 2oqOC 2 Pj2 ^1^2 

Por lo tanto, wwa combinación lineal de variadas gaussianas conjuntas es también 
una variada gaussiana . De nuevo ésta es una característica unívoca de las variables 
aleatórias gaussianas. 

El análisis anterior se puede extender a más de dos variadas gaussianas. No 
obstante, la notación se vuelve intratable, a menos que se empleen símbolos ma- 
triciales. 

3.5 SENALES ALEATÓRIAS 

Bajo este punto de vista, se ha hablado acerca de las variables aleatórias y sus pro- 
medios estadísticos, en términos muy generales. Ahora se concentrará la atención en 
las seüales aleatórias , es decir, las manifestaciones de procesos eléctricos aleatórios 
que ocurren en el tiempo , designados también como procesos estocásticos . Así, si 
v(/) es una sefial aleatória, la variable aleatória V puede representar los valores 
de v(t) en los tiempos de observación. 

Bajo ciertas condiciones, se denomina ergodicidad , a una relación compren- 
sible de manera intuitiva, entre los promedios estadísticos y los promedios de tiempo 
que serán obtenidos. Esto a su vez conduce a la descripción espectral de las seíiales 
aleatórias por medio de funciones de autocorrelación y dei teorema de Wiener- 
Kinchine. 

Se da prinçipio considerando los procesos, ergódicos y las implicaciones de la 
ergodicidad. 


Procesos ergódicos. Promedios de ensamble 

Sea v(t) la forma de onda de voltaje producida por algún generador de ruido, de tal 
manera que v(/) es una seftal aleatória de potência promedio finita. Si se examina la 
forma de onda durante un periodo largo, se pueden medir o calcular sus diferentes 
promedios de tiempo , a partir de las definiciones dei capítulo 2. Además, el signifi¬ 
cado de estos promedios es aparente: O(0> es la componente de CD dcl ruido 
<' ,2 (')> cs su polcncia promedio, y así succsivamente. 
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I IGURA 3.7 

1'romedios de tiempo y promedios de ensamble. 


En forma alterna, supóngase que se pudiera disponer de un gran número dc 
generadores idênticos, lo que se conoce como un ensamble . Los miembros dei en¬ 
samble son idênticos en el sentido de que tienen la misma descripción estadística; sin 
importar que sus senales individuales —conocidas como funciones muestra— scan 
diferentes. Una sehal en particular, designada ahora v,(Y) para claridad, es una dc la 
mfinidad de funciones muestra que un determinado generador de ruido puede pro- 
dncir. La familia completa de funciones muestra se simbolizará con v(/). 

La figura 3.7 ilustra esta noción e indica que se incluyen dos clases diferentes 
de promedios: se pueden efectuar mediciones sucesivas en una función muestra v,( /) 
para encontrar sus promedios de tiempo <^(0X etc.; o se pueden examinar todas 
las funciones muestra durante un tiempo particular, digamos t u y encontrar los pro¬ 
medios de ensambleE[v{t x )\, etc. De manera obvia, los promedios de ensamble son 
los mismos que los promedios estadísticos en t — t v Pero, icómo se relacionan 
con los promedios de tiempo de una función muestra? 

En general, los promedios de ensamble pueden diferir de tales promedios dc 
iicmpo. Seguramente serían diferentes si las propiedades estadísticas de los genera- 
dores estuvieran cambiando con el tiempo, ya que la variación en el tiempo scría 
promediada en el tiempo pero no en el ensamble. Más aún, los promedios de en¬ 
samble a diferentes tiempos, también serían diferentes. 

Sin embargo, muchas de las seüales aleatórias en los sistemas de comunicación 
piovienen de procesos ergódicos , significando esto que los promedios de tiempo v de 
ensamble son idênticos , o sea, ^[ v(^)] = <r(/)>, etc. Un proceso ergódico cs iam 
hiên estacionário , puesto que los promedios de ensamble son independientes dcl 
liempo de observación. 












110 SENALES ALEATÓRIAS Y RUIDO 


En lo que resta dei texto, se tratará casi en forma exclusiva con sefiales aleató¬ 
rias que son funciones muestra de procesos ergódicos. Por lo que estas sefiales son 
de potência, ya que E[v 2 (t)] no depende de t , y se pueden hacer los siguientes enun¬ 
ciados: 

1 El valor medio V es la componente de CD de la sefíal. 

2 El valor medio al cuadrado v 2 es la potência de la componente de CD, es 
decir, la potência de CD. 

3 El valor cuadrado medio v 2 es la potência promedio total. 

4 La variancia ov 2 = v 2 — v 2 es la potência en la componente variando con el 
tiempo, es decir, la potência de CA. 

5 La desviación estándar o v es la raiz cuadrática media de la componente va¬ 
riando con el tiempo, es decir, el valor rms. 

Aunque las relaciones anteriores propician que el ingeniero electricista se sienta en 
su elemento en el mundo de la estadistica, se debe recalcar que sólo se aplican a casos 
muy especiales de fuentes ergódicas.| 


Correlación 

Se tienen dos razones para considerar la función de autocorrelación de una sefial alea¬ 
tória. Primera, a R v (t) le corresponde proporcionar información útil acerca de 
v(f). Segunda, según, el teorema de Wiener-Kinchine, la descripción dei dominio 
de la frecuencia de una sefial aleatória es su densidad espectral de potência GJJ) = 
&[R v (t)\. Antes de aceptar esto último, véase cómo se puede interpretar R v (t) cuan- 
do v(/) es aleatória. 

Primero se define el producto escalar de dos sefiales aleatórias ergódicas como 

<K0M0> - E[r(í)w*(/)] (1) 

por consiguiente, la norma al cuadrado es ||t;|| 2 = E[ |v(f)l 2 ]. De manera similar 

R vw {x) â E [v(t)w*(t - t)] (2) 

lo cual es semejante a la definición de correlación cruzada de la sección 2.6. Pero ergo- 
dicidad significa que son intercambiables los promedios de tiempo y de ensamble. 
Por lo que, considerando real a v(t) 9 su autocorrelación es 

R v (r) = E[i?OOu(í - x)] = (v(t)v(t - t)> (3) 

en la cual la segunda expresión es un promedio de tiempo y no un producto escalar. 
En lo sucesivo, se tratará pricipalmente con sefiales aleatórias que sean reales y ergó¬ 
dicas, de manera que una u otra de las expresiones de la ecuación (3) dé la función de 
autocorrelación. Se debe notar con cuidado que R v (t) es una función determinística 
aun cuando v(0 es aleatória. 


t Véa.sc Lathi (1968, cap. 3) para un anàlisis dei caso no ergódico 
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Es obvio que todas las propiedades matemáticas adjudicadas a R v (t) tambión 
se aplican a la autocorrelación de senales aleatórias. En particular 

R v (-t) = R v (t) (4a) 

R'( 0) = = <j [ 2 + í 2 > \RM\ (4 h) 

de tal manera que R v (t) es una función par con un máximo en r = 0. Además, es 
verdad que 

lim R v ( | t |) = v 2 (5) 

Z~> 00 

advertidos de que el proceso es no periódico. (Si el proceso es periódico, su auto¬ 
correlación es también periódica con el mismo periodo.) 

En un sentido, la autocorrelación es una medida tanto de la variación en el 
tiempo como de la dependencia estadistica. Supóngase, por ejemplo, que se considc- 
ia un valor de r muy pequeflo comparado con los intervalos de tiempo en los cualcs 
v(t) tiene câmbios significativos; entonces v(t — r)« v(f), y R v (t)~ v 2 (t) = a 2 + 
v 1 . Conforme | r[ crece, R v ( r) generalmente decrecerá al principio (no puede aumen¬ 
tar), yel intervalo der alrededor der = 0 para el cual R v {t) — v^a 2 , esunamedi- 
da de la variación en el tiempo de v(t ). Lo pequeno de este intervalo, ocasiona las 
variaciones más rápidas. Por otra parte, si |r| es muy grande, se podría encontrar 
que v(f) y v(t — t) tienen tan poco en común y son estadísticamente independien- 
tes\ entonces R v (t) = v(t)v(t — r) = v 2 . Cuando |/C(r)| — v 2 = 0, v(t — r) y 
v( t) y son no correlacionadas , pero no es necesario que sean estadísticamente indc- 
pcndientes —a menos que el proceso sea gaussiano. 


L.IERCICIO 3.9 Demuéstrese que, para cualesquier t x y t 2 constantes, 

E[y(r - tjvit - t 2 )] = R v (t i - t 2 ) (()) 

donde v(í) es real y ergódica. ( Sugerencia: Sustitúyase el promedio de ensamble por 
mi promedio sobre todo el tiempo; nótese que t es una variable fantasma.) 


Densidad espectral de potência 

Volvicndo al dominio de la frecuencia, la única descripción razonable de una scftal 
ulcatoria es su densidad espectral de potência G V (J). Esto es así porque el único co- 
nocimiento prévio que se tiene sobre una sefial aleatória es su función de probabili- 
dad y sus promedios de ensamble, estando esto último relacionado en forma directa 
t im la potência promedio si la fuente es ergódica. 

Recurriendo al teorema de Wiener-Kinchine, la densidad espectralde potência 
de la sefial aleatória v(0 es 

GJJ) - =■ f K[K0i>(í T)k r 


(7) 
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En vista de las propiedades de R v (t) se tiene inmediatamente a partir de la ecuación 
(7) que 

GÂ-f) = Gjif) (8a) 

r°° — 

f G„(f)df=R K ( 0) = v 2 (8 b) 

J — OO 

de tal manera que G y (J) es real y par y su área total es igual a v 2 

Generalmente, GJJ) es una función de la frecuencia suave y continua. Sin 
embargo, si T ^ 0, la densidad espectral tiene un impulso en / = 0 cuyo peso es 
igual a la potência de CD v 2 . Para demostrar esto, hágase w( t) = v( t) — v tal que 
w = 0. Entonces, puesto que v(t) = w(t) + v. 


Rv( T ) = E[w(t)w(t — t) + w(t)v + vw(t — t) + v 2 ] 

= -K w (t) + 2wv + v 2 = RJr) + v 2 (9a) 

y la transformación de Fourier conduce a 

GJf) = GJf) + v 2 ô(f) (9b) 


El ejemplo siguiente, escogido para mantener la confianza dei lector en el teorema 
de Wiener-Kinchine para sefiales aleatórias, también conduce a una densidad es¬ 
pectral de potência impulsiva. 


Ejemplo 3.6 Sinusoide en fase en forma aleatória 

Considérese el proceso aleatorio 

v(t) = A cos (a> 0 1 + 0) 


donde A y co„ — 2ir/ 0 son constantes, mientras que 0 es una variable aleatória sobre 
el ensamble con una función de densidad de probabilidad uniforme 

p(6) = -í- -n <0 <n 
2 n 

Empleando identidades trigonométricas para desarrollar v(t)v(t - r), la función 
de autocorrelación es 


L 2 


A 2 1 

7?r(T) = E — cos ftj 0 T + — cos (2co 0 1 - co 0 1 + 20) 


A 2 A 2 

= y E[cos (o 0 t] + - E[cos (2a > 0 1 - oj 0 t +1©)] 


Pero Efcos oj 0 t] - cos w 0 r puesto que esta magnitud no es aleatória, en tanto que 

-to 

E[cos (2w 0 1 -w 0 t + 20)] = cos (2w 0 1 - oj 0 r + 2 0)p(0) di) 

* — on 
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FIGURA 3.8 

Densidad espectral de potência de una sinusoide 
con fase aleatória. 
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l*or lo tanto 


1 

2tt 



cos (2a > 0 1 — cüq t + 20) dO — 0 


A 2 

R v {x) = — cos a> 0 % (10a) 

la cual es idêntica a la autocorrelación de una sinusoide determinística —véase el 
ejemplo 2.15, sección 2.6. 

La transformación de Fourier da entonces una densidad espectral de potência 
Impulsiva 

G„(/) = y <5(/-/o) + y <5(/+/ 0 ) (106) 

como se indica en la figura 3.8. Se ve que esta sefial aleatória tiene cantidades 
específicas de potência promedio concentradas en/ = ± / 0 y no habrá densidad es¬ 
pectral en ninguna otra parte, de acuerdo con el razonamiento inicial. Además, 

I" uo G v {f)df - A 2 /2 lo cual es claro que es igual a v 7 , y el hecho de que no hay 
Impulso en / = 0 concuerda con v~ = 0. 

1'jemplo 3.7 Onda binaria aleatória 

LI ejemplo anterior es bastante engafioso debido a su sencillez. Muy a menudo deter¬ 
minar una función de autocorrelación es un problema analítico tenaz —como lo de¬ 
mos! rará el ejemplo. 

La figura 3.9 es una función muestra de la onda binaria aleatória v(0- Duran¬ 
te nmlquier intervalo (n — 1) T < t — T d < nT , v(0 adquiere uno u otro de los va- 
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ü 


A 
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FIGURA 3.9 

Función muestra de una onda binaria aleatória. 
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R v (t) 



G v (f) 



( b) 


FIGURA 3.10 

Onda binaria aleatória, a) Autocorrelación; b) densidad espectral de potência. 


lores + A o — A. Estas dos amplitudes tienen igual probabilidad, y la amplitud en 
uno cualquiera de los intervalos es independiente de todos los otros. El término de 
retardo T d es una variable aleatória sobre el ensamble, distribuido de manera unifor¬ 
me sobre [0, T\. 

Para encontrar la autocorrelación, primero considérese \ r\ > T\ así, para 
cualquier función muestra, v(/)y v(/ — r) estãn en intervalos diferentes y, por lo 
tanto, son independientes . Así 

E[v(f)v(t - t)] = v 2 = < v(t )> 2 = 0 


donde el promedio dei tiempo <v(f)> = 0 se obtiene por inspección de v(í). 

Ahora, considérese | r| < Ty hágase t = 0; entonces v(0) y v( — r) están en el 
mismo intervalo sólo si T d - T < - |r|. Así 


emom-t)] = { q 2 


T d <T- |t| 
de otra manera 


La probabilidad de que T d < T - \ t\ es 


de tal manera que 


r r-|r| dt A 

P(T d <T- |T|)=f -í 

J o 1 


T- ITI 
T 


E[i>(0>( - t)] = A 2 P(T d < T - | t |) = ^ 1 - Mj 


Por el mismo razonamiento para cualquier valor de t 


R»Y) = E[v(t)v(t - t)] 



| r | < T 
| t | > T 
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donde A (r/t) es la función triângulo. Por último, se obtiene el conocido par trans- 
lormado 

G v (f) = a2 T senc 2 fT 

I u figura 3.10 muestra la función de autocorrelación y el espectro de potência de la 
onda binaria aleatória. IIII 

NcAales aleatórias moduladas 

( uundo se analizan sistemas de comunicación, se encuentran a menudo procesos 
modulados de la forma v(t) cos w 0 í, donde v(t) es una sefial aleatória. Aun cuando 
v(l) es ergódico, se demuestra con facilidad que el proceso modulado es no ergódi- 
io. Sin embargo, se puede tratar con el ensamble 

z(r) = i’(f) cos (co 0 1 + ©) (lio) 

lo cual será ergódico si 0 es una variada independiente distribuída de manera unifor¬ 
me sobre [ - ir, ir]. Agregando 0 a esta modalidad, simplemente se reconoce la selec- 
i lón arbitraria dei origen dei tiempo cuando v(t) y cos w 0 t provienen de fuentes 
llsicamente independientes, como es siempre el caso. 

Para encontrar R,(t) en términos de se siguen de manera esencial los 

mismos lineamientos que en el ejemplo 3.6 excepto en el sentido de que los prome- 
,11,is de ensamble deben efectuarse tanto con respecto a v(t) como con respecto a 0. 
l'oi lo tanto, desarrollando z(t)z(t — r), 

ft .(r) = [v(t)v(t - t) cos cu 0 T + v(t)v(t - t) cos (2 (O 0 t- ü) 0 T + 20)] 

= i^E[y(/)t;(f — t)]{E[cos cü 0 t] + E[cos (2co 0 1 — a> 0 r + 2©)]} 

= YiR v (t) cos a> 0 r 

vii que E[cos w 0 t] = cos w 0 T en tanto Q ue £ , [cos(2w 0 1 - w 0 t + 20)] = 0, como 
sr dclcrminó con anterioridad. Haciendo r = 0 se llega a R,( 0) = VíR v ( 0), lo cual es 
, onsistente con el hecho de que E[z 2 (t)\ = 1 /2£'[v 2 (í)]- 

Aplicando el teorema de Wiener-Kinchine, G z (f) =^[R v (t)], se tiene 

G z (f ) = H[G v (f-fo) + G V (J +/ 0 )] < N<) 

p,M lo que la modulación ha trasladado a la densidad espectral G y (f) por encima y 
ilrliujo en f 0 unidades; un caso similar al teorema de la modulación de la sección 2.3. 
Nóicse también las similitudes y diferencias entre este caso y el de la sinusoide en fase 
de manera aleatória. 

NrAules aleatórias incoherentes 

I os conceptos de la ortogonalidad y de la incoherencia se definieron en la sección 2.6, 
|imn scIVilcs dcterminísticas. Aqui se dice que dos seflales aleatórias son incoherentes 
<>l son ortogonales para toda t, es decir, 


K wi ,(t) 0 (12) 
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FIGURA 3.11 


G w (f) 



En reladón con la ecuación (1), una condición suficiente para la incoherencia es que 
v(í) y w(r) sean \estadísticamente independientes y una o la otra tengan valor medio 
cero t es dedr, wv = 0. Cuando se aplica la ecuación (12), la seíial z(t) = v(0 + 
w(t) tiene 


y haciendo r = 0, 


* Z (T) = Rfr) + R w ( T) (13 a) 


z 2 = V 2 + w 2 (13 b) 

Más aún, a partir de la linealidad de la transformación de Fourier, 


Gff) = G v (f) + G w (f) (13 c) 

por lo que se tiene superposición de densidad espectral de potência, así como super- 
posición de potência promedio. 

Estos resultados serán valiosos de manera especial cuando se estudie el ruido y 
seftales contaminadas con ruido. 


Representación en serie de Fourier de una senal aleatória 

Las funciones de autocorrelación y de densidad espectral, son representaciones 
deterministicas de una seíial aleatória en el dominio de r y en el de/, respectivamen¬ 
te. Hay también varias representaciones en series dei dominio dei tiempo, siendo la 
más importante la serie de Fourier. Sin embargo, tales representaciones son aproxi¬ 
madas e incluyen coeficientes no determinísticos (es decir, aleatórios). 

Considérese para comenzar, la seíial aleatória w(t) que tiene G w (f) como se 
muestra en la figura 3.11, donde Af < f c . Sü función de autocorrelación es 

* w ( t ) = P-HGJf)] 

= 2G W (/ C )A/sencrA/cos co c t 

puesto que G w (f) consiste de dos funciones rectangulares de la misma altura, G w {f c ) 
~ ^w( /). Ahora, si se concentra la atención a valores de t relativamente pe- 

quefios, o sea \t\ < 1/A/, entonces senc tAj ^1 y 

/? w (t) « [2G w (f c )Af] cos (o c T | t | « i (1 4a) 
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Í bmparando esto con la ecuación (10a) dei ejemplo 3.6, sugiere la aproximación 

w(t) w A cos ( co c t + 0) (14/?) 

donde A y 0 son variables aleatórias. Haciendo t = 0 en la ecuación (14a) se de- 
muestra que w 2 = 2GJJ c )Af, por lo que 

Ã^ = 4GJf c )Af (I4r) 

Supòngase todavia que 0 está distribuida de manera uniforme, puesto que G w (f) no 
pioporciona información de fase. En esta forma, se ha aproximado w(0 a una sinu¬ 
soide a la frecuencia/ con amplitud y fase aleatórias; por lo pequeíio dei valor de 
A!\ se tiene la mejor aproximación. En realidad, si Af — 0, w(t) debe ser una sinu¬ 
soide, pero con amplitud sumamente pequeíia. 

La aproximación anterior se puede extender a una G v (f) arbitraria fraccionán- 
dola en bandas muy angostas de ancho Af = / 0 con centro en/= m/ 0 , m = 0, ± 1, 
iii 2 , . . como se muestra en la figura 3.12. Cada par de bandas en / = ± mf 0 
»oi icsponde a 


v m (t) « A m cos (ma> 0 t + 0 m ) (15^v) 

donde 0m está distribuído de manera uniforme y, de la ecuación (14c), 

Aj = 4/ 0 G v (mf 0 ) (15 b) 
I iiionces, dado que no se traslapan dos pares diferentes de bandas, se puede escribir 

h* LC iA> \ d- OvV' j ‘ • r 

= 2G w (f c )Af senc váf cos co c x ( 16) 

v iodos los términos de la suma son incoherentes entre si. 

La ecuación (16) es un desarrollo en serie de Fourier con periodo T 0 = l// 0 
puesto que todas las componentes son armónicas de/ 0 . Así, esta aproximación es vá¬ 
lida cn cl intervalo T 0 segundos de duración, un intervalo que se puede hacer arbitra- 
i uiincnle grande haciendo a/ 0 pequeíio también en forma arbitraria, lo cual mejora 
también la aproximación. 

Convirtiendo la ecuación (16) a forma exponencial se llega a 


(17a* 
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donde se pueden encontrar los coeficientes aleatórios c„ a partir de cualquier fun- 
ción muestra por medio de la regia usual 

1 r 

c m = v(t)e 

1 0 J T 0 

Se demuestra de manera rápida, a partir de esta ecuación que 

Ho 

pero las otras propiedades de c m se encuentran de manera más fácil al notar que 


j ff* u/yi 


cu 


(l/D) 


m = 0 
m # 0 


(18a) 


Por lo que f 


= 2\c m \ O m = arg [cj 

n\c m \ 2 ]=f 0 G v (rnfo) (186) 

E[c m c rt ] =0 m^n (18c) 


En resumen, se ha desarrollado una representación en serie aproximada para v(0 
durante un intervalo T 0 = l// 0 . Los coeficientes de la serie son variables aleatórias 
no correlacionadas, cuyos promedios estadisticos están relacionados con la densidad 
espectral. 

3.6 RUIDO Y SU FILTRACIÓN 

Las seflales eléctricas no deseadas provienen de una diversidad de fuentes, clasifica- 
das de manera general como interferencia hecha por el hombre o ruido que ocurre en 
forma natural. La interferencia hecha por el hombre proviene de otros sistemas de 
comunicación, como chispas de ignición en los automóviles o en los conmutadores, 
zumbido de 60 Hz, etc.; los fenómenos generadores de ruido natural comprenden 
distúrbios atmosféricos, radiación extraterrestre y ruido en circuitos. Los efectos de 
muchas seflales no deseadas, se pueden reducir o eliminar en forma completa, por 
medio de un cuidadoso disefto de ingeniería. Pero siempre persistirán ciertas seflales 
aleatórias inevitables, las cuales presentan un limite fundamental a la elaboración de 
los sistemas. 

Una causa inevitable de ruido eléctrico es el movimiento térmico de los electro- 
nes en los médios de conducción (alambres, resistências, etc.). Mientras los sistemas 
de comunicación sean construidcs de tal material, persistirá este ruido térmico . Por 
consiguiente, esta sección da principio con una breve discusión sobre el ruido térmi¬ 
co, el cual a su vez, conduce a la abstracción que es el ruido blanco. Se considera 
después el ruido blanco filtrado y las relaciones de entrada y salida. En subsecuentes 
capítulos y en el Apêndice B se desarrollan otros aspectos de análisis de ruido. 


f En realidad, las ecuaciones (186) y (18c) son cxactas sólo cn cl limite cuandn /„ • oo Vfcase 
Thomas (1969, cap. 4). 
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G v (f) 



l-KUJRA 3.13 

Densidad espectral de ruido térmico, V 2 /Hz. 


Iliildo térmico 

I I i uido térmico, según los propósitos de este texto, es el voltaje de ruido debido al 
movimiento aleatorio de partículas cargadas (por lo general electrones) en médios 
i oiuliictores. Según la teoria cinética, la energia promedio de una partícula a la tem- 
pcuiura absoluta ^~es proporcional a k^, siendo k la constante de Boltzmann. Se 
rspei an así, valores de ruido térmico que incluyan el produeto kJT ; en efecto, se ob- 
(tnçlrá una medida de potência de ruido en términos de temperatura. 

Johnson (1928) y Nyquist (1928) hicieron historia al ser los primeros en estu- 
diiii el ruido térmico en resistências metálicas, de lo cual proviene la designación de 
mulo de Johnson o ruido de resistência. Sin embargo, en cualesquier médios pasi- 
vos lineales, se encuentra el mismo fenómeno básico. Se omite aqui la deducción 
itriMiral de las propiedades dei ruido térmico, pero, gracias a estúdios teóricos y 
eipeiimentales intensivos, existe un amplio conocimiento sobre el tema, el que se 
rtplotará con libertad. 

( uando una resistência metálica R se encuentra a la temperatura^) existe un 
wili;i jc aleatorio v(0 producido en las terminales a circuito abierto a causa dei mo- 
viiiiiunto electrónico aleatorio. Consistente con el teorema dei limite central, v(t) 
Dem* una distribución gaussiana con v = 0 y 

v 2 = a 2 = ^ r volts al cuadrado ( V 2 ) (1) 

" 3 h 

ilniidc 

A ^ constante de Boltzmann = 1.37 x 1CT 23 joules por grado (J/grado) 

h constante de Planck = 6.62 x 10“ 34 joule segundo (J ■ s) 

v - \c mide en Kelvin. La presencia de la constante de Planck en la ecuación (1) indi- 
i u un resultado de mecânica cuántica. Yendo más lejos, se demuestra en mecânica 
IuA mica que la densidad espectral dei ruido térmico es 

(t v(j) - h\f{/k i~~~\ vo * ís cua ^rado por hertz (V 2 /llz) (2) 
como se muestra en la gráfica de la figura 3.13 para / £ 0. 
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FIGURA 3.14 

Ruido de resistência térmica, a ) circuito 
equivalente de Thèvenin; b ) circuito equiva¬ 
lente de Norton. 


R 



te) 



C f (/) = 

IkSjR 


' En realidad, los ingenieros de comunicaciones casi nunca han tenido necesidad de 
estas dos expresiones. Para ver la razón de esto, se considera la temperatura de salón 
o temperatura normal como 

■To A 290°K (63 °F) (3a) 

lo cual está más en el lado frio pero simplifica el trabajo numérico, puesto que 

kST o k, 4 x 10“ 21 watts segundo (W ■ s) (3b) 

Entonces, si la resistência está en.T 0 , G„(/)es constante de manera esencial para |/| 
< 0.1 kyjh x 10 12 Hz. Pero este limite superior cae en la porción infrarroja dei es¬ 
pectro electromagnético, más arriba dei punto donde los componentes eléctricos 
convencionales cesan de responder. Aun a temperaturas criogénicas ( ST x 0.01.5/' () ) 
vale esta conclusión. 

Por lo tanto, a todos los intentos y propósitos, se puede decir que la densidad 
espectral dei ruido térmico es constante, o sea, 

G v (f) = 2 RkF V 2 /Hz (4) 

como se obtiene a partir de la ecuación (2) con h \f\ jk3T « 1. La única dificultad con 
la ecuación (4) es que ésta predice en forma errónea que v 2 = oo cuando G v (f) se 
integra sobre toda la/; se debe llevar en mente, sin embargo, que nunca se tratará en 
forma directa con v 2 puesto que v(0 siempre estará sujeta a los efectos de filtrado 
de otros circuitos. Este tema se examinará pronto. Sin embargo, primero se emplea- 
rá la ecuación (4) para construir el modelo equivalente de Thèvenin de una resistên¬ 
cia térmica, figura 3.14a. Aqui la resistência se reemplaza por una resistência sin 
ruido fictícia dei mismo valor, y el ruido se representa por medio de un generador de 
voltaje de valor cuadrático medio. De manera similar, la figura 3.14Ó es el equiva¬ 
lente de Norton con un generador de corriente de valor cuadrático medio que tiene 

G‘(f) = G y (f)/R 2 - 2k3~IR. Ambos generadores están sombreados para indicar su 
naturaleza especial. 

En lugar de tratar con voltajes o corrientes cuadráticos médios, para definir el 
ruido térmico por medio de su potência disponible se depura la notación y se agiliza 
el cálculo. La potência disponible es la potência máxima que se puede entregar a una 
carga de una fuente que tiene resistência fija diferente de cero. El ya conocido teore¬ 
ma de la transferencia de potência máxima establece que esta potência se entrega só- 
lo cuando la impedancia de carga es el complejo conjugado de la impedancia de la 
fuente. Se dice entonces que la carga está acoplada a la fuente, una condición gene- 
ralmcnlc buscada en un sistema de comunicación. 
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FIGURA 3.15 

Potência disponible. a) Fuente de seftal con carga acoplada; b) resistência térmica 
con carga acoplada. 


Sea una fuente de seftal convencional con una impedancia Z s = R s + jX 3 , y sea 
cl voltaje a circuito abierto v s , figura 3.15a. Si la carga está acoplada de tal manera 
que Z L = Z,*= R s — jX„ entonces el voltaje terminal es v/2, y la potência dispo¬ 
nible es 


\ 


C.í/J - < % 1 - 


watts por hertz (W/Hz) 


(5) 


\ 


Lmpleando el modelo de Thèvenin, se puede extender este concepto a un resistor tér¬ 
mico visto como una fuente de ruido, figura 3.152}. Por comparación, la densidad 
espectral disponible en la resistência de carga es - 


P.= 


<M0/2] 2 > <r s 2 (0> 


R* 


4 Rs 


lo cual depende sólo de la temperatura. Por lo tanto, ;un resistor térmico entrega un 
máximo de k&~/2 W/Hz a una carga acoplada, sin importar el valor de R\ 


Ruido blanco y temperatura de ruido 

Además de los resistores térmicos, muchos otros tipos de fuentes de ruido son gaus- 
sianos y tienen una densidad espectral plana sobre un intervalo amplio de frecuen- 
cias. Tal espectro tiene todos los componentes de frecuencia en igual proporción y se 
lc designa en forma correcta como ruido blanco, por analogia con la luz blanca. 
La densidad espectral dei ruido blanco se escribe en general como, 

Cif) = ^ «'"> 

donde cl factor en apariencia extrafio Vi se incluye para indicar que se asocia la mi 
tad de la potência con la frecuencia positiva y la mitad con la írecucncia negativa (fi 
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FIGURA 3.16 

Ruído blanco. a) Densidad espectral de 
potência; b ) autocorrelación. 
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gura 3.16a). En forma alterna 17 es la densidad de potência de frecuencia positiva . 
Puesto que se conoce G(f ), la función de autocorrelación se obtiene inmediatamente 
por la transformación de Fourier 


m = fJ- eJm 'df= v -ô{T) ( 66 ) 

como en la figura 3.16Ó. 

A partir de la ecuación ( 6 ó) o de la figura 3.16Ó, se observa que R(r 0) = 0, 
de tal manera que dos muestras direrentes cualesquiera de una sefial de ruido blanco 
gaussiano son no correlacionadas y, por lo tanto, estadísticamente independientes. 
Esta observación, con el espectro de potência constante, conduce a una conclusión 
interesante: si el ruido blanco se expone en un osciloscopio, los barridos sucesivos 
son siempre diferentes de los otros; sin embargo, la forma de onda siempre tiene la 
misma “apariencia”, sin importar la velocidad de barrido que se use, puesto que to¬ 
dos los grados de variación de tiempo (componentes de frecuencia) están contenidos 
en igual proporción. De manera similar, si el ruido blanco impulsa un altoparlante, 
éste siempre sonará igual, algo así como una caída de agua. Conforme lo expone 
Pierce t 

En forma matemática, el ruido blanco gaussiano . . . es el resumen de los diferentes e 
inesperados. Es el menos predecible y el más original de los sonidos. Sin embargo, a un 
ser humano todos los sonidos de ruido blanco gaussiano le son iguales. Sus sutilezas se 
le esconden, y dice de él que es pesado y monótono. 

El valor de 17 en las ecuaciones ( 6 a) y ( 6 b) depende de dos factores: el tipo de la 
fuente dei ruido y el tipo de densidad espectral, es decir, el voltaje cuadrático medio, 
la corriente cuadrática media o la potência dispónible. Si la fuente es un resistor tér¬ 
mico , entonces 

4 

rj v = 4 Rk^r ni = —— rj a = kF (7) 

K 

donde el tipo de densidad espectral se indica por medio de subíndices. Además, cual- 
quier fuente de ruido término tiene, por definición, t] a = k2T, Otras fuentes de ruido 

f J. R Pierce, Symbols , Signals, and Noise, Harper & Row, Publishers, Incorporaled, Nueva 
York, 1961 
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Manco son no térmicas en el sentido de que la potência dispónible no está relaciona¬ 
da con la temperatura física. 

No obstante, se puede hablar de la temperatura de ruido F N de cualquier fuente dc 
i uido blanco, térmico o no térmico, por medio de la definición. 


ar A 

k 


(Ha) 


donde t)J2 es la máxima potência de ruido que la fuente puede entregar por unidad 
dc frecuencia. Entonces, dada una temperatura de ruido de fuente, 

r, a = k&~ h (KA) 

Sc debe recalcar que ST N no es necesariamente una temperatura física. Por ejemplo, 
cicrtos generadores de ruido electrónicos tiene ST N x 10 0 x 3 000 K(5 000° F), 
pero es obvio que los dispositivos no pueden estar a esa temperatura. 


Kuido blanco filtrado 

g] modelo de ruido blanco resulta razonable siempre y cuando se relacione con la sa- 
lida de un filtro y la densidad espectral sea más o menos constante sobre la banda de 
puso, una situación muy común en sistemas de comunicación. Para el estúdio dei 
i uido blanco filtrado —o filtración de seiiales aleatórias en general— la relación de 
espectros de potência de entrada y salida 

G y (f) = \H{f)\ 2 G x {f) 

cs una herramienta básica, donde H(f) es la función de transferencia dei filtro. Asi, 
m la entrada a un sistema lineal invariante en el tiempo, es la sefial aleatória x( t), la 
Milícia será una sefial aleatória y(t) con G y (f) como en la ecuación (9o), y 


= 

/.00 

í \H{f)\ 2 G x (f)e J ™df 
^ - 00 

(96) 

7 = Ry( 0) = 

QO 

í \H{f)\ 2 G x (f)df 
^ — 00 

(9c) 


Sc supone, por consiguiente, que x(t) proviene de un proceso ergódico, en cuyo caso 
iiimbicn y(t) será ergódico. 

Para ilustrar; si el ruido blanco es la entrada de un filtro pasabajas ideal de ga- 
mincia unitaria y de ancho de banda B, entonces 




I I cspeclro de potência de salida es, de esta manera, una función rectangular (figura 
l I la. Además, la autocorrelación de la salida es una función senc(ligura 3.176); 
th* niiincra específica 


/í v (r) tjli sene 2/fr 


( 10/0 
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G y (f) R y (r) 



i 

(a) ( b) 

FIGURA 3.17 

Ruido blanco pasado por un filtro pasabajas ideal, a ) Espectro de potência; b ) auto- 
correlación. 

Como se evidencia en la figura, el proceso de filtrado ha dado lugar a tres cosas: 

1 El espectro de potência no es mayor que el blanco, aunque es constante 
sobre un intervalo finito de frecuencia. 

2 La potência de salida es finita. En efecto, y 1 = yjB. 

3 La seíial de potência de salida está correlacionada a intervalos aproxima¬ 
dos. 1/2 B. 

Aunque las conclusiones anteriores tuvieron como base los filtros pasabajos 
ideales, se obtienen resultados similares con cualquier filtro real. Se debe notar en 
forma particular, que el espectro dei ruido blanco filtrado se mezcla con el contorno 
de \H(f)\ 2 . Puesto que el espectro resultante no es mayor que el blanco, al ruido 
blanco filtrado se le designa a menudo como ruido coloreado . 

También seria deseable conocer la descripción probabilística de la sefial filtra- 
da, digamos su función de densidad de probabilidad, y de esta observación obtener 
tanto buenas como malas noticias. Las malas noticias son estas: no hay regias gene- 
rales que relacionen a las funciones de densidad de probabilidad de entrada y salida, 
salvo para un caso especial. En este caso especial están las buenas noticias, a saber: 

Si la entrada a un sistema lineal invariante en el tiempo, es una serial aleatória gaus- 

siana , entonces la salida es también gaussiana. 

Esto proviene dei hecho de que cualquier transformación lineal de una variada gaus¬ 
siana conduce a otra variada gaussiana; pueden cambiarse los promedios 
estadisticos, pero no el modelo de probabilidad. Se considera este caso especial co¬ 
mo una buena noticia, simplemente porque el inodelo gaussiano es válido para 
muchas (pero no todas) sefiales aleatórias que hay en la ingeniería de la comunica- 
ción. 


Ejemplo 3.8 Ruido térmico en un circuito RC 

Para conllevar vários de los temas, tratados hasta aqui, considérese el circuito RC de 
la figura 3.18*7 donde el resistor está a la temperatura Sustituyendo este resistor 
por su modelo de Thêvenin, se llega a la figura 3.186, que es una fuente de ruido 
blanco con GXf) = 2 Rk :T VVHz 
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R 



íh) 


krric 


I IGURA 3.18 

Un circuito RC con ruido de resistência, a ) Diagrama de circuito; b) circuito equiva¬ 
lente de ruido. 


aplicada a un filtro pasabajos RC sin ruido . Puesto que \H(f )\ 2 = [1 + {f/B) 1 ] ~ 
la densidad espectral de salida es 

7RkT 1 

<;,</»= iw)i 'oin- TTUm 

y la autocorrelación de y(t) es 

h or 

R y ( t ) = 2RkrnBe- 2nB ^ = e~^ RC ( 116 ) 

como se obtuvo de un par transformado en la Tabla A. G y (f) y R y ( T ) se ven en la 
gráfica de la figura 3.19, la última de las cuales muestra que el intervalo sobre el que 
cl ruido filtrado tiene una correlación apreciable es aproximadamente igual a la 
constante RC de tiempo de circuito, como se podría sospechar. 

Se puede decir ademâs que y( t) es una sefial aleatória gaussiana con y = 0 (es 
clccir, sin componente de CD) —puesto que x(t) es gaussiana con valor medio 
ccro— y 

_ k cr 

y 2 =R y ( 0 )=— ( 12 ) 


Gy(f) Ry(T) 
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FIGURA 3.20 

Ancho de banda equivalente de ruido B N 
de un filtro pasabanda. 



De manera soprendente, y 2 ; depende de C pero no de R , aunque la fuente de ruido 
es el resistor térmico! Este resultado en apariencia extrafio será explicado adelante; 
aqui se concluye este ejemplo con un cálculo numérico. 

Supóngase que el resistor está a la temperatura ambiente y C = 0.1 jíF; 
en tonces 

^ 4 x 10“ 21 

y 2 = --=— = 4 x 1(T 14 V 2 

7 10“ 7 

y el voltaje de salida rms es a y = 2 x 10 ~ 7 = 0.2 microvolts (^V). Estos valores ex- 
ccsivamente pequefios son característicos en ruido térmico, lo cual explica por qué 
no se nota en situaciones ordinárias. Sin embargo, la sefial recibida en un sistema de 
comunicación de larga distancia puede ser dei mismo orden de magnitud o incluso 
menor, lo cual muestra por qué un ruido térmico es una limitación fundamental en 
la comunicación eléctrica. 


Ancho de banda equivalente de ruido 

El ruido blanco filtrado por lo general tiene potência finita. Para recalcar esto, se 
designa a la potência de ruido promedio con N = y 2 y se escribe la ecuación (9c) en 
la forma 

,00 « ,00 

N=\ \H(f)\ 2 ^df=r, i HU)fdf 

* oo 2. J o 

Haciéndose notar que la integral depende sólo de la función de transferencia dei 
filtro, por lo que se puede simplificar el análisis de la potência dei ruido definiendo 
un ancho de banda equivalente de ruido B N como 

1 ,CC 

B n ±-\ \H(f)\ 2 df (13) 

donde /2 = | H(f) | màx es la relación de amplitudes de frecuencia central, es decir, la 
ganancia de voltaje. (Esta definición supone que el filtro tiene una frecuencia central 
significativa.) Por lo que la potência de ruido filtrado es 

N=Vy}B n (14) 

El examen de la ecuación (14) muestra que el efecto dei filtro se ha separado en dos 
parles: la selectividad de frecuencia relativa , como fue descrita por medio dc fí N , y la 
xanancia de potência (o atcnuaciòn), representada por medio de// 
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Así, como se ilustra en la figura 3.20 para un filtro pasabanda, B N es igual al 
ancho de banda de un filtro rectangular ideal que permitiera el paso de tanta potên¬ 
cia de ruido blanco como el filtro en cuestión, siendo iguales sus ganancias máximas. 

Por definición, el ancho de banda equivalente de ruido de un filtro ideal es su 
ancho de banda real. Para filtros prácticos, B N es algo mayor que el ancho de banda 
a 3 dB; por ejemplo, un filtro pasabajos RC tiene B„ = 7 t£ 2 , donde B N es aproxi¬ 
madamente 50% mayor que B . Sin embargo, como el filtro resulta más selectivo 
(con características de corte agudo), su ancho de banda de ruido se aproxima al 
ancho de banda a 3 dB, y para muchas aplicaciones no se está muy lejos de la reali- 
dad al considerados iguales. 

Resumiendo, si y{t) es un ruido blanco filtrado de valor medio cero, entonccs 

y — o 

y 1 =<T y 2 =N = $ n B s ( 15 ) 

Lsto significa que dada una fuente de ruido blanco, un medidor de potência prome¬ 
dio (o un medidor de voltaje cuadrático medio) acusará una lecturaj ' 2 = N = r}B N , 
donde B n es el ancho de banda equivalente de ruido dei medidor mismo. Despejan¬ 
do, la densidad de potência de la fuente se puede deducir por medio de r? = N/B„, 
siempre y cuando se esté seguro que el ruido es en realidad blanco dentro dei interva¬ 
lo de respuesta de frecuencia dei medidor. 


Isjemplo 3.9 Ancho de banda equivalente de ruido de un filtro pasabajas RC 

Volviendo al filtro pasabajas RC dei ejemplo anterior, la frecuencia central dei filtro 
cs / = 0 , así 


y 


S ? = |//( 0)| 2 = 1 

B = C df -R= ‘ 

N J 0 1 + ( f/Bf 2 4 RC 


<K>) 


I a razón de por qué y 2 en la ecuación (12) es independiente de R resulta ahora apa- 
icnte si se escribe y 2 = rjB^Rk^) x (Í4 RC). Así, cuando aumenta R aumenta 
la densidad de ruido r; (como debe ser) pero disminuye el ancho de banda dei ruido 
ll N . Estos dos efectos se cancelan uno al otro en forma precisa y y 2 = k.T/C. 


I .1ERCICIO 3.10 Empleando la ecuación (21), sección 2.5, demuéstrese que un 
liliro pasabajas Butterworth de orden Af-ésimo tiene 


B 


N 


v poi lo lanlo, B y - B conforme M * 00 


71B 

2M sen (/r/2 A/) 


(17) 
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FIGURA 3.21 

Medición de la respuesta al impulso, empleando ruido blanco. 


Ruído blanco y mediciones de filtro ★ 

Dado que el ruido blanco contiene todas las frecuencias en igual proporción, resulta 
una sefial conveniente para mediciones de filtros y para trabajo de disefio experi¬ 
mental. En consecuencia, las fuentes de ruido blanco con densidad de potência ca¬ 
librada han venido a ser instrumentos de laboratorio estándar. A continuación se 
analizarán algunas de las mediciones que se pueden hacer con estas fuentes. 


Ancho de banda equivalente de ruido Supóngase que se conoce la ganancia de un 
amplificador y se desea conocer su ancho de banda equivalente de ruido. Para ha- 
cerlo, se aplica ruido blanco a la entrada y se mide la potência de salida promedio 
con un medidor cuya respuesta de frecuencia sea constante de manera esencial 
dentro de la banda de paso dei amplificador, El ancho de banda dei ruido en cues- 
tión será entonces, de la ecuación (14), B N = Nfêt]. 


Respuesta de amplitud Para encontrar la respuesta de amplitud de un filtro dado, 
se aplica ruido blanco a la entrada de manera que el espectro de potência de salida 
sea proporcional a \H(f) 2 \. Entonces se explora el espectro de salida con un filtro 
pasabanda sintonizable cuyo ancho de banda sea constante y pequefio en compara- 
ción con las variaciones de \H(f)\ 2 . Así, si el filtro de exploración se centra en/ c , el 
voltaje de ruido rms en su salida será proporcional a \H(f c )\. Variando/,, se ob- 
tiene, punto por punto, la gráfica de 


Respuesta al impulso La figura 3.21 muestra un método para la medición de la res¬ 
puesta al impulso h(t) de un sistema dado. El instrumental que se requiere es una 
fuente de ruido blanco, un retardador de tiempo variable, un multiplicador y un dis¬ 
positivo promediante. 

Denotando al ruido de entrada como x(t ), la salida dei sistema será h * *(/), y 
la seflal retardada x(t — t d ). Así, la salida dei multiplicador será 


z(í) = x(t - t d )[h * *(/)] 


= x(t - 



h(X)x(t - X) dX 


3.7 l*R()lil I MAS I2 ( 


Ahora, supóngase que se promedia z(t) sobre un tiempo suficientemente largo pun 
ohtener <r(r». Si la fuente de ruido es ergódica y el sistema es lineal e invariante ci 
el tiempo, la potência promedio es el promedio de ensamble 

h(X)E[x(t - t d )x{t - /l)] dX 

donde se han intercambiado los ordenes de integración y de promediado. Examina¬ 
da la integral, se puede ver que 



[0 x <0 

F(x) = \kx 2 0 <; jc < 10 

[iooa: jc > io 

I cro, con x(t) que es el ruido blanco, la ecuación (6b) dice que R x (\ — t d ) s 
(n/2)ô(\ — t d ). En consecuencia 


“1-v > ~ J 0 ps zy o z. 'Jvymjo) COS mcu 0 r 

in = 1 

l’or lo tanto, h(t) se mide por medio de la variación dei retardo dei tiempo t,„ 

El lector puede cuestionar lo práctico de este método, en forma particular, 
pucsto que h(t) se puede obtener inmediatamente con la aplicación de un impulso (ò 
mi pulso breve e intenso) al sistema. En tanto esta sea una conclusión válida para 
muchas mediciones de filtros, hay muchos sistemas, tales como procesamiento in¬ 
dustrial y sistemas de control, para los cuales no se puede dar una entrada impulsiva, 
o si se hace, podría daflar o destruir al sistema. 


1.7 PROBLEMAS 

11 (Secc. 3.1) Una moneda gruesa, pero legal, tiene la probabilidad de caer sobre su borde 
P(E) — 0.2. Evalúese lo siguiente si se lanza al aire dos veces: P(EE), P{ no i .), /'(no 
HH), Pípareja). 

Respuesta-. 0.04, 0.64, 0.84, 0.32. 

12 tSece. 3.1) Se sacan tres bolas en forma aleatória de una urna que contiene 500 bolas 
blancas, 300 bolas rojas y 200 bolas negras. Suponiendo que cada bola se sustituya antes 
de que se saque la siguiente, eneuéntrense las probabilidades de los resultados sigmen 
tes: cada bola es de diferente color: dos o más bolas son dei mismo color; no bolas blnii 
cas; dos o más bolas negras; dado que una bola es negra. 

' 1 ,S<?a v 3 I) Un sistema de datos binário emplea dos símbolos 0 y 1, transmitidos con pro 
habilidades y P x . Obedeciendo a errores de transmisión. se puede cambiar un 0 por 
nu I en el receptor con una probabilidad P 0 , y de manera similar para P t . Obtingunse 
expresiones para lo siguiente: el número aproximado de errores en una secueneia de n 
I dígitos; la probabilidad de que Imya ocurrido un error dado que se ha rccibido un II 

> 4 (Scct i se lanzan tres monedas al aire y se designa con X el número total de curas. 

I nutenirese ) y graflqucse la Funeión de densidad de probabilidad Ctiundo /'(/)) 
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3.5 (Secc. 3.2) Se lanza un par de dados normales. Totalizando el número de puntos que 
aparecen, los resultados posibles sonXj, = 2, 3, . . .,12. Encuéntrese P(x d ) y grafíquese 
la función de densidad de probabilidad. 

3.6 (Secc. 3.2) Una cierta variable aleatória tiene 

- n r x n 

z(t) = l \ h{X)ò{X-t d )dX = ±h{t á ) 

2 J -oo 2 

Encuéntrese K y evalúese P(x < 5) y P(5 < X < 7), y constrúyase gráfica de la función 
de densidad de probabilidad. 

3.7 (Secc. 3.2) Dada P(x) = a 2 xe~ ax u(x)y donde a es una constante, encuéntrese F(x) y 

evalúese P(X < \/a y P(\/a < X < 2/a). , 

3.8 (Secc. 3.2) Encuéntrense P(X < 0), P(0 < X < 1) y P(X > 1) en el ejemplo 3.4. 

3.9 (Secc. 3.2) Encuéntrense P(0 < Z < 1), P(Z < 1), y P(Z * 0) en el ejercicio 3.4. 

3.10 (Secc. 3.2) Sea Z = 3X~ 5 donde p x ( x) está dada por la ecuación (9a). Encuéntrese 
F(z). 

3.11 (Secc. 3.2) Emplee la ecuación (16) para demostrar que J"_ . p(x/y)dx = 1. 
Expliquese por qué esto debe ser verdadero. 

3.12 (Secc. 3.3) Calcúlese la medida y la variancia de X cuando p{x) = e~ x u(x ). 

Respuesta : x = o 2 = 1. 

3.13 (Secc. 3.3) Calcúlese el valor medio y la variancia de X dada p(x) en el problema 3.7. 

3.14 (Secc. 3.3) Desarróllese E[(x - x) 3 en términos de los momentos de x. 

3.15 (Secc. 3.^) Demuêstrese que E[(x - c) 2 ] es mínima cuando c = x. 

3.16 (Secc. 3.3) En relación con el ejemplo 3.5, encuéntrese la gráfica P( \X\ < k 2) contra 
k y y compárese con la desigualdad de Chebyshev. 

3.17 (Secc. 3.3) Dado que X y Y son estadísticamente independientes, encuéntrese a 2 en tér¬ 

minos de los parâmetros estadísticos de X y Y cuando: z = X — Y + c, donde c es una 
constante; Z = XY y x = y = 0. __ 

3.18 (Secc. 3.3) Principiando con £[(* - y) 2 ] obténgase un limite superior en xy cuando X 
y Y no son estadísticamente independientes. 

3.19 (Secc. 3.3) Se hacen y promedian N observaciones independientes de una variable ale¬ 
atória para dar 

E[x(í - t d )x(t - A)] = P*(A - t d ) 

donde X d es el valor y-ésimo observado. Demuêstrese que y = x y a y = oJyJTT. 

3.20 (Secc. 3.4) Aplicando la distribución binomial, encuéntrese la probabilidad de que 
habrá menos de tres caras al lanzar 10 monedas legales al aire. ^Cuál es el valor esperado 
dei número de caras? 

3.21 (Secc. 3.4) ;Cuan m > 1 y e > 1, la distribución binomial se puede aproximar por medio de 
la distribución de Poisson P(n) = e~ n n n / n\, donde n = me. Úsese esto para en¬ 
contrar la probabilidad de que no haya errores en 100 dígitos cuando e = 10 “ 3 . 

3.22 (Secc. 3.4) Usted ha diseflado un sistema de transmisión digital con una probabilidad de 
error de 10 -6 por dígito. El cliente probará el sistema enviando un mensaje conocido 
de 10 -6 dígitos y comparándolo con el mensaje recibido. Si hay más de dos errores, le 
despedirán a usted. Calcule la probabilidad de perder su trabajo. ( Sugerencia : Véase el 
problema 3.21.) 

3.23 (Secc. 3.4) Sea y = cos ttX donde X tiene una función de densidad de probabilidad uni¬ 
forme sobre [- l /i, Vi]. Encuéntrense y y o y . 
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3.24 (Secc. 3.4) Una variada gaussiana tiene x = 10 y a x = 20. Encuéntrense P(X > 20), 
P(10 < X < 20), P(0 < X < 20). 

Respuesta: 0,31, 0.19, 0.38, 0.69. 

3.25 (Secc. 3.4) Se sabe que un voltaje aleatorio es gaussiano con x = 0y ~x 2 - 9. En¬ 
cuéntrese el valor de c tal que I X I < c para: 

(a) 90% dei tiempo 

(b) 99% dei tiempo 

3.26 (Secc. 3.4) Deduzca la aproximación, ecuación (10). 

3.27* (Secc. 3.4) Sea Z = X x + 2X 2 donde X l y X 2 son variadas gaussianas coiüc? = n 
25, m x = 0, m 2 = 3, y x u x 2 = 6. Encuéntrese p 2 (z). 

3.28* (Secc. 3.4) Sea X 2 = X x 2 tal que, de manera obvia, X x y X 2 no son independientes. Ello, 
no obstante, demuêstrese que son no correlacionadas (p 12 = 0) si p(x^) tiene simetria 
par. 

3.29 (Secc. 3.5) Considérese el proceso v(/) = A cos (« 0 t + 0), donde A y 0 son variables 
aleatórias independientes sobre el ensamble y 0 tiene una función de densidad de proba¬ 
bilidad uniforme sobre [— 7r, 7 t). Demuêstrese que E[v(t)] = 0 y E[v\t)\ = À 2 /l. 
(i Sugerencia : recuérdese que el promedio de ensamble se debe tomar con respecto a am¬ 
bas variables aleatórias.) 

3.30 (Secc. 3.5) Demuêstrese que el proceso dei problema 3.29 no es ergódico. 

3.31 (Secc. 3.5) Si v(t) es un proceso ergódico aleatorio, periódico con período 7’ 0 , de- 
muéstrese que P v (r) también tiene periodo T 0 . 

3.32 (Secc. 3.5) Una cierta seflal aleatória tiene una componente de CD de 2 volts (V) y un va¬ 
lor rms de 4 V. Mediciones posteriores indican que v(0 y v(f — r) son independientes 
para \r\ > 5 (microsegundos), mientras que P„(t) disminuye linealmente con |r| para 
ff I ^ 5 /as. 

(a) Haga gráfica de P„(r) y dimensiónese en forma completa. 

(b ) Encuéntrese y construya gráfica de G v (f). 

3.33 (Secc. 3.5) Sea z(t) = v(0 + v(t — T), donde v(0 es una seflal aleatória y Tes una 
constante. Encuéntrense R z (t) y G x (f) en términos de P„(r) y G v (f). 

1.34 (Secc. 3.5) Supóngase que v(0 en la ecuación (11a) es una onda binaria aleatória 
(ejemplo 3.7). Bosquéjense R x (t) y G x (f) tomando/ 0 » 1 /T. Demuêstrese también que 
E[z 2 (t)] = <z 2 (/)> = A 2 /2. 

J.35 (Secc. 3.5) Seaz(/) = v(t)w(t), donde v(0 y w(t) son seflales aleatórias independien¬ 
tes. 

(a) Demuéstrense que R z (r) = R v (t)R w (t) y en consecuencia G 2 (f) = G * G w (f). 

( b ) Empleénse estos resultados y el ejemplo 3.6 para deducir las ecuaciones (lló) y (I lr). 
J.36 (Secc. 3.5) Por medio de la inserción de la ecuación (17a) en la ecuación (2), demuêstre¬ 
se que 


1.37 (Secc. 3.6) Un resistor metálico de 1 kiloohm (kfi) está a 29 K. Calcúlese cl voltaje de 
i ilido rms a circuito abierto; estímese el intervalo de frecuencia sobre el eual (/(/') es de 
manera esencialmente constante; evalúense G v {f)> G,if ), y G t ,(f) en este intervalo, 
es peei líquen se sus unidades. 

I 38 (Secc. 3.6) Dos resistores térmicos y R 2 a temperaturas.^ y:/ 2 están conectados en se 
lie. Encuéntrese la temperatura dc ruido : J / N de la combinación. (Sugerencia : Empléesc 
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el modelo de Thevenin, recordando que las densidades espectrales se suman cuando las 
fuentes son independientes.) 

Respuesta : (R^ 1 + Rz3T 2 )j(R x + Rz)- 

3.39 (Secc. 3.6) Resuélvase el problema 3.38 para una conexión en paralelo. 

3.40 (Secc. 3.6) Un diodo al vacío de temperatura limitada generador de ruido tiene G v if) = 
2 Rk 5Õ + elji 2 , donde R es la resistência de la fuente, e es la carga electrónica, e I b la 
corriente de CD dei diodo. Obténgase una expresión para la temperatura de ruido y eva- 
lúesele cuando R = 50 íí y I b = 20 miliamperes (mA). 

3.41 (Secc. 3.6) La entrada a una retención de oxden cero, es ruido blanco, ejemplo 2.13, 
sección 2.5. Encuêntrese G y (f), R y (r) y y*. 

3.42 (Secc. 3.6) El ruido que proviene de un resistor de 10 kíl a la temperatura ambiente pasa 
a través de un filtro pasabajas ideal con B = 2.5 MHz y ganancia unitaria. Obténgase 
una expresión para la función de densidad de probabilidad dei voltaje de salida y(t). 
Respuesta : Gaussiana con y = 0, a y = 2 x 10“ 5 . 

3.43 (Secc. 3.6) EI ruido filtrado dei problema 3.42 pasa a través de un rectificador de onda 
completa, dando z(t) = y(t) . Encuêntrese p E (z) y evalúense z y a z . 

3.44★ (Secc. 3.6) El ruido filtrado dei problema 3.42 se muestrea cada 0.1 microsegundos (ps). 
Denotando dos valores muestra adyacentes como y x y y 2r obténgase una expresión para 
sus funciones de densidad de probabilidad conjunta p(y u y 2 )* (Sugerencia: La covarian- 
cia o u se puede encontrar a partir de /?,(r).) 

3.45 (Secc. 3.6) Encuêntrese el ancho de banda equivalente de ruido B N para el filtro pasaba¬ 
jas gaussiano dei problema 2.44 y compáresele con el ancho de banda a 3 dB. 


4 

COMUNICACIÓN DE BANDA BASE 


I ii comunicación de banda base se refiere a la transmisión de seflal sin modulación ; 
•'! nombre proviene dei hecho de que la transmisión de banda base no incluye la 
linslación de frecuencia dei espectro dei mensaje que caracteriza a la modulación. Y 
iimique la mayoria de los sistemas de comunicación son sistemas de modulación, la 

II imsmisión de banda base merece nuestro estúdio. Por una razón, los enlaces conec- 
imlos con la banda base son parte de muchos sistemas de modulación; por otra, 
imu lios de los conceptos y parâmetros de la comunicación de banda base conducen 
ihialamente a la modulación. Pero quizá la más importante reside en las 
i uiiiclerísticas de elaboración de la transmisión de banda base que sirve como 
mim mas útiles cuando se comparan los diferentes tipos de modulación. 

liste capitulo, por lo tanto, está dedicado a la comunicación de banda base. 
Kmpic/.a con una investigación de las dos limitaciones fundamentales de la sefializa- 
i i**n clòclrica mencionadas en el capítulo 1 , es decir, el ruido y el ancho de banda. 

I ns lesultados se aplican después a tres clases distintas de transmisión de banda 
1'iisi': analógica, de pulsos y digital. La cobertura abarca desde los cálculos de diseflo 
Hrmcntales pero significativos, hasta el análisis opcional de técnicas complejas me- 
Imiulas. 





134 COMUN1CACIÓN DE BANDA BASE 





FIGURA 4.1 

Parâmetros de un sistema de comunicación. 


4.1 SENALES Y RUÍDO 

Se observó en el capítulo 3 que el ruído resulta ser un factor significativo en la comu¬ 
nicación eléctrica, cuando la seftal recibida es muy débil y por ello dei mismo orden 
de magnitud que el siempre presente ruido térmico. A su vez, el nivel tan pequefto de 
la serial recibida se debe en primer lugar a la gran cantidad de pérdida de potência 
que caracteriza a la transmisión a larga distancia. En consecuencia, este análisis de 
seíiales y ruido empieza considerando las pérdidas de transmisión. La figura 4.1 po- 
ne este tema en el contexto y seftala los diferentes parâmetros dei sistema con los 
cuales se tratará. Estos parâmetros se definen como sigue: 

S T = potência de la seftal a la salida dei transmisor 
$£ = pérdida de potência de transmisión dei canal 
S R = potência de la seftal a la entrada dei receptor 
N = temperatura de ruido en relación con la entrada dei receptor 
rj = densidad de ruido (supuesta constante) a la entrada dei receptor 
S D = potência de la seftal en el destino 
N d = potência de ruido en el destino 

Este conjunto notacional se emplea en lo que resta dei texto y el lector debe estudiar 
en forma cuidadosa las definiciones. 

Pérdidas de transmisión 

Cuando se dice que un amplificador tiene ganancia de potencial, significa que las 
potências de entrada y salida están relacionadas por P salida = ^ Entrada» as L 


9 4 ^ (l fl ) 

^entrada 

Con frecuencia la ganancia se expresa en decibelestcomo 

101og 10 ^ = 101og 10 ^ da (16) 

'enlrtulH 


t Véitsc lu luhla lí pura convcrsioncs y manejo de dccibeles 
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En consecuencia, si P salida = 100P emrada , 100y^ dB = 20 dB; si la ganancia de po- 
lencia es la unidad, entonces 0 dB = 0 dB. Pero casi todos los canales de transmisión 
lienen P salida < P entrada y < \. Así, se define la pérdida de potência, 


( 2 ») 

* salida 




^dB = 10 logjo -^ rsda (2b) 

■* salida 


lambién conocida como la atenuación. 

Aunque se han definido 9 y £? como relaciones de potência, se pueden expresar 
como relaciones de voltajes o corrientes cuadráticos médios, por ejemplo, 

Sí=^ (.1) 

^entrada 


In barra se pone para uno u otro caso: el promedio de tiempo o el promedio de en- 
snmble, según convenga. La ecuación (3) es consistente con el uso de la potência nor¬ 
malizada, y no será necesario hacer ditinciones entre ganancia de potência dispo- 
nible, ganancia de potência de transductor, etc. 

Para aclarar la ecuación (2), las relaciones de entrada y salida para líneas dc 
iiansmisión, cables coaxiales y guias de onda, son todas de la forma 


p =e' 2al P = \o~j 868al p 

salida entrada entrada 


(4) 


donde a es el coeficiente de atenuación y / es la longitud de la trayectoria, por lo tan- 
io, la pérdida en decibeles es 


Se m = 8.68a/ (5) 


I n la Tabla4.1 se listan algunos valores representativos. En realidad, las ecuaciones 
(4) y (5) son válidas de manera estricta sólo para seflales senoidales y a depende de la 
liecuencia, como se desprende de la tabla. Por razones de tiempo no se trata la de- 
pendencia de la frecuencia, puesto que el punto a tratar aqui es lo relacionado con 
los potencialmente 


Tabla 4.1 VALORES TÍPICOS DE PÉRDIDAS DE TRANSMISIÓN 
Medio de transmisión Frecuencia Pérdidas, dB/km 


Línea aérea de dos conductores (0.3 cm de diâmetro) 

1 

kHz 

0.05 

Par trenzado (calibre 16) 

10 

kHz 

2 


100 

kHz 

3 


300 

kHz 

6 

Cable coaxil (1 cm de diâmetro) 

100 

kHz 

1 


1 

MH/ 

2 


3 

MHz 

4 

Cable coaxil (15 cm de diâmetro) 

100 

Ml lz 

1 5 

(iuía de onda rectangulnr (5 x 2.5 cm) 

10 

(i llz 

5 

(iuiii dc onda helicoidal (5 em dc diAmcIro) 

100 

li Hz 

1 5 
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grandes valores de pêrdidas. Para subrayar este punto: una línea formada por un 
par de alambres torcidos de calibre 16 y de 20 km de longitud, a 100 kHz tiene i? db = 
3 x 20 = 60 dB o !£ = 10 6 , lo cual significa que ;P ... = P ./£?= 10 6 P ' 
Observese tambien que la perdida en decibeles es directamente proporcional a /; así, 
continuando con el ejemplo, una línea de 40 km tiene ; i? = 2 x 60 = 120 dB y 
P . = 10 12 P I 

sahda entrada * 

En vista de los resultados anteriores, no es sorprendente que la transmisión por 
raldio propagación sea a menudo preferida para distancias grandes. Aunque los siste¬ 
mas de radio incluyen la modulación, que será tratada en subsecuentes capítulos, pa¬ 
rece apropiado mencionar ahora la diferencia entre la transmisión por cable y por 
radio, al menos en lo que a pérdida de trayectoria se refiere. 

De manera específica, la relación de potências en una trayectoria de línea de 
vista es 


donde & TA y & RA son las ganancias de potência de las antenas transmisora y recep¬ 
tora y X es la longitud de onda de la portadora. Así, 


^ dB = 22 + 10 



(^TA aB + ^RA iB ) 


(7) 


de tal manera que una trayectoria de 20 km con X = 1 metro y TA = q RA = 16 dB 
tiene jb = 22 + 86 — 32 = 76 dB. Pero nótese que la ecuación (7) no es propor¬ 
cional a /; en efecto, doblando a / se incrementa la pérdida en sólo 6 dB (afirmación 
que el lector debe confirmar por si mismo). Por lo tanto, una trayectoria de 40 km 
con los parâmetros anotados tiene £C JB = 76 + 6 = 82 dB. De manera incidental, el 
limite superior para la línea de vista está alrededor de los 40 km sobre terreno plano, 
a menos que se empleen torres de antena más altas. 

Volviendo a la figura 4.1, se puede expresar ahora S R en términos de S T yi?de 
manera simple como 


Entonces, si la ganancia de potência dei receptor esf# R , 

S D = S R = Sj 

Ecuaciones como la (9a) pueden escribirse en la forma 

“^Oííbw ^íidB “^dB "h ^Tdaw 

donde dBW queda establecido para decibeles arriba de 1 watt, por ejemplo, 20 dBW 
I(X) W. En consecucncia, la multiplicaciòn y la división han sido sustiluidiis poi la 


( 8 ) 

(9a) 

(9b) 
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suma y la resta de valores en decibeles, lo cual obedece a que son muy empleados poi 
los ingenieros en comunicaciones. Los índices adicionales empleados en la ecuación 
(9b), etc., son de uso molesto y se omitirán en lo sucesivo; esto debe sobreentenderse 
en el contexto, cuando de valores en decibeles se trate. 


Kuido aditivo 

Habiendo entregado la seflal al receptor, véanse los efectos dei ruido contaminantc. 
La figura 4.2 considera sólo la porción conveniente de la figura 4.1. La forma de 
onda en la entrada dei receptor es K R x(t), donde x(t) es la seflal que conduce la in- 
formación, a la cual se le agrega el ruido blanco G„(f) = -q/2 = k2T N /2. La tempera¬ 
tura de ruido ST N representa a todo el ruido dei sistema, en relación con la entrada dei 
icceptor t. Los valores numéricos pueden abarcar desde alrededor de 60°K en un sis¬ 
tema de bajo ruido diseflado en forma cuidadosa hasta vários miles de grados. 

G„(f) = \ = \k7„ 


*1 

FIGURA 4.2 

Modelo de receptor con ruido blanco aditivo. 



Para propósitos de análisis, se ha dividido al receptor en dos partes: un ampli- 

I icador con ganancia de potência (y ganancia de voltaje, \J^r) seguido de un filtro 
con ancho de banda equivalente de ruido B N y ^ = 1. La función dei filtro es dejar 
pasar a x( t) y rechazar tanto ruido como sea posible, es decir, aquellos componentes 
de ruido fuera dei intervalo de frecuencia de la sefial, en otras palabras, el ruido 
lucra de banda . 

Suponiendo que no existen no linealidades en el receptor, la salida total es 

>' d (0 = yj^R Kr x (t) + n D (t) ( 10 ) 

donde n D { t) es el ruido de salida. No es irrazonable suponer más allá de que jc(0 y 
n u (t) son estadísticamente independientes y que Ti d = 0 ; bajo estas condiciones, 
OOyMO son incoherentes y sus correlaciones cruzadas son cero, es decir, R xní >(r) 
= 0. Por lo tanto, empleando la ecuación (10), sección 3.5, 

R yu (T)=y R K R 2 R x (x) + R ni) {x) (II) 

y 

V? ( 12 ) 

S n N ti 


| Vótisr ri Apí-ndicc II pniii cl mòltult 
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EJERCICIO 4.1 Se va a transmitir una sefial a 40 km, empleando una línea de 
transmisión cuya perdida es 3 dB/km ; el receptor ticnef N = 10 Jq y B n = 5 kHz. 
Calcúlese rjB N en decibeles sobre un watt (dBW) y encuéntrese el valor de S T (en 
watts) que se requieren para obtener (S/N) D = 50 dB. Repítase el segundo cálculo 
cuando existe un repetidor a la mitad de la trayectoria. Respuesta : - 157 dBW, 
20W, 40 fiW. 

i 

4.2 DISTORSIÓN DE LA SENAL EN LA TRANSMISIÓN 

Además dei ruido, la otra limitación fundamental en la comunicación eléctrica es el 
ancho de banda, el ancho de banda finito de cualesquiera sistemas reales produce 
distorsión de la sefial. Pero la transmisión sin distorsión no implica de manera nece- 
saria que la salida sea idêntica a la entrada. Se pueden tolerar ciertas diferencias sin 
que se clasifiquen como distorsión. Nuestro propósito aqui es establecer el significa¬ 
do de la transmisión sin distorsión y los requisitos para ello. Con esta base, se 
pueden definir los diferentes tipos de distorsión e investigar sus efectos. Se recalca- 
rán estos aspectos pertinentes a los sistemas de comunicación. 

Establecido de manera burda, en la transmisión sin distorsión la salida debe 
“lurir” como la entrada. De manera más precisa, dada una sefial de entrada se 
dice que la salida es sin distorsión si difiere de la entrada solo en una constante mul¬ 
tiplicadora y en un retardo finito de tiempo. En forma analítica, se tiene transmisión 
sin distorsión si 

y(t) = Kx{t - t d ) (1) 

donde K y t d son constantes. 

Las propiedades de una red sin distorsión se encuentran con facilidad exami¬ 
nando el espectro de salida 

y(f)=ny(t)]=Ke~^X{f) 

Ahora, por la definición de función de transferencia, y(f) = H(f)X(f ), tal que 

H(f) = Ke~ jü)td (2a) 

En palabras, una red en la que se tiene transmisión sin distorsión debe tener respues¬ 
ta de amplitud constante y corrimiento de fase lineal negativo, o sea 

| H(f) \=K arg [//(/)] = - 2nt d f ± m 180° (2b) 

Se ha agregado el término ± w 180° para calcular los valores positivos o negativos 
de la constante. La fase cero es permisible, puesto que ello implica cero retardo en el 
tiempo. Se puede agregar una cualidad más a la ecuación (2): se requieren estas con¬ 
diciones sólo en aquellas frecuencias para las cuales la sefial de entrada tiene es¬ 
pectro diferente de cero. Así, si *(/) es de banda limitada en W y la ecuación (2) debe 
satisfacerse sólo para \f\ < W. 

En la práctica la transmisión sin distorsión es una condición cstricla, la cual, en el 
mejor de los casos, sólo puede ser satisfecha en forma aproximada. Li un hrcho inc- 
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v/itable en la transmisión de seflales que la distorsión ocurrirá, aunque se puede rcdu- 
cir con un disefio apropiado. Por lo tanto, se atenderá al grado de distorsión, 
medido en alguna modalidad cuantitativa. De manera desafortunada, se ha compro- 
bado que las medidas cuantitativas son más bien pesadas e imprácticas para propósi¬ 
tos de ingeniería. Como una aproximación alterna, la distorsión se ha clasificado 
conforme a tipos, y cada tipo considerado en forma separada. Pero antes de analizar 
los diferentes tipos, se debe recalcar que la distorsión es distorsión ; una salida fuer- 
t cmente distorsionada diferirá en forma significativa de la entrada, sin tomar en 
consideración la causa específica. 


Las tres clasificaciones principales de distorsión son: 

1 Distorsión de amplitud: \H(f)\ * K 

2 Distorsión de fase (retardo): arg. [H(f)\ — lirtj ± m 180° 

3 Distorsión no lineal 

I ,os primeros dos casos están en la categoria de la distorsión lineal . En el tercer caso 
d sistema incluye elementos no lineales, y su función de transferencia no está defini¬ 
da. A continuación se examinan éstos en forma individual. 


Distorsión de amplitud 


I a distorsión de amplitud se describe con facilidad en el dominio de la frecuencia; 
significa en forma simple que las componentes de frecuencia de salida no están en la 
proporción correcta. Como la causa de esto es que \H(f)\ no es constante con la frc- 
aiencia, a la distorsión de amplitud se le designa algunas veces como distorsión de 
jrecuencia. 


FIGURA 4.4 

Sefial de prueba *(/) = cos o; 0 í — Vi cos 3 aV 
-I- ■ 1/5 cos 5 OJ 0 Í. 



Las formas más comunes de distorsión de amplitud son atenuación excesiva o 
levantamiento de los extremos de las altas o bajas frecuencias en el espectro de la se 
tial. Menos común, pero igualmente molesta, es una respuesta desproporcionada a 
una banda de frecuencia dentro dei espectro. Mientras que la descripción dei domi 
mo de la frecuencia es fácil, los efectos en el dominio dei tiempo son mucho menos 
i jbvios, salvo para sefiales muy simples. Como ilustración, una sefial de prueba de 
manera conveniente simple es x(t) = cos co 0 t — X A cos 3 c o Q t + l/5cos5co 0 /, figura 
4 4, una aproximación burda a una onda cuadrada. Si la componente de baja o alta i re 
i uencia sc atenua a la mitad, las salidas resultantes son como se muestran en la figu 
ia 4.5. ('orno es de esperarse, la perdida de los términos dc alta frecuencia reduce la 
“agudeza” de la forma de onda. 
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FIGURA 4.5 

Seftal de prueba con distorsión de amplitud. (o) Atenuada la baja frecuencia; (b) 
atenuada la alta frecuencia. 


FIGURA 4.6 

Diagrama a bloques de un sistema de radio 
con dos trayectorias de propagación. 



Más allá de observaciones cualitativas, se puede decir un poco más acerca de la 
distorsión de amplitud sin un estúdio experimental de tipos específicos de sefiales. 
Los resultados de tales estúdios descansan por lo general en la respuesta de frecuen¬ 
cia requerida, es decir, el intervalo de frecuencias en el cual \H(f)\ debe ser constan¬ 
te dentro de una cierta tolerância (digamos ± 1 dB) de tal manera que la distorsión 
de amplitud sea suficientemente pequefia. 

EJERCICIO 4.2 Algunas veces los sistemas de radio presentan distorsión multitra- 
yectoria ocasionada por dos (o más) trayectorias de propagación entre el transmisor 
y el receptor. Como un ejemplo simple, supóngase que la sefial recibida es 

y(t) = K x x(t — t x ) + K 2 x(t — t 2 ) (3 a) 

Demuéstrese que la figura 4.6 es el diagrama a bloques equivalente y que, si 
(K 2 /K^ « 1 . 


\H(f )| kK, 


K 2 

1 + — cos 2nf(t 2 — t x ) 

A i 


(3b) 


Por lo que, una reflexión “débil” ocasiona rizos en la relación de amplitudes. 

Corrímiento de fase y distorsión por retardo 

Un corrimiento de fase lineal ocasiona un retardo de tiempo constante para todas las 
componentes dc frecuencia de la sefial. Así, con una respuesta de amplitud constan- 
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te, se tiene una salida sin distorsión. Si el corrimiento de fase no es lineal, las diferen¬ 
tes componentes de frecuencia sufren diferentes retardos de tiempo, y a la distorsión 
resultante se le designa distorsión de fase o distorsión por retardo . 

Para un corrimiento de fase arbitrário, el retardo en tiempo es una función de 
la frecuencia, llamado t d (f), y se puede encontrar escribiendo [H(f)] = - 2irft d (f) t 
tal que 


t â (f) = - 


arg [H(f)] 

2nf 


(4) 


lo cual es independiente de la frecuencia sólo si [H(f)\ es lineal con ella. 

Un área común de confusión es el retardo en tiempo constante contra corri¬ 
miento de fase constante . Lo primero es deseable y se requiere para transmisión sin 
distorsión. El segundo, en general, causa distorsión. Supóngase un sistema con 
corrimiento de fase constante 0. Entonces 


FIGURA 4.7 

Sefial de prueba con corrimiento de fase 
constante de — 90 °. 



cada componente de frecuencia de la sefial será retardado en 6/2tt ciclos de su pro- 
pia frecuencia; éste es el significado de corrimiento de fase constante. Pero los retar¬ 
dos en el tiempo serán diferentes, las componentes de frecuencia se mezclarán en el 
tiempo, y resultará la distorsión. Sin embargo, son aceptables los corrimientos dc 
fase constantes 0 = Oy±ml8O°. 

Aquel corrimiento de fase constante que produce distorsión se aclara de mane- 
i a simple, volviendo a la sefial de prueba de la figura 4.4 y desplazando cada compo¬ 
nente en un cuarto de ciclo, 9 = — 90°. Mientras que la entrada fue de manera 
burda una onda cuadrada, la salida se verá como una onda triangular, figura 4.7. 
C on un corrimiento de fase no lineal arbitrário, la deformación de la forma de onda 
puede ser aún más marcada. 

Se debe notar también en la figura 4.7 que los valores de pico de la sefial 
desplazada en fase son en forma sustancial mayores (alrededor dei 50%) que los de 
la seftal de prueba de entrada. Esto no es debido a la respuesta de amplitud, puesto 
que las amplitudes de salida de los tres componentes de frecuencia de hccho no han 
cambiado; más aún, esto es así porque las componentes de la sefial dislorsionada al 
canzan valores máximos o mínimos al mismo tiempo, lo cual no fue así a la entrada. 
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a inversa, si se hubiera empezado con la figura 4.7 como lu seflal deprueba un 
corrimiento de fase constante de + 90° conduciría a Ia figuru 4.4 para la forma de 
onda de salida. Asi, se ve que la distorsiónpor retardo solamente puede provocar un 
aumento o una dismmución de los valores pico, y otras alteraciones en la forma de 

Es obvio que la distorsión por retardo puede ser critica en la transmisión de 
pu sos, y se des perdi cia mucho trabajo igualando el retardo en la transmisión para 
sistemas digitales de datos y casos semejantes. Por otra parte, cl oído humano es en 
forma curiosa msensible a Ia distorsión por retardo; las formas de onda de las figu¬ 
ras 4.4 y 4.7 sonarían casi iguales al impulsar un altoparlante. Asi, la distorsión por 
retardo es raro que se presente en la transmisión de voz o música. 

Igualación 

La distorsión lineal -es decir, la distorsión de amplitud y por retardo- es en forma 
teórica remediable con el uso de redes de igualación. La figura 4.8 muestra un 

deTrWpr^^ Cn Ca , SCada C ° n Un Canal dC distorsión H c (f). Puesto que la función 
de transferencia completa es H(f) = H c (f)H eq (f) 


FIGURA 4.8 

Canal con igualador para distorsión lineal. 


Canal 


Igualador 



La salida final será sin distorsión si H c (f)HJf) = Ke~^, donde K y t d son 
constantes más o menos arbitrarias. Por lo tanto, se requiere que 


#«„(/) = 


Ke~ J<atd 


H c {f) 


( 5 ) 


dondequiera que X(f) * 0. 

Es raro el caso en que se puedadiseflar un igualador para satisfacer la ecuación 
(5) de manera exacta, lo cual explica por qué se dice que la igualación es un remedio 
teonco. Pero a menudo son posibles, aproximaciones excelentes, de tal manera que 
se puede reducir la distorsión lineal a un nivel tolerable. Es probable que la técnica 
de igualación más antigua sea el empleo de bobinas de carga en líneas telefónicas de 
pares torcidosf. Estas bobinas son inductores concentrados que se conectan en deri- 
vación a traves de la línea cada kifómetro o más, mejorando la relación de amplitu¬ 
des tipica .lustrada en la figura 4.9. Se ha disenado otros circuitos con elementos 
concentrados para tareas de igualación específicas. 

En fecha más reciente el igualador de línea de retardo variable o filtro trans¬ 
versal ha surgido como un dispositivo conveniente y flexible para ilustrar el princi- 


r I-n l'-vcrill y Anncr <1956. Cup H) sc traiu la teoria de cargmlo 
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pio, la figura 4.10 muestra una línea de retardo con un retardo de tiempo total 2A 
que tiene derivaciones en cada extremo y en la parte central. Las salidas de las deri- 
vaciones pasan a través de ganancias ajustables, c_ l ,c 0 ,yc 1 ,y sumadas conforman 
la salida final. Asi 


y(t) = c_ ,x(t) + c 0 x(t - A) + c j x(t - 2A) (6a) 

H e ff) = c_ l + c 0 e~ J,aíí + c 1 e~ Jto2A 

= (c_ 1 e +J “ A + c 0 + c t e- JaA )e- JaA (6b) 


\H(f) I 


FIGURA 4.9 

Relación de amplitudes de una línea telefónica 
típica con y sin bobinas de carga para 
igualación. 



/, kHz 


FIGURA 4.10 

Igualador de línea de retardo con derivaciones 
(filtro transversal) con tres de ellas. 


Línea de retardo con derivaciones 



< omo es obvio, éste es un arreglo conveniente, puesto que las ganancias de deriva- 
i ión varían con más facilidad que los elementos concentrados. Para demostrar la 
Mcxibilidad, supóngase c_ v = Cl < c 0 /2; entonces 

l^eq(/)| = c 0 + 2c í cos coA arg [H eq (f)] = -ojA 
1’or otra parte, si c_ x = — c\ y \c í | « c 0 , entonces 

I ( f) I ~ c 0 arg [// ctí (/)] ^ — (o A — —- sen ídA 

G» 

Por lo tanío, dcpcndiendo de Ias ganancias de dcrivación, se puod.cn igualar los ri/os 
de ampliíud o ri/os do Caso, o ambos. 
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Generalizando la ecuación (6 b) al caso de una llnea de retardo de 2MA con 2 M 
+ 1 derivaciones, 

«eq (/)=( X .. (7) 

la cual tiene la forma de una serie exponencial de Fourier con periodicidad de fre¬ 
cuencia 1/A. Por lo tanto, dado un canal H c (f) que va a ser igualado sobre \f \ < W , 
ise puede aproximar el segundo miembro de la ecuación (5) por medio de una serie de 
Fourier con periodicidad de frecuencia 1/A > W (con lo cual se determina A), y esti¬ 
mar el número de términos significativos (con lo cual se determina M), y acoplar las 
ganancias de derivación a los coeficientes de la serie. Por lo tanto, este método teóri¬ 
co de elevación de potência puede no necesitarse en casos simples tales como el dei 
siguiente ejemplo. 


Ejemplo 4.1 

Supóngase que se desea igualar la distorsión multitrayectoria descrita en el ejercicio 
4.2, donde 


H c (f) = K, 


■ K 2 - 
+ ^ e 


7 “ jvt i 


con (K 2 / A,) 2 < 1 y t 2 > t x . Aplicando la ecuación (5), el igualador debe tener 


U"Áj) = 


7 ~ 


K , 1 + C KJKJe 




FIGURA 4.11 

Característica de transferencia de un dispositivo 
no lineal. 


y =g[x] 



Tomando K = K x y t d = t x y desarrollando el denominador como una serie binomial 
de tres términos 




1 


TC, 


* jroiti 


e -ja>(t 2 -t,) 

< \ 2 

— 1 e~ j(ú(ít2 ~ t j) 

c a / 


, , K 2 (K 

' 2 \ 2 


U) -- f 1- 

2 \ {t 7<"(0 f i ) 

(J - ./< u (o - 1 1: 

K, \K 
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Comparando esto con la ecuación (6b) se revela que un filtro transversal de tres deri¬ 
vaciones funcionarán si c x = 1, c 0 = — (K 2 /K x ) y c x = (K 2 /K i) 2 » y A = t 2 — 

Distorsión no lineal 

Un sistema que tiene elementos no lineales no se puede describir por medio de una 
función de transferencia. En vez de eso, los valores instantâneos de entrada y salida 
se relacionan por medio de una curva o función .y(0 = g[x(OL designada en forma 
común como la característica de transferencia . La figura 4.11 es una característica 
de transferencia representativa; el achatamiento de la salida para valores de entrada 
grandes es el efecto familiar de saturación y corte de los amplificadores a transisto¬ 
res. Se considerarán sólo dispositivos sin mewtoria para los cuales la característica de 
transferencia resulta una descripción completa. 

Bajo condiciones de entrada de seflal pequefla, es posible hacer lineal la 
característica de transferencia en una modalidad a tramos, como se muestra con las 
líneas delgadas en la figura. La aproximación más general es una aproximación poli- 
nómica a la curva, de la forma 

y(i) = a x x(t) + a 2 x 2 (i) 4- a 3 x 3 (t) + * ■ * (8a) 

Son las más altas potências de x(0 en esta ecuación que dan lugar a la distorsión no 
lineal. 

Aun cuando no se tiene la función de transferencia, se puede encontrar el es¬ 
pectro de salida, al menos de una manera formal, transformando la ecuación (8a). 
De manera específica recurriendo al teorema de la convolución, 

Y(f) = a x X(f) + a 2 X* X(f) + a 3 X*X* X(f) + * ■ * (M) 

Ahora, si x(f) es de banda limitada en W 9 la salida de una red lineal no contendrá 
frecuencias más allá de \f \ < W. Pero en el caso no lineal, se ve que la salida incluyc 
X * X(f), la cual es de banda limitada en 2 W,X*X* X(f ), la cual es de banda li¬ 
mitada en 3 W, etc. Las no linealidades han dado lugar, por lo tanto, a componentes 
de frecuencia que no estaban en la entrada. Además, puesto que X * X(f) puede 
contener componentes para |/| < W , esta porción dei espectro se traslapa al de 
X(f). Empleando técnicas de filtrado, los componentes agregados en |/l > W sc 
pueden remover, pero no hay una forma apropiada de rechazar las componentes 
agregadas en |/| < W. Éstas, de hecho, constituyen la distorsión no lineal. 

Se obtiene una medida cuantitativa de la distorsión no lineal, empleando una 
onda cosenoidal simple, x(/) = cos como la entrada. Insertando en la ecuación 
(8a) y desarrollando se llega a 

vU)= (f + t' + "') + ( a > +3 ? + ■••) cos "° , + (f + ^r + "') cos2, "" /1 

Por lo que, la distorsión no lineal aparece como armónicas de la onda de entrada. I -a 
cantidad dc distorsión por segunda armónica es la relación de la amplitud de este léu 
mino a la de la fundamental, o en porccnlaje: 
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Distorsión por segunda armõnica 


<22/2 tf4/4 + 
üy 4 - 3^3/4 + 


x 100% 


Las armónicas de orden superior se tratan de manera similar. Sin embargo, sus efec- 
tos son en forma general mucho menores, y muchas se pueden remover por comple¬ 
to por medio de filtrado. 

Si la entrada es una suma de dos ondas cosenoidales, digamos cos ü) X t + cos 
cJ 2 f, la salida incluirá todas las armónicas de f x y / 2 , más los términos de producto de 
cruz con los que se llega a f 2 — /i,/ 2 + / a ,/ 2 — 2/i, etc. Estas frecuencias suma y di¬ 
ferencia se designan como distorsión de intermodulación . Generalizando el efecto de 
intermodulación, si x(0 = x x (t) + x 2 (t ), entonces y(t) contiene el producto cruz 
x\{t)x 2 {t) (y productos de orden superior, que se omiten aqui). En el dominio de la 
frecuencia x x (t)x 2 (t) resulta ser X x * X 2 (f)\ y aun cuando X x (f) y X 2 (f) pueden ser 
separadas en frecuencia, X x * X 2 (f) pueden traslaparse sobre ambas, dando lugar a 
una forma de diafonía. Este aspecto de distorsión no lineal es de particular interés en 
sistemas de transmisión telefónica. Por otra parte, el término producto cruz es el re¬ 
sultado deseado cuando se emplean dispositivos no lineales para propósitos de mo- 
dulación. 


Compresión—Expansión (Compansión) 

Aunque la distorsión no lineal no se puede remediar en una forma perfecta, se le 
puede reducir por medio de un disefio cuidadoso. La idea básica es estar seguro de 
que la sefial no excede el intervalo de operación lineal de la característica de transfe¬ 
rencia dei canal. En forma irónica, una estratégia en relación con esto incluye 


FIGURA 4.12 

Sistema de compresión-expansión. 



dos dispositivos no lineales , que son un compresor y un expansor, como se muestra 
en la figura 4.12. 

Un compresor es un dispositivo que tiene mayor amplificación a bajos niveles 
de sefial que a los altos. Puesto que la amplificación es la derivada de la 
característica de transferencia con respecto a la entrada, una característica 
^compMOl de compresor tipica seria como la mostrada en la figura 4.13. Nótese que 
un compresor comprime el intervalo de la sefial de salida. Por lo que, si el intervalo 
comprimido cae dentro dei intervalo lineal dei canal, la sefial en la salida dei canal 
será proporcional a £ comp [x:(/)] la cual se distorsiona por el compresor pero no el ca¬ 
nal. En forma ideal, entonces, el expansor debe tener una característica que comple¬ 
mente en forma perfecta al compresor; es decir, menos amplificación a niveles bajos 
de sefial, etc. Así, la salida final será proporcional a g exp [g comp [x(t)\\ = x(0 como se 
desea. 

Es uso conjunto de la compresión y la expansión se conoce como compansión 
U.sorpresa?) y resulta de un valor singular en sistemas telefónicos. Además tle icnic- 
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FIGURA 4.13 

Característica de transferencia típica de 
un compresor. 


^comp [■*! 



diar la distorsión no lineal, la compansión tiende a compensar la diferencia de nivel 
de seflales entre sonidos altos y suaves. En realidad, esto último es la ventaja clave de 
la compansión comparada con la técnica más simple de atenuar en forma lineal la se¬ 
fial en la entrada (para mantenerla en el intervalo lineal dei canal) y amplificaria en 
forma lineal a la salida. 

4.3 TRANSMISIÓN ANALÓGICA 

Tratando todo junto, como hasta ahora, esta sección aplica los resultados de las 
anteriores al caso de la transmisión analógica. Por transmisión analógica se debe 
entender aquellos sistemas en los cuales las formas de onda que conducen la informa- 
ción se reproducen en el destino sin el empleo de técnicas de codificación digitales. 





I IGURA 4.14 

Sistema de transmisión analógica. 


El análisis será en términos de una forma de onda arbitraria o mensaje desig¬ 
nado por x(t). Mejor aún, x{t) representa el conjunto de mensajes probables de una 
luente dada. Aunque tales mensajes no son estrictamente de banda limitada, es 
correcto suponer que existe alguna frecuencia superior —llàmesele W— arriba de la 
cual el contenido espectral se pasa por alto, y no es necesario para conducir la infor- 
niación en cuestión. Así, se define 

W = ancho de banda de mensaje analógico 

en d sentido de que 

G\( /) x 0 para \J\ > W (I) 

Se suponc además cigodicidad de lai manera que (\ 2 (r)) y \ 2 son intcrcambiablcs. 
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Relación senal a ruido 

La figura 4.14 amplifica la 4.1 para la situación en cuestión. De manera específica, 
el transmisor resulta ser simplemente un amplificador con ganancia de potencial, 
tal que S T = ^ T x 2 , y el filtro dei receptor será un filtro pasabajos cercano al ideal 
con ancho de banda W 9 tal que B N » W. Los otros parâmetros son los mismos que se 
definieron en la sección 4.1. 

' Si el retardo de transmisión total es t d y no hay distorsión sobre \f | < W , la se- 
flal de salida es 


yÁt) 


y R \ m 


-m 


x(t - t d ) + n D {i) 


de tal manera que las potências de seflal y ruido en el destino son 


Sn = íll* E[x 2 (í - Q) = ? T 9r ~ 2 


S£ 

Nn — n D 2 = *3 R rj W 


se 


Por lo tanto 


(1\ = 

\nJ d S£r\W J et]W 

o, puesto que S T JSe = S R , 

(S\ 

\nJ d r\W 


( 2 ) 


(3) 

(4) 


En la tabla 4.2 se listan valores representativos de ( S/N) D para seüales analógi¬ 
cas seleccionadas con el intervalo de frecuencia. El limite superior dei intervalo de 
frecuencia es el valor nominal de W . El limite inferior también tiene significado en el 
diseilo puesto que, por razón de los transformadores y capacitores de acoplamiento, 
muchos sistemas de transmisión analógica no responden conforme el sistema se 
acerca a la CD. 

La ecuación (4) expresa ( S/N) D en términos de algunos parâmetros muy bási¬ 
cos, o sean, la potência de la seflal y la densidad dei ruido a la entrada dei receptor, y 
el ancho de banda dei mensaje. Esta combinación en términos ocurrirá una y otra 
vez, en forma particular cuando se comparen vários tipos de sistemas; así, se le da 
un símbolo particular para su definición 



Aqui, 7 es igual a ( S/N) D para transmisión de banda base analógica. Se puode in¬ 
terpretar también el denominador 17 W como la potência de ruido en el ancho de han~ 
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da dei mensaje 9 aunque N D difiere d e rjW en^. (Recuérdese que este factor de ga¬ 
nancia se cancela en las relaciones serial a ruido.) 

Como la ecuación (4) presupone condiciones de transmisión sin distorsión, 
ruido blanco aditivo, y un filtro cercano al ideal, es más exacto decir que 

(6) 

En otras palabras, y por lo general es un limite superior para la banda base analógi¬ 
ca que puede o no alcanzarse en un sistema real. Por ejemplo, el ancho de banda de 
ruido en un filtro pasabajas práctico será algo mayor que el ancho de banda dei 
mensaje, dando ( S/N) D = S R / t)B n < y. De manera similar, las no linealidades que 
causan que la salida incluya. 

Tabla 4.2 REQUISITOS DE TRANSMISIÓN TÍPICOS PARA SENALES ANALÓGICAS 
SELECCIONADAS 


Tipo de seflal Intervalo de frecuencia Relación seflal 

a ruido. dB 


Voz apenas inteligible 

500 Hz-2 kHz 

5-10 

Voz en telefonia de buena calidad 

200 Hz-3.2 kHz 

25-35 

Audio para radiodifusión de AM de buena calidad 

100 Hz-5 kHz 

40-50 

Audio de alta fidelidad 

20 Hz-20 kHz 

55-65 

Video en televisión 

60 Hz-4.2 MHz 

45-55 


los términos veces-seíial-ruido también reducen la relación seiial a ruido efectiva. 
Por otra parte, la compansión puede dar íugar a mejoras de consideraciónt Los 
efectos de la distorsión lineal y de ruido no blanco se examinan simultáneamente, a 
continuación. 


Filtros terminales óptimos ★ 

( uando el ruido es no blanco y/o el canal requiere de una considerable igualación, 
la aproximación más que sencilla hecha antes, debe sustituirse por una técnica más 
compleja en la cual los filtros disefíados en forma especial se incorporan a Ias do,$ 
terminales, el transmisor y el receptor. La figura 4.15 es el diagrama dei sistema, con 
las ganancias de potência 1 / 5 ?, y % esta vez absorbidas en las funciones de re:>- 
puesta de frecuencia H T (f) 9 H c (f) y H R (J). 


x(t\ 


G„(f) 






FIGURA 4.15 
! Vín^r ftannell (IV70, ( up }), 
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no habiendo razón para creer que GAJ) sea mayor o menor a una frecuencia parti¬ 
cular. Prosiguiendo con esta suposición, se obtendría un buen diseflo, pero no nece- 
sariamente el óptimo. 

En realidad, la ecuación (15) es la suposición fundamental de la aproximación 
previa que se tuvo, donde se consideró al ruido como blanco y se dijo que el filtro re¬ 
ceptor sirve sólo para eliminar el ruido fuera de banda. Aclarando este punto, sea 
G„(f) = 17/2 y sea el canal sin distorsión tal que \H c (f)\ 2 = Entonces, insertan- 
Üo en la ecuación (13) se demuestra que los filtros terminales resultan ser filtros pasa- 
bajas ideales en tanto el denominador de la ecuación 14 es 



(^x 2 r]/4W) l/2 dj 


2 


d£x 2 r)W 


tal que (S/N) Dmàx = S T l<£ n W = S R /r,W = y. 


EJERCICIO 4.3 Considérese un sistema que tiene \H c (f)\ 2 = 1 /if y G„(f) = 
(t]/2)(l + a 2 / 2 ) 2 . Tomando G x (f) de la ecuación (15), encuéntrese ( S/N) z>máxen tér¬ 
minos de S K y compárese con ( S/N) D cuando el filtro receptor es un filtro pasabajas 
ideal con B = W. Respuesta: (S/N)» m , M = S Kf ri1V[l + (a 2 W 2 /3)] 2 , (S/N) D = 
S R / T)W[1 + (2a 2 W 2 /3) + (a*W*/ 5)]. 


FIGURA 4.16 

La integrai seno, Si (/) = (sen \)/\dk. 


Si(t) 



4.4 TRANSMISIÓN DE PULSOS 

La transmisión de pulsos difiere de la transmisiòn analógica en que no interesa la 
reproducción fiel de la forma de onda dei mensaje, sino más bien detectar la presen¬ 
cia de un pulso para analizar a dos o más pulsos espadados en forma cercana, y me¬ 
dir su amplitud o su posición en el tiempo. Ejemplos de esto, son los sistemas te¬ 
legráficos o de radar. Esta sección está dedicada a examinar los efectos dei ancho de 
banda limitado y dei ruido aditivo en transmisión de pulsos en banda base. 

Requisitos de ancho de banda 

Los pulsos cortos tienen grandes anchos espectrales, como se ha dicho una y oira 
ve/ Jnvirtiendo esta obscrvación, se puede decir que dado un sistema de ancho de 


4.4 TRANSMISIÓN DE PUI SOS 15 


banda fijo, existe un limite inferior en la duración de los pulsos a la salida, es decir 
una duración de pulso de salida mínima. En consecuencia, el número máximo di 
pulsos de salida distintos que se pueden analizar por unidad de tiempo está limitadí 
por el ancho de banda dei sistema. 

Para situar el tema con un fundamento cuantitativo, seax(/) = AU(t/T) t ui 
pulso rectangular, la entrada a un filtro pasabajas ideal o cercano al ideal con anch< 
de banda B , con ganancia unitaria y retardo en tiempo cero, tal que H(f) = 
n (f/2B). Puesto que el espectro de entrada X(f) = Ar senc fr tiene simetria par, li 
transformada de Fourier inversa para la salida y{t) = jr-i [H(f)X(f)\ se simplificí 
a 

y(t) = 2 f Ar sen7I ^ T cos 2 nft df 
Jq njT 


A T í iB sen 7 r/( 2 í + t) 
n [J 0 / 



sen7t/(2f — t) 

7 


df 


la cual es aún una integral no elemental que requiere de evaluación en serie. Por for 
tuna, el resultado se puede expresar en términos dei seno integral tabulado. 


sí(o= r 


sen X 


dk 


d 


según la gráfica de la figura 4.16. Cambiando las variables de integración se llega fi 
nalmente a 



lo cual se muestra en la figura 4.17 para tres valores dei produeto Br. Nótensc lo 
precursores originados por el filtro ideal. 

A despecho de involucrar más matemáticas, las conclusiones obtenidas de li 
figura 4.17 son muy simples. Se ha dicho que el ancho espectral de un pulso rcclan 
guiar es en forma aproximada l/r. Para By$ l/r, la sefial de salida es de mancri 
esencial no distorsionada; mientras que para B ^Sfl/r, el pulso de salida se extiende 
y (iene una duración que depende más dei ancho de banda dei filtro que de la sefln 
dc entrada. Como una regia a la mano, burda pero muy útil, sc puede decir que h 
duración de pulso dc salida mínima y cl ancho de banda sc relacionai! poi medio d< 
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con tal que el pulso de entrada tenga r < Yendo algo más lejos, se puede de- 
cir también que el número máximo de pulsos de salida analizados por unidad de 
tiempo es en forma aproximada l/r min = 22?. Esto se logra empleando pulsos de en¬ 
trada de una duración menor que ViB y espadados en tiempo en ViB. La figura 
4.18,' que muestra las sefiales de entrada y salida para dos pulsos espadados por r, 
resiste esta afirmadón. 

Con la detecdón y análisis de pulsos, se puede tener interés en el problema de 
la ubicadón de pulsos o medidón de posidón con respecto a algún tiempo de refe¬ 
rencia. Por lo general, las mediciones de posición están basadas en el borde principal 
dei pulso y para ese propósito son deseables los pulsos rectangulares, puesto que el 
borde tiene una posición única. Pero las formas de pulso realizables se elevan en for¬ 
ma más gradual hacia sus valores pico, ocasionando que la posición dei borde prin¬ 
cipal sea ambigua y su medidón menos evidente. La 


FIGURA 4.18 

Análisis al pulso de un filtro pasabajas 
ideal, B = Vi r. 



regia convencional acerca de la incertidumbre se establece en términos dei tiempo de 
subida , definido como el intervalo requerido por el pulso para ir de cero a la ampli¬ 
tud total o dei 10 al 90% de la amplitud total. Se dice entonces que la incertidumbre 
en cuanto a la medidón de posición de pulsos es en forma aproximada igual al tiempo 
de subida r r . En relación a la figura 4.17 se ve que el tiempo de subida de un pulso 
filtrado es proporcional al ancho de banda. Por lo que, se tiene como otra regia a la 
mano, 


1 

T. . > - 

r min — 2B 


(4) 


Cuando los pulsos de entrada tienen r t < r los pulsos de salida tendrán 
tiempos de subida no menores que ViB y la incertidumbre de ubicación mínima 
es aproximadamente ViB. En forma alterna, si el tiempo de subida de la entrada es 
mayor que ZiB, el tiempo de subida de la salida será, aproximadamente, el mismo 
que el de entrada. 

Queda convenido que las ecuaciones (3) y (4) son guias burdas basadas en cl 
caso de una entrada rcclangular a un filtro pasabajas ideal; las eualcs son, no obs- 
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FIGURA 4.19 

Mediciones de pulsos en ruido aditivo, (a) Diagrama a bloques; ( b) pulso filtrado 
con ruido. 


tante y en general, útiles. En estúdios de otras formas de pulsos y otros filtros pasa¬ 
bajas, se demuestra que estas desigualdades son apropiadas, tomando B como el 
ancho de banda a 3 dB. 


Mediciones de pulsos en ruido aditivo 

Sea un pulso (no es necesario que sea rectangular) contaminado con ruido blanco 
aditivo y pasado a través de un fitro pasabajas cuyo ancho de banda equivalente de 
ruido y ancho de banda a 3 dB son casi iguales, figura 4.19a. Si el tiempo de subida 
dei pulso de entrada es pequeflo en comparación con 1/25, la forma dei pulso de sa¬ 
lida puede ser aproximada a un trapezoide más ruido n D (t), figura 4.196. Así, las 
mediciones de la amplitud dei pulso y de la posición seràn erróneas obedeciendo al 
ruido. 

En el pico dei pulso de salida, y D (t) = A + n n (t), se puede definir la amplitud 
cuadrática media normalizada de error como 




2 A 



A 2 


(5a) 


FIGURA 4.20 

Vista ampliada de una perturbación de ruido. 



Pero la energia dei pulso de salida es E 


A 2 ry r > 1/22?; en consecuencia 


( 


2 


A 


*± 
“ 2/; 


<-V>) 


lo cual da un limite interior en el error. Este limite inferior es válido cuando r 
1/2 B. 
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Las mediciones de posición por lo general se hacen anotando el tiempo en el 
cual el pulso de salida excede algún nível fijo, digamos A/2. Entonces, como se ve 
en la gráfica aumentada de la figura 4.20, el error de posición en tiempo es At = 
( T r /A)n D (t ) —por semejanza de triângulos— y el error cuadrático medio normali¬ 
zado por medio de r 2 es 





(6a) 


Por último, insertando r r > 1/25 y E = ^4 2 r se llega al limite inferior 


4BEt 


(6b) 


En contraste con la ecuación (5ó), este limite inferior se logracuando r r = ViB y r 
» T r . Así, se debe emplear el ancho de banda más grande posible para reducir al 
mínimo los errores en la medición de posición. 

Por lo pronto, el lector debe haberse percatado de que el análisis de la transmi- 
sión de pulsos es en gran manera intuitivo y de tipo exploratorio. Son posibles las 
investigaciones más refinadas de casos concretos, de manera notable el caso de la 
detección óptima de pulsos que se examina a continuación. Sin embargo, los resulta¬ 
dos que se admitieron en su forma burda anteriormente, aún son valiosas guias para 
el disefío de sistemas de transmisión de pulsos, y las recíprocas de las ecuaciones (5) y 
(6) llevan en forma paralela el concepto de relación de sefial a ruido de la transmi¬ 
sión analógica. 


Detección óptima de pulsos-filtros acoplados ★ 

En forma similar a los filtros terminales óptimos para transmisión analógica, existe 
un filtro receptor óptimo para la detección de un pulso de forma conocida x(t) con¬ 
taminado con ruido aditivo con densidad espectral conocida G n (f). Tales filtros se 
designan como filtros acoplados , y se emplean en forma extensa en sistemas de radar 
y de transmisión de datos. 


FIGURA 4.21 


GJf) 



y{t) + Ruido 


Considérese la situación de la figura 4.21, donde la forma dei pulso de salida 
no es importante a menos que se desee aumentar su amplitud en algún tiempo ar¬ 
bitrário, digamos f 0 , y reducir al mínimo el ruido de salida. En ausência de ruido, la 
sefial de salida pico en l ® t 0 cs 
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relaciona la ecuación (11) al estúdio anterior y demuestra por qué a // ôpl (/) se lc 
llama un filtro acoplado. 


EJERCICIO 4.4 Para el caso de ruido blanco G n (f) = r//2, demuéstrese que 


X*o)l 2 l JM* 

- N Jmàx V 


(12a) 


donde E x es la energia en *(/)• También demuéstrese que 


M') = 1 I^ôpt(/)] = Kx (*o " 0 02 h) 


así, la respuesta de impulso tiene la misma forma que el pulso de entrada invertido en 
tiempo y desplazado en / 0 . (Sugerencia: Empléese el hecho de que v( — t) *—* V*(f) 
cuando v(í) es real.) 


4.5 TRANSMISIÓN DIGITAL 

Se concluye este capítulo con un breve examen de la transmisión digital en banda bu- 
se. De manera fundamental, un mensaje digital no es otra cosa que una secuencia or¬ 
denada de símbolos obtenidos de un alfabeto de tamafío finito ji. (Por ejemplo, una 
fuente binaria tiene fi = 2 y los símbolos alfabéticos son los dígitos 0 y 1.) El objeti¬ 
vo de un sistema de comunicación digital es transmitir el mensaje en un lapso prees- 
tablecido con un mínimo de errores. Así, la velocidad de senalización y la probabili- 
dad de error juegan el mismo papel en la transmisión digital, que el ancho de banda 
y la relación sefial a ruido juegan en la transmisión analógica. Más aún, existe una 
estrecha relación entre la velocidad de sefialización y el ancho de banda y entre lu 
probabilidad de error y la relación sefial a ruido. 

Formas de onda y rapidez de senalización 

Es normal pensar de una sefial digital como en algo que es una hilera de pulsos rec- 
tangulares de amplitudes discretas. Y, en efecto, esa es a menudo la forma en que 
viene de una fuente de datos. A modo de ilustración, la figura 4.22a muestra el men¬ 
saje binário 10110100 como podría aparecer a la salida de un computador digital. 
Esta forma de onda, una secuencia simple de conectar-desconectar ( on-ofj ), se diec 
que es unipolar, porque tiene sólo una polaridad, y sincrónico, porque todos los pul¬ 
sos tienen igual duración y no existe separación entre ellos. Las seflales unipolarcs 
contienen una componente de CD diferente de cero que es difícil de transmitir, no 
conduce información y es un gasto inútil de potência. De manera similar, las sefiales 
sincrónicas requieren coordinación en tiempo, en transmisor, y en receptor, lo ciutl 
significa complicaciones de disefío. La sefial polar (dos polaridades) con retorno a 
cero de la figura 4.22Ó abarca ambos problemas, pero los “cspacios” que efcclúan 
la autosineronía de la sefial son un desperdício de tiempo de transmisión. Si la condi 
ciún más importante a considerar es la eficiência, será preferible la sefial sincrónico 
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y(to)=&- l mf)x{m t=to 

= Ç HJ)X(f)e +Jí °'° df (7) 

donde X(f) = &[x(t)]. (Se emplean las transformadas de Fourier más que la densi- 
dad espectral, dado que el pulso es una sefial de energia conocida.) La potência de 
•ruido de salida es 

i 

N=f \HJ)\ 2 G„(f)df (8) 

y la cantidad máxima es 

|y(r 0 )| 2 lí^HX^dfl 2 

N J-oo \H\ 2 G n df } 


donde H(f) es la única función en el arreglo. 

Para determinar // ópt (/), se recurre de nuevo a la desigualdad de Schwarz, 
ecuación (12), sección 4.3, esta vez en la forma 


W^VW* df \ 2 
í-JV\ 2 df 


r°° 

<| \w\ 2 df 

J — 00 


cuyo primer miembro es el mismo que el de la ecuación (9) con 


V = HG„ 1/2 


* Me'"' 0 Xe J ° 

W* = -= —rpT 

V G„ 1/2 


Dado que la desigualdad resulta ser una igualdad cuando V(f) = KW(f), la rela- 
ción en la ecuación (9) será máxima si 


"óp,(/)=* 


X*(f)e~ ja, ° 

GJJ) 


( 10 ) 


donde K es una constante arbitraria, como lo es t 0 . Por lo que, 


~ |j'(<o)l 2 i = r l*(/)l 2 

. N 1 Jrnta J-oo GJJ) 


dl) 


si el filtro se optimiza. 

Obsérvese en la ecuación (10) que H bpt (f) da importância a las frecuencias 
donde \X(f)\/G n (f) es grande, y viceversa, en una forma similar al filtro receptor 
óptimo para transmisión analógica, ecuación (13o), sección 4.3. De manera infortu¬ 
nada, vuelve a ser menudo irrealizable f en forma física porque la corres- 

pondiente respuesta de impulso es diferente de cero para t < 0. El siguiente ejercicio 

t Thomas ( 1969 , Cap 5 ) investiga el problema de la optimización con una limitaciòn tlc icnli/.n 
ciòn 
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FIGURA 4.22 

Formas de onda digitales. (tf) Sincrónica uni- 
polar; ( b ) polar con retorno a cero; (c) 
sincrónica polar; ( d ) cuaternaria sincrónica 
polar. 


0 - - 1 --- 1 


10 H 01 00 

(d) 


polar (Fig. 4.22c). Un caso ilustrado de nivel múltiple, lo vemos en la figura 4.22f/ 
cn la cual una senal cuaternaria (pt = 4) se deriva por agrupamiento de dígitos biná¬ 
rios en bloques de dos. 

Haciendo caso omiso de los detalles específicos, la senal de entrada dei canal 
es una representación analógica dei mensaje digital que generalmente se pucdc 
describir como un tren de pulsos de la forma t 


x(í) = ç a k p(t - (I) 

donde a k es el nivel de amplitud que representa el k-é simo dígito dei mensaje, p( t) cs 
la forma básica dei pulso con valor pico p(0) = 1, el espaciamiento entre pulsos 
es 1 /r, y r es la velocidad de seftalización. Por ejemplo, la sefial sincrónica polar de la 
ligura 4.22c tiene a k = ± a y p(t) = Il(//r), donde la duración dei pulso es r 
\/r. Una sefial con retorno a cero tendría r < l/r. 

Si el canal es lineal y sin distorsión a todas las frecuencias; es decir, tiene ancho 
de banda infinito, entonces p(t) no sufre degradación en la transmisión, y se pucdc 
lograr una velocidad de seftalización arbitrariamente grande por cl uso dc pulsos 


t TI imiicc k indiui In sccuenda dc tícinpo, y sus limiles, nmiiidos cu In ccunciòii (I), tpic dcpcmlrn 
dcl momcnlu cu que cl mensaje cmpic/n y Iciminu 
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muy cortos. Pero un canal real tiene un ancho de banda finito y una respuesta de fre- 
cuencia menor que la ideal, por ello los pulsos se dispersan o extienden y se trasla- 
pan. El ingeniero debe, por tanto, conformar la sefial de salida para reducir al 
mínimo la interferencia intersimbólica debida al traslapamiento y, al mismo tiempo, 
aumentar al máximo la velocidad de senalización, objetivos que son mutuamente 
contradictorios. 

Este problema se ha estudiado desde los primeros dias de la telegrafia, pero 
fue Harry Nyquist (1924, 1928) el primero en establecer la relación ancho de banda- 
velocidad de sefialización: 

Dado un canal pasabajas de ancho de banda B , es posible transmitir símbolos indepen- 
dientes a una velocidad de r < 2B símbolos por segundo sin interferencia intersimbóli¬ 
ca. No es posible transmitir símbolos independientes a r > 2 B. 

Nótese que r < 2B está de acuerdo con la regia de resolución de pulsos de la sección 
4.4, puesto que r < \/r. 

Es fácil demostrar la segunda parte de la relación, suponiendo que se trata de 
sefíalizar a 2 (B + e) símbolos por segundo, siendo e positiva pero arbitrariamente 
pequeiia. Una secuencia de mensaje posible, está formada por dos símbolos alter- 
nantes en forma indefinida 01010101, por ejemplo. La forma de onda resultante dei 
canal es periódica con periodo \/{B + e) y contiene sólo la frecuencia fundamental 
/o = B + e más sus armónicas. Puesto que el canal no permite el paso de frecuencias 
mayores que B , la salida dei canal será cero y una componente de CD posible pero 
no útil. 

Para sefíalizar a la velocidad máxima r = 2 B se requiere una forma de pulso 
muy especial, o sea, el pulso senc 

p(t) = senc rt (2) 


el cual es de banda limitada en B = r/2 y por lo mismo no sufre distorsión cuando se 
transmite. Por supuesto que p(t) no es limitada en tiempo, pero tiene cruzamientos 
periódicos cero , es decir, 


Así, si se forma la sefial 


/>(™)=senciH = {J 


m = 0 
m ^ 0 


*(0 = I 

k 


<4 senc r 


(' 



a fc senc(rí — k) 


entonces en cualquier tiempo t = m/r. 



= Y, ã k SenC ( m — &) 

k 


(3a) 


(3b) 


como se ilustra en la figura 4.23. En otras palabras, dados los cruzamientos cero, el 
traslapamiento de pulsos no ocasiona interferencia intersimbólica si se muestrea a 
x (0 en forma periódica a la velocidad r = 2B. 

Como puede inferir el lector, en este caso se necesita la información de tiempo 
entre transmisor y receptor; es decir, la sefialización debe estar exaclamcnlc sincro- 
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FIGURA 4.23 

La forma de onda digital *(/) = £ a k senc {rt - kl 

k 


mzada en r = 2 B. Ademàs, esta aproximación sólo es válida con un canal pasabajas 
ideal. El problema general de la formación de pulsos se trata adelante (Cap. 10), por 
ahora se tomará a x(t) como en Ia ecuación (3), la cual viene a ser la elecciónmás 
efectiva si el ancho de banda es limitado. Por otra parte, si el ancho de banda dispo- 
mble resultara grande comparado con r, entonces los pulsos rectangulares serían la 
elección más conveniente. 

EJERCICIO 4.5 Demuéstrese que la senalización sincrónica en r = B, es posible 
si p{f) = senc 2 rt. 


Kuido y errores 

La figura 4.24 muestra los elementos básicos de un receptor de banda base digital. La 
sefial recibida K R x(t) está contaminada por ruido aditivo pero un filtro pasaba¬ 
jas cercano al ideal elimina el ruido fuera de banda dando lugar a 

y{ 0 = K k x( t) + n(t) 


Ruido 


K R x(t) 



Dígilns de 
salidu 


FIGURA 4.24 

Receptor digilal de banda base 


donde se han omitido los índices D por conveniência. La sefial analógica v(/) se ope 
ra entonces por medio de un convcrtidor analógico a digital (A/D) cuya función es 
iccuperar o nwrwrur cl mensaje digital. Se proporciona sincroni/.ación al conveiti 
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FIGURA 4.25 

Forma de onda binaria polar más ruido. 


,v(0 



dor A/D para que así pueda muestrear >>(/) en los tiempos óptimos t = m/r cuando 
no haya interferencia intersimbólica, es decir, y(m/r) — K r a m + n(m/r). 

Para comenzar con un caso sencillo, considérese la recepción de una sefial bi¬ 
naria polar con K R a k = ± A que representa los digitos binários 1 y 0. En la figura 
4.25 se ilustra una forma de onda típica de sefial más ruido ^(0 como aparecería a la 
entrada de un convertidor A/D, suponiendo ü = 0. Una técnica de conversión di¬ 
recta es decidir en los momentos apropiados, úy(m/r) está más cerca a + A (inten¬ 
ta presumiblemente ser un 1) o más cerca a — A (intenta presumiblemente ser un 0). 
De manera intuitiva, la regia de decisión lógica viene a ser: escójase 1 si y(m/r) > 
0, escójase 0 si y(m/r) < 0, yláncesealaireunamonedasi^(w/r) = 0. (Este últi¬ 
mo caso, por raro, no recibirá maycr atención.) El convertidor puede, por lo tanto, 
tomar la forma de un circuito de decisión sincronizada cuyo cruce o nivel de umbral 
se pone en cero, y los errores de conversión ocurren siempre que el ruido venga a ser 
y(m/r) en el lado erróneo dei umbral en el tiempo de decisión. 

Así, en lo que a probabilidades de error se refiere, se tienen dos variables 
aleatórias f 


y 1 = A + n y 0 = -A + n (4) 

correspondientes a los dígitos intentados 1 y 0. Entonces, si fue intentado un 1, la 
probabilidad condicional de error de conversión es 

P €í — P(error| 1 sent) = P(y l < 0) = P(A + n < 0) (5a) 

y de manera similar 

P eo = P(error 10 sent) = P(y 0 > 0) = P( - A 4- n > 0) (5b) 

En consecuencia, la probabilidad de error neta resulta ser 

Pe=PlP ei + Po P eo ( 6 ) 

donde P x y P 0 son las probabilidades de dígitos en la fuente, no necesariamente 
iguales aunque generalmente lo son. En cualquier caso + P 0 = 1, puesto que uno 
u otro deben ser transmitidos. 


t Aqui, por scncillc/, se cmplcun letras minúsculas para simbolizar las variables ulculorius 
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FIGURA 4.26 

Funciones de densidad de probabilidad sefial-más-ruido para seflalización binaria 
polar. 


En este punto se supone que n(t) es un proceso gaussiano de valor medio cero con 
variancia a 2 , así su función de densidad de probabilidad es 

Pn(n ) = e~ n2l2a2 (7) 

y/2n o 

Esta suposición no es dei todo falsa para sistemas lineales de banda base, puesto que 
la mayor parte de los ruidos eléctricos son gaussianos y las funciones gaussianas son 
invariantes bajo operaciones lineales. Se desprende de la ecuación (4) que y x y y 0 
son también gaussianas con la misma variancia a 2 pero con valores médios 

y x = +A y 0 = — A 

La figura 4.26 resume la situación de manera conveniente al mostrar las dos fun¬ 
ciones de densidad de probabilidad, p y \(yi) = p n (y\ - A)yp^(yo) = p n (y$ + A) 
de las cuales se calcularán P y P . 

ei J e 0 

Recordando la interpretación de área de las funciones de densidad de probabi¬ 
lidad, 


Peo = P(>'o > 0 ) = [ p yo (y 0 ) dy 0 


1 

+Jlno 

1 



(yo + A) 2 /2a 2 


" A2/2 dk 


dy 0 


ilonde se ha efectuado el cambio de variable X = (y 0 + A )//. Esto pone a P^ en la 
misma forma que la función Q(k) t ecuación ( 8 ) (Secc. 3.4), con k = A /o. Además, 
notando la simetria de la figura 4.26, P(y\ < 0 ) = P(y Q > 0 ) tal que 
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Por lo tanto, de la ecuación ( 6 ), la probabilidad de error neta es 

P, = (P i +P 0 )g(^) = g(^) (8Ô) 



FIGURA 4.27 

Funciones de densidâd de probabilidad seflal-más-ruido para seAalización ternaria 
polar. 


la cual es independiente de las probabilidades de dígito porque P = P . En este 
anãlisis hay vários puntos que merecen un comentário adicional: 

1 Tomando el nivel de umbral en cero, se llega a probabilidades de error 
iguales para cada digito, P e = P e . 

2 Éste es el nivel de umbral óptimo si los dígitos son equiprobables ( P x = P 0 ) 
puesto que cualquier otra elección incrementaria a P e más de lo que disminu- 
ye P , o viceversa. 

e o 

3 Las seflales binarias en ruido gaussiano tienen una propiedad única en la fi¬ 
gura 4.26. Si la amplitud intentada es + A, las excursiones de ruido positivas 
superpuestas no tienen efecto per judicial; y de manera similar para — A con 
excursiones de ruido negativas. En consecuencia, como n(t) es igualmente 
probable que sea positiva o negativa, el convertidor corregirá por lo menos la 
mitad dei tiempo, sin importar el ruido. Sin embargo, se debe recordar siempre 
que un mensaje binário con cincuenta por ciento de errores es ciento por ciento 
inútil. 

4 En vista de la ecuación (8b) se pueden usar en forma directa la figura 3.5 o 
la tabla D como una gráfica de P. contra A/a y es evidente que P„ disminuye 
dramáticamente conforme aumenta A /a. Si A/a = 2.0, por ejemplo, P e & 2 
X 10 2 mientras que si A /a = 4.0, P, « 3 X 10 -. En forma incidental, muchas 
aplicáciones requieren probabilidades de error dei orden de 10“ 4 o menores. 
Dado que se ha tenido suficiente cuidado al examinar los errores de las seflales 

binarias, la extensión de estas a niveles múltiples o de orden fi, es bastante directa, 
siempre y cuando el ruido sea gaussiano. Considérese, por ejemplo, una seflal terna¬ 
ria polar (n = 3) con amplitudes de pulsos de salida K R a k = +A, 0, o - 2A, que 
representan a los dígitos ternários 2, 1 y 0, respectivamente. El equivalente a la figu¬ 
ra 4.26 tiene tres funciones de densidad gaussiana (Fig. 4.27), y se ve que se necesitan 
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dos niveles de umbral. Bajo la condición usual de dígitos equiprobables, se en- 
cuentran con facilidad los niveles de umbral óptimos mostrados, los cuales son ± A , 
para lo cual 



mientras que 



dado que ambas excursiones, tanto positivas como negativas, de ruido dan lugar a 
errores cuando K R a k = 0. (Por medio de otra elección de niveles de umbral es po- 
sible igualar las probabilidades de error por dígito, pero al precio de incrementar la 
probabilidad neta P e .) Por lo que 

Pe=P 2 Pe 2 +P i P ei +P 0 P eo =jQ^) 

donde se ha insertado P 2 = P x = P Q = Vi . 

Generalizando a un fi arbitrário con probabilidades de dígitos iguales, un razo- 
namiento similar da 


Pe=2 



donde el espaciamiento entre amplitudes de pulsos de salida adyacentes es 2A — asi , 
— 1)^4 es el valor pico a pico— y los p — 1 niveles de umbral estan centrados 
entre las amplitudes de pulsos. La ecuación (9) se reduce, claramente, a la ( 8 ó) cuan¬ 
do = 2. Sin embargo, no queda dicho todo, por tres razones: primera, en general 
un dígito de orden /* representa más información que un dígito binário; segunda, 
existen diferentes severidades de error en sistemas de orden /*, dependiendo de los 
corrimientos dei ruido de las amplitudes aparentes en uno o más pasos; tercera, no 
es explícita la relación entre la probabilidad de error y la relación sefial a ruido. Una 
expresión analítica de las dos primeras es bastante difícil, pero la tercera se pucdc 
tratar como sigue. 


Relaciones senal a ruido 


Si el ruido contaminante es blanco, la potência de ruido filtrado es 


N = ijB 


^N=jr,B 

( 10 /)) 


puesto que se supuso n — 0. Si el ruido no es blanco, el mejor filtro receptor no cs 
un pasabajas ideal. El problema dei filtrado óptimo para transmisión digital con es¬ 
pectro dc ruido ai bilra rio se trata páginas adelantc (Cap. 10 ). 
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Para calcular la potência de la sefial, se necesita hacer una breve confrontación 
de las propiedades d epfâ = senc rt. Se demuestra con facilidad (Prob. 4.32) que 

= m = k <“> 

lO m # k 

lo cual significa que los pulsos que constituyen a K R x(t) son mutuamente ortogona- 
les con energia A^-/r por pulso. Pero la ortogonalidad es una condición suficiente 
para la superposición de energia, y el mensaje de M dígitos de longitud, digamos 

K R x{t) =^A k p(t 

tiene energia 


1 M 

Em = - X 

r k=i 

lo cual también seria verdadero para pulsos rectangulares con r = l/r. Entonces, 
puesto que la potência promedio es igual a la energia por unidad de tiempo y un 
mensaje de M dígitos es de M/r segundos de longitud, la potência de senal recibida 
es 


s = — M = — y a 2 
R (M/r) M k h k 

o simplemente el promedio de A k 2 . Generalizando, se tiene que si 

oo 

K R x{i)= £ A senc(r/ - k) 

k — — OO 

y si los A k son estadísticamente independientes, entonces 


(12 a) 


S R = KrX 2 = A 2 (12 b) 

donde A 2 es el promedio estadístico o ensamble de A 2 . Conforme sea necesario, este 
resultado se empleará varias veces en capítulos subsecuentes. 

En el caso de una onda binaria polar con À k = ±A, igualmente probable, 


A 2 = ( + A) 2 P( + A) + (-A) 2 P(-A) = y + y = A 

En el caso de orden polar con fi par, 


A k — +A, ±3 A, ,.., ±(fi — 1 )A 


y suponiendo símbolos equiprobables como P(A k ) = 1/^t, aplicando la ecuación (1) 
(Sec. 3.3), da 
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ti 7 ^ 2 

A 2 = £A k 2 P(A k ) = - £(2 k-l) 2 A 2 

k= 1 fik=l 

Así, con la ayuda de las sumas de las tablas B, se tiene 

T 2 =^^A 2 ( 13 ) 


La ecuación (13) también es válida para cualquier onda polar, p par o impar, con es- 
paciamiento de amplitud uniforme IA. 

Por último, combinando las ecuaciones (10), (12) y (13), la relación seflal a 
ruido en la entrada dei convertidor A/D es 


S = a = 

N rjB 3 W 

y la ecuación (9) se puede escribir como 

'-K) «(£ 3 ) 

En forma alternativa, es útil definir el parâmetro dei sistema 


P 


^ Er 
t]r 


( 14 ) 


( 15 ) 


( 16 ) 


donde r es la rapidez de sefialización y, en consecuencia, S R /r es igual a la energia re¬ 
cibida promedio por dígito. El parâmetro p juega, en esencia, el mismo papel en la 
transmisión digital que en la analógica. Para la forma dei pulso en cuestión, r = 2B 
como S R /rjB = 2S R /rjr = 2p y la ecuación (15) resulta ser 


(|7 “> 

= Q(s/2p) ti =2 (17 b) 


De nuevo, como en la transmisión analógica, la ecuación (15) o la (17) son un 
limite superior en el comportamiento dei sistema —o sea, un limite inferior en P,— y 
las varias imperfecciones ocasionarán que la probabilidad de error sea mayor que la 
predicha. En particular, la potência de CD desperdiciada en una forma de onda uni- 
polar cambia a la figura en forma apreciable. 


EJERCICIO 4.6 Considérese un sistema binário unipolar con A k = 2A, o 0, y cl 
umbral de decisión en>l. Demuéstrese que S R = 2A 2 si P x = P 0f y 




(18) 
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Después calcúlese P e para un sistema polar y unipolar, teniendo ambos p = 8.0 Res- 
puesta : 3 x IO 5 , 2 x 10- 3 . 

Ejemplo 4.2 

Se desea transmitir dígitos cuaternarios (/* = 4) a una rapidez de 5 000/s en un siste¬ 
ma que tiene S R /rj = 80 000. Suponiendo que se utilizan pulsos senc, el ancho de 
.banda necesario es B = r/2 = 2 500, y aplicando las ecuaciones (16) y (17) se 
*tiene 



por lo que el sistema no es muy confiable. 

Supóngase, sin embargo, que cada dígito cuaternario se sustituye por dos 
dígitos binários. La rapidez buscada es entonces f = 2 x 5 000 = 10 000 y 

p' = ~ = 8.0 
r\r 

P'e = Q(y/2p') « 3 X 10" 5 

lo cual es una mejora sustancial en el comportamiento. El precio de esta mejora es 
un ancho de banda mayor, B’ = 2B, más las unidades de codificación y de decodifi- 
cación. 

Se generalizarán estas observaciones adelante, en los títulos Reducción de 
ruido de banda ancha y Teoria de la información. 

Repetidores regenerativos 

Para la transmisión a larga distancia se necesitan repetidores, tanto para la comuni- 
cación analógica como la digital. Pero a semejanza de los repetidores de mensajes 
analógicos, los digitales pueden ser regenerativos en el sentido de que cada uno tiene 
un convertidor A /D y un amplificador. Si la probabilidad de error por repetidor es 
razonablemente baja y el número de saltos M es grande, la ventaja de la regenera- 
ción resulta mejor. Esto se demostrará en el caso de la transmisión binaria polar. 

Cuando se emplean repetidores analógicos y se aplica la ecuación (17), (Secc. 
4.1), la relación sefial a ruido final es 

'■-«ra «•> 

donde ( S/N )j es la relación sefial a ruido después de un salto. Por lo tanto, la potên¬ 
cia transmitida por repetidor se debe incrementar linealmente con M de valor par, 
un factor que no se debe dejar de tomar en cuenta cuando, por ejemplo, se neccsilan 
100 o más repetidores para cruzar el continente. El término 1/A/en la ecuación (19) 
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procede dei hecho de que el ruido contaminante se produce en forma progresiva d< 
repetidor a repetidor. 

En cambio, una estación repetidora regenerativa está compuesta de un recep 
ior y un transmisor completos unidos en un paquete. La parte receptora convierti 
las sefiaíes entrantes a dígitos de mensaje, pero al mismo tiempo aftade algunos er r o 
res al proceso; los dígitos se emregan después a la parte transmisora, la cuai a su ve, 
genera una nueva serial que transmite a la siguiente estación. Así, la senal regenerai !j 
queda completamente libre de ruido aleatorio pero contiene algunos errores. 

Para analizar el comportamiento, sea r ia probabilidad de error en cada repeti 
dor, o sea, 



suponiendo unidades idênticas. Conforme pasa un dígito de estación a estación, cl 
repetidor acumula errores de conversión. Si el número de conversiones erróneas es 
par, se cancelan, y se entrega un dígito correcto al destino. (Nótese que esto es sólo 
válido para datos binários). La probabilidad de n errores en M conversiones succsi- 
vas está dada por la distribución binomial de la ecuación (I), (Sec. 3.4): 

^(«) = (^)e"( 1 

La probabilidad de error neta es entonces la probabilidad de que n sea impar; en for- 
ma específica, 

Pe= I P M (n)=l A ?)e(l-e) M -' + 

n impar \ ^ / 

donde se aplica la aproximación para e « 
insertando la ecuación (20), 




^e 3 (l — e ) M ~ 3 + ■■■ kMc 
1 y M no muy grande. En consecuencia, 


P, « MQ 


( 21 ) 
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así, P m se incrementa linealmente con M, lo cual por lo general necesita un incremen¬ 
to de potência mucho menor para contrarrestarla de la ecuación (19). 

La figura 4.28 ilustra el ahorro de potência proporcionado por la regeneración 
como una función de M, estando fija la probabilidad de error enP, = 10" 5 . Así, 
por ejemplo, un sistema de banda base no regenerativo de 10 estaciones, necesita 
aproximadamente 8.5 dB más de potência transmitida (por repetidor) que un siste¬ 
ma regenerativo, 
i 

4.6 PROBLEMAS 

4.1 (Secc. 4.1) Un sistema por cable de 20 km tiene S t = 10 dBW, a = 0.64, y B N = 500 
kHz. El ruido es aditivo y blanco con^v = 25^. Encuéntrense (S/N) D y<$ P en decibe- 
les tales que S D = 0 dBW. 

Respuesta : 33, 100 

4.2 (Secc. 4.1) Repítase el problema 4.1 con a = 0.32 y B N = 5 MHz. 

4.3 (Secc. 4.1) Un sistema repetidor de 400 km emplea un cable con 8.68 a = 0.5. Si S T h\B N 

= 70 dB, £cuál es el número mínimo de repetidores tal que (5/ N) D > 20 dB? Supónga- 
se un espaciamiento entre repetidores igual, o sea, Jíf i = 1/M . 

4.4^ (Secc. 4.1) Estando fijos todos los otros parâmetros, demuêstrese que el número de re¬ 
petidores igualmente espaciados que aumenta al máximo a (S/N) D e s M = lni£= 0.23 

4.5* (Secc. 4.1) Obedeciendo a no linealidades, la salida de un sistema de banda base es^ D (í) 
= x(t) + n(t) + Vi[x(t) + n(t)] 2 . Encuéntrese y D 2 suponiendo quexr(0 y n(t) son 
independientes y todos sus momentos impares son cero. *,Es posible definir a (S/N) D en 
este caso? 





FIGURA P4.1 
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4.6* (Secc. 4.1) La salida de sefial a circuito abierto de un oscilador es A cos Itt/qí. La resis¬ 
tência de la fuente es R s y existe ruido térmico generado internamente con temperai uru 
N . Se conecta un capacitor C a través de las terminales de salida para mejorar la S/N. 

(a) Obténgase una expresión para S/N. 

(b) iQué valor de C aumenta al máximo a S/N. 

4.7 (Secc. 4.2) La figura P4.1 muestra la relación de amplitudes y corrimiento de fase de un 
cierto canal de transmisión. ^En qué intervalo o intervalos de frecuencia se tiene: distor- 
sión de amplitud, distorsión de fase, transmisión sin distorsión? 

4.8 (Secc. 4.2) Demuêstrese que un filtro pasabajas RC da en forma esencial transmisión sin 
distorsión si x(f) es de banda limitada en W < B = VixRC. 

4.9 (Secc. 4.2) La entrada a un filtro pasabajas RC es la sefial de prueba de la figura 4.4 
Constrúyase gráfica de la forma de onda de salida cuando / 0 = B/ 3. 

4.10 (Secc. 4.2) Encuéntrese t d (f) para un filtro pasabajas RC y evalúesele en/ = B/ 4, B, y 
4 B cuando B = 1 kHz. 

4.11 (Secc. 4.2) Considérese una función de transferencia con ondulaciones en la relación de 
amplitudes , H(f) = (1 + 2 a cos c ot 0 )e jut ‘, \a \ < Vi. 

(a) Demuêstrese quey(0 = x(t - t d ) + ax(t — t d + t Q ) + ax(t - t d - / 0 ), tal que hay 
un par de “ecos”. 

(ó) Tomando a = Vi y x(t) = n(^/r), bosquéjese y(t) para t 0 = 2r, r/ 2 , y r/4. 
4.12* (Secc. 4.2) Encuéntrese y(t) en términos dex(0 cuando hay pequenas ondulaciones en 
el corrimiento de fase, es decir, H{f) = exp [— j(ut d — a sen üjí 0 )], |a ) < ir. Compárc- 
se con el problema 4.11. ( Sugerencia: Empléese un desarrollo en serie para (ja sen üjí 0 ) ) 

4.13 (Secc. 4.2) Bosquéjese H çq (f) y l ff eq (/)l necesarios para igualar a H c {f) en la figura 
P4.1 sobre 5 <[/’)< 25 kHz. 

4.14 (Secc. 4.2) Supóngase que x(f) — v(/) + cos 2irf t t se aplica a un sistema no lineal con 
y(t) = x(t) + 0.4* 2 (0 + 0Ax 3 (t). 

(a) Encuéntrese 3^(0 y bosquéjese una y(f) típica cuando v(0 es de banda limitada en 
W«f v 

(b ) Si v(r) = cos 27 t/ 2 í, f 2 > fi enumérense todas las componentes de frecuencia cn 
3^(0- 

4.15 (Secc. 4.3) Un sistema disefiado para transmisión de voz con buena calidad telefónica 
tiene ( S/N) D = 30 dB cuando S T = — 3 dBW. Si el ancho de banda se incrementa cn 
forma apropiada, ^qué valor de S T se requiere para mejorar el sistema en cuanto a Iram 
misión de audio de alta fidelidad, permaneciendo todos los otros factores sin cambio? 
Respuesta : 30 a 40 dBW. 

4.16 (Secc. 4.3) Un sistema disefiado para una sefial analógica con W = 10 kHz emplea un 
filtro pasabajas RC con 3dB de ancho de banda B = 15 kHz en el receptor. 

(í 7 ) Encuéntrese (S/N) D en términos de y. 

(b) Repítase para un filtro Butterworth de segundo orden (ejercicio 3.10, Secc. 3.6) 
con B = 12 kHz. 

4.17 (Secc. 4.3) Un canal en que hay distorsión con H c (f) = [1 + j(2f/ W)]~ 1 y ruido blan 
co se emplea para una sefial con G x — (Vi W)H(f/2W). Para compensar la dislorsión, 
el filtro receptor es H R (f) = [1 + j(2f/ W)Yl(f/2 W). El filtro transmisor cs simplc 
mente un amplificador con ganancia unitaria. Demuêstrese que (S/N) ti x O.lHy. 

4.18 (Secc. 4.3) Con relación a la figura 4.15, obténganse expresiones para^V^Í y ( /*h en lêi 
minos de H r (f)> Hff), H R {f) y Gff). ( Sugerencia : Por definición/// , *S,/a j . ek .) 

4.19 (Secc. 4.3) Dados H, (/) y GfJ) en el problema 4.17, encuènlrense los fillros Icrmínales 
óplimos y evalúese (S/N) tJ Inàjl cn términos de 7 . 
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4.20 (Secc. 4.4) Dibújese nuevamente la figura 4.18 para el caso de un filtro pasabajas RC 
con B = Vi t y B = !4 r. 

4.21 (Secc. 4.4) Se aplica un pulso senc x(t) = A senc 2 Wt a un filtro pasabajas ideal que 
tiene un ancho de banda B. Tomando la duración dei pulso senc at como tLI/q, cons- 
trúyase la gráfica de la relación de duración de salida a la de entrada como una función 
deB/W. 

4.22 (Secc. 4.4) Un pulso rectangular con r > 1/B se aplica a un filtro pasabajas RC. En- 
'cuéntrese dei 10 al 90% dei tiempo de subida en términos dei ancho de banda a 3 dB. 

4.23* (Secc. 4.4) Algunas veces es conveniente para propósitos de análisis, definir el ancho de 
banda efectivo de un filtro pasabajas y la duración efectiva de su respuesta al impulso 
como sigue: 


jzjMfw fr 

- 2| H{f)\ T ’ r - IAÍ0L* 


Demuéstrese que B ef r ef > Vi. (Sugerencia: Primero demuéstrese que 


j. 


H(f) exp (jojt) df 

- QO 


A CO 

< I mn\df 

J — oo 


4.24 (Secc. 4.4) La entrada a un filtro pasabajas RC es un pulso rectangular más ruido blan- 
co. 

(a) Demuéstrese que t A = ttBt(\ — e~ 2 * Bt )~ 2 t donde E es la energia dei pulso de en¬ 
trada. 

(b) Constrúyase gráfica de e A 2 contra Bt y encuéntrese el mejor valor de Br para medi- 
ciones de amplitud. 

4.25 (Secc. 4.4) Se va a diseflar un sistema de transmisión de pulsos de manera que E A 2 < 
10 - 2 yA? 2 <10 “ 12 cuando 17 = 10“ 4 . Suponiendo pulsos rectangu lares en la entrada 
dei filtro receptor, encuéntrense los valores mínimos para B , ry E. 

4.26 (Secc. 4.4) Se va a diseftar un filtro acoplado para el caso de x(t) = TT[(/ — r/2)/r] y 
G n {f) = 17 / 2 . Bosquéjese /t ópt (í) y determine la condición en t Q tal que el filtro sea 
físicamente realizable, por lo menos en principio. Bosquéjese_>>(*) en ausência de ruido. 

4.27 (Secc. 4.4) Supóngase que el sistema dei problema ^.26 emplea un filtro pasabajas RC 
con B = Vir en lugar dei filtro acoplado. Encuéntrese |y(/ 0 )| 2 /7Ven términos dei máxi¬ 
mo valor teórico posible. 

4.28 (Secc. 4.5) Considérese una seftalización digital con una forma de pulso gaussiano p(t) 
= e~ , el cual no es limitado en tiempo ni de banda limitada y no tiene cruzamien- 
tos cero periódicos. Se requiere que p(m/r) < 0.01 para reducir al mínimo la interfe¬ 
rência intersimbólica y se define el ancho de banda B tal que \P{f)\ < 0.01 |P(0)| para 
|/| > B. Encuéntrese r en términos de B bajo estas condiciones. 

Respuesta : r = ( tt/2 ln 10) B-Q.1B. 

4.29 (Secc. 4.5) Por medio de un bosquejo como el de la figura 4.26, demuéstrese gráfica- 
mente que cualquier nivel de umbral b * 0 da lugar a P. > Q(A /a). ^Puede usted de¬ 
mostrar esto en forma analítica? 

4.30 (Secc. 4.5) Algunas veces los sistemas digitales presentan ruido de impulso cuya función 
de densidad de probabilidad se puede aproximar a p(n) = (1/V2ã)exp(- y/2/n /o). 
Encuéntrese P„ para un sistema binário polar con ruido de impulso, y compárcsc con 
Q(A/o). 

4.31 (Secc. 4.5) Demueslre la ecuación (11) empleando la ccuación (13, Sec. 2.3). 
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4.32* (Secc. 4.5) Demuéstrese que la ecuación (13) también es válida cuando p es impar, tal 
que los valores posibles de A k son 0, ± 2A, ± 4A> . . . ,±0* — 1)A . 

4.33 (Secc. 4.5) Un sistema digital polar tiene P = 220. ^Cuál es el valor mayor permitido dc 
li tal que P. < 10“ 5 ? 

4.34 (Secc. 4.5) Un sistema binário polar con 20 repetidores no regenerativos tiene P. = 
10 " 4 . 

(a) Encuéntrese ( S/N) v 

(b) iEn qué factor se debe incrementar r sin incrementar P € si los repetidores se hacen 
regenerativos y el ancho de banda se modifica de manera apropiada? 
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MODULACIÓN LINEAL 

S 


Los diferentes casos de modulación ya quedaron asentados (Cap. 1) con una 
descripción cualitativa dei proceso. Resumiendo brevemente: la modulación es la al- 
teración sistemática de una forma de onda, conocida como la portadora , de acuerdo 
a las características de otra forma de onda, la senal moduladora o mensaje. La meta 
fundamental es producir una onda modulada que conduzca información, cuyas pro- 
piedades sean las más adecuadas al trabajo de comunicación dado. 

Se inicia ahora un examen cuantitativo y un análisis de los sistemas de modula¬ 
ción, el cómo y el porquê; Este tema constituye el meollo dei estúdio de la comuni¬ 
cación y será dividido en cuatro partes: la modulación lineal {C ap. 5), la modulación 
exponencial (Cap. 6), el ruido en la modulación de CW( Cap. 7) y la modulación de 
pulsos (Cap. 8). La división material, hecha por conveniência, de ninguna manera 
impide la claridad, aunque se encontrarán algunas repeticiones. En particular, tanto 
la modulación lineal como la exponencial, son tipos de modulación de onda conti¬ 
nua (CW); es decir, que la portadora es una sinusoide. En consecuencia, hay similitu¬ 
des inevitables de técnicas e instrumentación. La modulación de pulsos, en la cual la 
portadora es un tren de pulsos periódico, se puede asemejar a la modulación lineal, a 
la modulación exponencial o a ninguna, dependiendo dei tipo. Por anadidura, se ha 
aplicado con gran êxito la moderna tecnologia de pulsos a la generación y dctección 
de la modulación dc CW; y a la inversa, muchos sistemas de modulación tlc pulsos 
induyen la modulación dc CW para la etapa final en la transmisión. 
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FIGURA 5.1 
Una seflal pasabanda. 


Como tema específico primário, diremos que la modulación lineal es, en esen- 
cia, la traslación directa de frecuencia dei espectro dei mensaje. La modulación dc 
doble banda lateral (DSB) es eso precisamente. Las modificaciones menores dei es¬ 
pectro trasladado dan lugar a la modulación de amplitud convencional (AM), a la 
modulación de banda lateral única (SSB) o a la modulación de banda lateral residual 
(VSB). Cada una de estas variantes tiene sus propias ventajas expresas y sus aplica- 
ciones prácticas significativas. A cada una se le dará la debida importância en este 
capítulo, incluyendo temas como formas de onda y espectros, métodos de detección, 
transmisores y receptores. El capítulo empieza con un examen general de las seflales 
pasabanda y los sistemas pertinentes a todas las formas de modulación de CW. 

5.1 SENALES Y SISTEMAS PASABANDA 

Una seflal pasabanda es la senal cuyo espectro se concentra en la vecindad de alguna 
frecuencia f c * 0, conocida como la frecuencia portadora. Por lo tanto, como sc 
muestra en la figura 5.1, la forma de onda se ve como una sinusoide de frecuencia f c 
con câmbios lentos de envolvente y de fase. Se escribe formalmente 

v(t) = R(t) cos [co c t + </>(/)] R(t) >0 (I) 

donde R(t) es la envolvente y <j>(t) la fase, siendo ambas, funciones dei tiempo. Por 
dcfinición, la envolvente es no negativa ; es decir, las “amplitudes” negativas se ab- 
sorben en la fase al agregar ± 180°; así pues, la línea punteada de la figura 5.1 es 
K( t). 

La figura 5.2 a es una representación fasorial de v(^) como un vector en el pla¬ 
no complejo cuya longitud es igual a R(t) y cuyo ângulo es igual a c cj + <f>(t). Pero 
cl término angular c oj representa una rotación permanente en sentido contrario a las 
manecillas dei reloj a f c revoluciones por segundo y casi da lo mismo que se suprima, 
obteniéndose la figura 5.2 b. Esta representación fasorial, que se empleará en forma 
regular en lo sucesivo, relaciona a la figura 5.2a de la manera siguiente: Si se fija cl 
origen de la figura 5.2 b y se gira la figura completa en sentido contrario a las manc- 
cillas dei reloj a la rapidez/„ se obtiene la figura 5.2a. 

Una inspección más a fondo de la figura 5.2 b sugiere otra forma de escribir a 
»'(/). Si se define 


/’,(/) 4 RU) cos </,(/) 


/>,,(/) A R(f) sen</;{/) 


( 2 ) 
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FIGURA 5.2 



entonces 

v(t) = i > f (0 cos ( 0 C t - v q {t) sen co c t ( 3 ) 

conocida como la descripción de la portadora en cuadratura de una seflal pasabanda 
para distinguiria de la descripción de envolvente y de fase , ecuación ( 1 ); v,(í) y v q (t) 
se conocen como las componentes en fase yen cuadratura, respectivamente. I a de- 
signación de portadora en cuadratura procede dei hecho de que los dos términos 
de la ecuación (3) se pueden representar por medio de fasores, el segundo de los cua^es 
está a un ângulo de + 90° en relación con el primero (véase Fig. 5.2 b). El signo me¬ 
nos en la ecuación (3) puede ocasionar confusión, pero el lector puede justifícarlo a 
partir de la ecuación (1) al desarrollar cos [o > c t + <j>(t)] 

Ambas descripciones de sefial pasabanda son útiles, pero la última presenta 
ventajas para la interpretación dei dominio de la frecuencia. De manera específica, 
si V.(f) =&[ v,(0]. etc., entonces, aplicando el teorema de la traslación de frecuen¬ 
cia, ecuación (22) (Sec. 2.3), a la ecuación (3) se obtiene 

V(f) = \ [VAf-fc) + Viif+fc)] + ^ Wff - fc) - VJJ+f')\ (4) 

puesto que — sen íoJ = cos(a) c t + 90°) y e ±J90 ° = ± j. Se tiene una implicación 
inmediata de la ecuación (4), ello si v(t) es en efecto una seflal pasabanda, entonces 
Ví( 0 y v,(0 son seflales pasabajas y de banda limitada en W < f c (ipor qué?). La 
descripción de envolvente y de fase no se convierte de manera expedita al dominio de 
la frecuencia dado que, a partir de la ecuación ( 2 ) ò de la figura 5.2b 

*(0 = vV(0 + v t 2 (t) </>(f) = arctan ^ (5) 

las cuales no son transformables a expresiones de Fourier. 


Seflales y sistemas equivalentes pasabajas + 

Considérese la función de frecuencia pasabanda V(Jj (Fig. 5.3o) Su equivalente pa¬ 
sabajas se define 
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Vif) 



(a) 


Vipif) 



(à) 

FIGURA 5.3 

{a) Función pasabanda de la frecuencia V(f); (b) función de la frecuencia equiva¬ 
lente pasabajas FlpCA 


VcÁf) = V(f+f c )u(f + L) = {^ í/+/c) í f > < _ f ‘ (6a) 

Ja cual no es otra cosa que la porción de frecuencia positiva de V(f) trasladada hacia 
abajo/r unidades, (Fig. 5.36.) La ecuación ( 6 íí) es una transformación de pasaban¬ 
da a pasabajas y resulta, por lo general, una función no hermitiana. Para subrayar 
esta observaciòn, la función dei tiempo equivalente pasabajas es 

"LPÍO = l R(t)e m,) = l - D:(t) + J - v q (t) (6b) 

Ia cual es una función dei tiempo compleja. Para deducir esta expresión, se empieza 
con la ecuación (4) y se sustituye/por/+ f Ci dando V(f + f c ) = ( l A)[K(f) + V t (f 
+ 2/c] + C/’/2)[ V q (f) - V q (f + /2 C )]. Entonces, puesto que K,(/) y V q (f) son fun¬ 
ciones pasabajas, V(f + fc)u(f + f c ) = (Vi)Vi{f) -l- C/72) V q (f) y la transforma¬ 
ción inversa conduce a la ecuación ( 66 ). 

Dado v LP (f), la función dei tiempo pasabanda v(t) se escribe con facilidad, ya 
sea en la forma envolvente y fase o en la de portadora en cuadratura, empleando 

v(l) = 2 Rc [v v A0e JUJ<i ] (7 a) 

lo cual procede de la comparación de la ecuación (66) con las ecuaciones (I) y (3). 
De manera similar, la función de Ia frecuencia pasabanda se relaciona con su equiva¬ 
lente pasabajas poi medio de 
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XlpU) 

FIGURA 5.4 

Análisis de pasabanda empleando equivalentes pasabajas. 


YLpV) = H LP {f)X LP (f) 

y L p(.t)= l jR y U)e/<t > y(0 


V(f) = Plp (f—fc) + V*p(— f—f c ) ( 7b ) 

dejándose su deducción como ejercicio. 

La utilidad de las ecuaciones ( 6 ) y (7) descansa en el hecho de que se aplican 
tanto a sistemas pasabanda como a seftales pasabanda. Así, si H(f) es una función 
de transferencia pasabanda, la función de transferencia pasabajas equivalente es 
simplemente 

HiÁf) = H(f+f c ) u (f+f c ) ( 8 ) 

De manera similar, se puede hablar de la respuesta al impulso a pasabajas equivalen¬ 
te h,At) =&~ l [H LP (f)\- 

Empleando ahora estas definiciones, supóngase que x(t) es una seíial pasa¬ 
banda a la entrada de un sistema pasabanda. Si X(f) =. < F[x(t)], entonces el espectro 
de salida es y(f) = H(f)X(f), como es usual. De manera alternativa, se puede de¬ 
mostrar que f 


Y LP (f) = H LP (f)X LP (f) (9a) 

-fLp(0 = ^LP * -*Lp(0 (9Ó) 

y así se puede resolver el problema dei análisis de pasabanda en términos de los 
equivalentes de pasabajas, lo cual es a menudo un trabajo más fácil. Así, por 
ejemplo, la envolvente y la fase de la senal de salida pasabanda y(t) son 

Ry(t) = 2|.Vlp( 0I ^(0 = arg [y LP (í)j (10) 

La figura 5.4 resume este método. 

EJERCICIO 5.1 Dedúzcase la ecuación (lb) a partir de la ( 7 a). ( Sugerencia : Para 
cualquier cantidad compleja Z, 2Re[Z] = Z + Z*.) 

Ejemplo 5.1 Retardo de portadora y de envolvente 

Sea x(t) = R x (t) cos coj una seflal pasabanda aplicada a un sistema pasabanda que 
tiene relación de amplitudes constante \H(f)\ = K pero de fase no lineal [H(f)\ = 
0(f) sobre el intervalo de frecuencia de x(t). Puesto que H(f) = Ke> e (f), 

H^Af) =Ke je(f+fc) u(f+f c ) ( 11 ) 

Si las no linealidades de fase no son muy severas, se puede desarrollar d(f + f c ) en 
serie de Taylor, considerando sólo los dos primeros términos, así: 


t Vfease Frederick y Carlson (1971, Cap. 7). 
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0 



J , V 

fc 


R 


f 


FIGURA 5.5 

Respuesta de frecuencia típica de pasabanda. 


0(f+f c ) = 0(fc) +f 


dBjf) 

df 


+ 


í ot„ 


( 12 ) 


f = fc 


en la cual se han introducido 



i deu) 

2n df 


f = fo 


( 13 ) 


Estos parâmetros se conocen como retardo de la portadora y retardo de la envolven¬ 
te, respectivamente, por razones que pronto describiremos. 

Insertando las ecuaciones (12) y (11) en la (9), se tiene 


r LP (/) = Ke-^X^ne-^uif+fc) 


así 


Ap(0 = Ke~ J( »^x LP (t - t R ) = Ke- J ^(y 2 )R x (t - t R ) 

donde se ha empleado el teorema dei retardo en el tiempo y anotado que x LP (/) = 
(Vi)R x (t) puesto que, por suposición, <j>x(t) = 0. Por último, de las ecuaciones (10) 
y (7a), 

y(t) = 2 Re [Ke-^(V 2 )R x (t - t R )e^ 

= KR x (t — t R ) cos a> c (t — t c ) (14) 

Por lo tanto, como implica lo anterior, la envolvente de salida se ha retardado en t H 
mientras que el retardo de la portadora es t c . Y puesto que t R es independiente de la 
frecuencia, por lo menos para hacer mayor la aproximación involucrada, la envol¬ 
vente no ha experimentado distorsión por retardo. 

En ciertas aplicaciones —conocidas como sistemas de multicanalización por 
división en frecuencia— se transmiten varias seftales pasabanda en diferentes porta¬ 
doras sobre un canal único. Se emplean gráficas de dd/df contra/como una ayuda 
en la evaluación de las características de retardo de la envolvente dei canal. Si esta 
curva no es razonablemente plana sobre un intervalo de frecuencia propuesto, resul¬ 
tará una excesiva distorsión de envolvente. 


Frecuencias de portadora y anchos de banda 

Un sistema pasabanda analógico tiene Ia misma forma general de un sistema de ban¬ 
da base (Fig. 4.14) excepto que el transmisor, el canal y el receptor son unidades 
pasabanda. Así, cn la figura 5.5, cl ancho dc banda fí queda en forma nominal 
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Tabla 5.1 FRECUENCIAS PORTADORAS SELECCIONADAS Y ANCHO DE 
BANDA NOMINAL 


Banda de frecuencia Frecuencia portadora Ancho de banda 


LtJ 

Radio de onda larga 

100 kHz 

2 kHz 

S>^ 

Radio de onda corta 

5 MHz 

100 kHz 


VHF 

100 MHz 

2 MHz 


Microondas 

5 GHz 

100 MHz 


Ondas milimétricas 

100 GHz 

2 GHz 


Ópticas 

5 X 10 14 Hz 

10 13 Hz 


centrado en la frecuencia portadora f c . Aunque los parâmetros Byf c parecerán no 
estar relacionados, los factores prácticos hacen que lo estén, con mayor o menor de¬ 
senvoltura. 

Por ejemplo, las antenas en un sistema de radio producen una distorsión con- 
siderable a menos que el intervalo de frecuencia sea pequeflo en comparación con la 
frecuencia portadora. Y en forma más general, el disefiar un amplificador pasaban- 
da con una respuesta de frecuencia sin distorsión, se hace casi imposible si B es muy 
grande o muy pequeflo comparado con/ c . Como una regia burda, el ancho de banda 
fraccionario B/f c debe estar limitado por 

0.01 <y <0.1 (15) 

Jc 

de otra manera habrâ distorsión de la seflal más allá dei alcance de los igualadores 
prácticos. En forma incidental, conforme se aplica al factor de calidad Q de cir¬ 
cuitos resonantes sencillos, la expresión (15) resulta 10 < Q < 100 puesto que B = 
fr/Qm. 2.12a). 

Como una consecuencia inmediata de la ecuación (15) se puede decir que 
anchos de banda grandes requieren frecuencias portadoras altas. Este efecto ya se 
analizó brevemente (Cap. 1) y se recalca en la tabla 5.1, en la cual se listan las fre¬ 
cuencias portadoras seleccionadas y sus anchos de banda nominales Bm0.02f c . Para 
estar seguros, se pueden lograr anchos de banda más grandes, pero a costos sustan- 
cialmente mayores. Como una consecuencia más allá de la ecuación (15), los térmi¬ 
nos pasabanda y banda angosta, en forma virtual son sinónimos. 

Transmisión de pulsos pasabanda 

Por último, considérese el caso de una seflal de pulsos pasabanda o modulada, de la 
forma 


v(t) = p(t ) cos ( (o c t + 0) (16) 

donde p(t) es una forma de pulso de banda base y 0 es una constante. Se aprecia en 
forma inmediata, a partir dei teorema de la modulación que el espectro de v(t) está 
centrado en / = f c y tiene dos veces el ancho espectral de p(t), como sc ilustra en el 
ejemplo 2.7, (Sec. 2.3). Se sabe tambièn que si p(t ) tiene una duración r, cntonccs 
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un anâlisis de pulso exitoso en banda base requiere un sistema pasabajas de ancho de 
banda B LP £ Vi r, por la ecuación (3), (Sec. 4.4). 

Situándolos juntos dos a dos, se desprende que una solución acertada de v(/) 
requiere un sistema pasabanda con ancho de banda B = 2B LP > 1/r. En consecuen¬ 
cia, nuestra regia sencilla para la relación entre la duración de salida y el ancho de 
banda dei sistema de pulsos pasabanda es 

y, por medio de un razonamiento similar para el tiempo de subida de salida, 

Estas ecuaciones han servido durante mucho tiempo de guias burdas, pero útiles, en 
el trabajo de radar y campos relativos. 

5.2 MODULACIÓN DE DOBLE BANDA LATERAL: AM Y DSB 

Históricamente, el primer tipo de modulación en desarrollarse fue la modulación dc 
amplitud convencional, la familiar AM de radiodifusión normal. Se reservará el tér¬ 
mino modulación de amplitud para este tipo específico, y el de modulación lineal pa¬ 
ra la clase general. La DSB (doble banda lateral) difiere de la AM en la supresión de 
la portadora, una alteración menor que tiene importantes repercusiones. Pero antes 
de entrar en detalles, se deben asentar unas cuantas convenciones y detalles de no¬ 
menclatura. 


Convenciones de mensaje 

El anâlisis de la transmisión en banda base analógica tuvo como base un mensaje ar 
bitrario o conjunto de mensajes designado por x(t). Siempre que sea posible, sc se¬ 
guirá adoptando esta práctica, aqui y en capítulos subsecuentes. También se seguirá 
suponiendo que x(t ) es aproximadamente de banda limitada en W, conocido como 
el ancho de banda dei mensaje. Así, 


<?*(/)« 01 
X(f) * 0 j 


l/l > W 


(I) 


La transformada de Fourier Xjf) =^[x(t )] será de utilidad en muchos casos si el 
mensaje es una seflal de energia, y la figura 5.6a será un espectro de mensaje repre¬ 
sentativo. La figura 5.6b muestra una densidad espectral de energia típica para uiui 
seflal de voz e indica que W se debe considerar en la vecindad de los 3 a los 4 kHz. 

Yendo más lejos, por conveniência matemática, los mensajes se deben escalar 
o normalizar para tener una magnitud que no exceda de la unidad, es decir, 


-v( /) | I 


( 2 ) 
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FIGURA 5.6 

(a) Espectro de mensaje representativo; (b) densidad espectral típica de energia para 
seflales de voz. 


En consecuencia, cuando se considera la potência promedio, 

<x 2 (0> = x 2 < 1 (3) 

suponiendo que la fuente es ergódica. Nótese, que nos moveremos libremente entre 
elos de seflales de energia determinísticos y los de seflales de potência aleató¬ 
rios que sean más apropiados al problema que nos ocupe. 

En forma ocasional, un análisis con alguna x{ t) arbitraria, vendrá a ser difícil 
si no que imposible. Para tales situaciones es necesario recurrir a alguna seflal modu- 
ladora específica, por lo general la simple sinusoide, 

= A m cos 2 nf m t A m < 1 f m <W (4) 

a la cual se le conoce como modulación de tono. En ésta, será suficiente un espectro 
de lmeas de frecuencia positiva para su estúdio en el domínio de la frecuencia. 
Aunque la modulación de tono puede parecer indebidamente simpliçada, la aproxi- 

m * C1 i° n cA ie ^ e venta -> as definidas - Pof un «letalle, los tonos son a menudo las únicas 
seflales fáciles de manejar en problemas complejos; facilitan el cálculo de espectros, 
potências promedio, etc., que de otra manera serían prohibitivos. Más aún si se 
puede encontrar la respuesta dei sistema de modulación a una frecuencia específica 

en la banda dei mensaje, se puede inferir la respuesta para todas las frecuencias 
en W. 


Modulación en amplitud (AM) 

El carácter distintivo de la AM radica en que la envolvente de la portadora modula¬ 
da tiene la misma forma que la de la onda dei mensaje. Esto se logra agregando el 
mensaje trasladado, en la proporción apropiada, a la portadora no modulada En 
torma específica, la seflal modulada es 
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(a) 




x c {t) = A c cos co c t + mx{t)A c cos co c t 

= A c [ 1 + mx(t)] cos co c t (5; 

donde A c cos u 0 t es la portadora no modulada, f c = co c /2ir es la frecuencia portado¬ 
ra, y la constante m se conoce como índice de modulación. Puesto que A c es la 
amplitud de la portadora no modulada, se puede pensar que la amplitud modulada 
sea una función lineal dei mensaje, o sea, 


A c(0 = A cl 1 + mx(t)] 

lo que subraya el significado de modulación en amplitud. 

La figura 5.7 muestra una porción de un mensaje típico y la onda resultante de 
AM para dos valores de m. La envolvente tiene la forma de x( t) siempre y cuando la 
frecuencia portadora sea mucho mayor que la rapidez de variación de x(t), de otra 
manera no se puede visualizar su envolvente y no hay inversiones de fase en la onda 
modulada, es decir, la amplitud A L [\ + mx(t)\ no se hace negativa. Así, se conserva 
la relación deseada entre la envolvente y el mensaje 

f c » W y m < I (ti) 

Lo último procede de que |x(OI ^ 1 por convención. 

La condición de frecuencia portadora está, por supuesto, de acuerdo con la trasla- 
ción de frecuencia, un aspecto de la modulación, aunque algunas veces resulta perju- 
dicial. La condición m ^ 1 fija un limite superior de inlcnsidad a que se puede mo 
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FIGURA 5.8 
Espectro de AM. 


dular la portadora. Con m = 1, conocido como modulación al dento por dento, la 
amplitud modulada varia entre 0 y 2A C . La sobremodulación, m > 1, ocasiona in- 
versiones de fase en la portadora y con ello distorsión de envolvente (Fig. 5.7c). 

Volviendo al dominio de la frecuencia, la transformada de Fourier de una on¬ 
da de AM se encuentra con facilidad y es 

x Àf) = y [ò(f-f c ) + f c )] + [X(f-f c ) + X(f + f c )\ (7) 

Si la ecuación (7) puede parecer imponente, el espectro está formado nada menos 
que dei espectro dei mensaje trasladado, y un par de impulsos en ± f c representando 
a la propia portadora, (Fig. 5.8). Se deben notar con sumo cuidado dos propiedades 
dei espectro de la AM. 

1 Existe simetria en relación con la frecuencia portadora, siendo la amplitud 
par y la fase impar. La porción dei espectro por encima de J[ se conoce como 
banda lateral superior, y la que está por debajo de f es la banda lateral infe¬ 
rior, de ahí la designación de modulación de amplitud de doble banda lateral. 

2 El ancho de banda de transmisión b T requerido para una senal de AM es 
exactamente dos veces el ancho de banda dei mensaje, o sea 

B t = 2W (8) 

Este resultado sefiala que la AM no es conveniente cuando se debe conservar el 
ancho de banda. Después de todo, el mensaje debería ser enviado en banda ba¬ 
se con la mitad dei ancho de banda de la AM. 

Se encontrará que el ancho de banda de transmisión es uno de los parâmetros 
característicos de los tipos de modulación; otro parâmetro importante es la potência 
transmitida promedio en la onda modulada, que se define como 


Sr - F.h,.V)l 
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Para evaluar este promedio de ensamble, se agrega un ângulo aleatorio 9 a la porta¬ 
dora que x c (t) tenga la forma de un proceso aleatorio modulado, ecuación (11o), 
(Sec. 3.5), con v(t) = A c [ 1 + mx(t)]. De donde se tiene 

_ ^ 2 

S T = HE[y 2 (0] = (1 + 2 mx + m 2 x 2 ) -y 


Por lo que, suponiendo que el mensaje no tiene componente de CD,t 

S T = (1 + m 2 x 2 ) y- (9) 

La ecuación (9) tiene una interpretación interesante en relación con el espectro 
de AM. A partir de la figura 5.8, S T incluye la potência de la componente de frecuen¬ 
cia de la portadora más dos bandas laterales simétricas. En consecuencia 


A c 2 A c 2 

S T = ^- + m 2 x 2 ~Y=P C + 2P S 


donde la potência de la portadora es 
y la potência por cada banda lateral 


P c = l AA 


2 


c 



<V2P C 


El limite superior en P procede de m 2 x 2 < 1. Asi 


P c — S T — 2P sb > 


( 10 ) 


lo cual dice que por lo menos el 50% de la potência transmitida total reside en la por¬ 
tadora. Pero haciendo referencia a la ecuación (5), se ve que el término portadora 
sólo es independiente dei mensaje y no contiene ninguna información. Por lo que sc 
concluye que una porción sustancial de la potência S T transmitida se “desperdicia” 
en la propia portadora. Se demostrará más adelante que la verdadera modulación de 
envolvente, y la sencillez de la detección de envolvente , dependen de esta potência 
desperdiciada. 


AM con modulación de tono 

Haciendo x(t) = Am cos 2rf m t se tiene la forma de onda de AM de tono modulado 

’x c (t) = A c ( 1 + mA m cos co m t) cos oj c t 

= A c cos ü) c í H-^—- [cos (o) L — w m )t + cos (</>, + (II) 


1*01 lus ru/oncs aniiti/adtts (Scc. 5 5), los mciisajcs ijuc licne v t 0 cs ntro <|iic sc liimsiiiiliin 













188 MODULACIÓN LINEAL 


FIGURA 5.9 

Espectro de líneas de AM, modulación de tono. 



donde se emplea el desarrollo trigonométrico para el producto de dos cosenos. En la 
figura 5.9 se muestra el correspondiente espectro de líneas de frecuencia positiva. 

Con la modulación de tono, una onda de AM se puede tratar como una suma 
defasores, uno por cada línea espectral. En la figura 5.10 se muestra una manera es¬ 
pecialmente informativa para la construcción dei diagrama, donde los fasores 
correspondientes a cada banda lateral se agregan al extremo dei fasor portadora. 
Puesto que el fasor portadora gira a f c Hz, los fasores de las bandas laterales giran a 
velocidades de ± f m en relación con la portadora. Nôtese que mientras que las líneas 
de las bandas laterales son iguales y de fase correcta, la resultante de los fasores de 
las bandas laterales son colineales con el fasor de la portadora. Ademàs, la magnitud 
de la resultante es la envolvente R(t). 

Esta observación conduce a una forma simple de estudiar de una manera cuali- 
tativa los efectos de las imperfecciones de transmisión, de la interferencia, etc. Por 
ejemplo, si se atenúa en forma muy severa la línea correspondiente a la banda lateral 
inferior (Fig. 5.11), la envolvente resultante es 


R(t) 


-[( 


rnA m A r 


= A r 


: COS t 


(mA m \ 2 

1+1—^—1 +mA m cos (o m t 


Y (mA m A c yi 

) j- Sen( °n,tj 


2 

1/2 


1/2 


( 12 ) 


de la cual se puede determinar la distorsión de envolvente. 



FIGURA 5.10 

Diagrama fasohal para AM con moduluclón tlc lono. 
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Modulación de doble banda lateral con portadora suprimida (DSB) 

Como la componente portadora en AM es independiente dei mensaje y viene a ser 
una potência desperdiciada, se puede eliminar de la onda modulada. Esto ocasiona 
una modulación de amplitud de doble banda lateral con portadora suprimida, mo¬ 
dulación de doble banda lateral , o DSBf por brevedad. 

Por la supresión dei término portadora y el ahora carente de sentido índice de 
modulación de la ecuación (5) se origina 


x c (t) = x{t)A c cos (o c t (13) 

por la definición de DSB. En esto nada parecido a la AM, la onda modulada es cero 
en ausência de modulación: x c (t) = 0 cuando x(t) = 0. Puesto que se ha suprimido 
la portadora, la potência transmitida promedio es 


S T — 2P sb — 3^2 x 2 A c 2 (14) 

El espectro de la modulación de doble banda lateral (DSB) es simplemente el es¬ 
pectro de mensaje trasladado 


W) = y Wf-fc) + *(f+f c )] (1 5) 

Por supuesto, el ancho de banda de transmisión no cambia en relación con el caso de 
la AM, o sea 


B t = 2W 

La comparación de las ecuaciones (15) y (7) demuestra que la AM y la DSB son 
muy similares en el dominio de la frecuencia, pero la gráfica dei dominio dei tiempo 
es otra cosa. Como se ilustra en la figura 5.12, la envolvente de DSB no tiene la mis- 
ma forma que la dei mensaje, puesto que los valores negativos de x(t) se reflejan en 
\afase de la portadora. Así, dondequiera qu ex(t) cruza el nivel cero, la onda modu¬ 
lada tiene una inversión de fase, La recuperación completa dei mensaje implica una 


I Tainbiên se ernplean las abreviaturas DSH-SC y DSSC (cn inglês) 
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I 

FIGURA 5.12 

Formas de onda de modulación de doble banda lateral. 


*{/) 




Inversión de fase 


observación precisa de estas inversiones de fase, y un detector de envolvente no seria 
suficiente. Establecido de otra manera, la modualción de doble banda lateral, impli¬ 
ca sólo modulación de “amplitud”. 

Esta consideración sugiere, y el análisis posterior lo confirma, que existe un 
compromiso entre la eficiência de potência y los métodos de demodulación. La mo¬ 
dulación de doble banda lateral conserva potência pero requiere de circuitos de de- 
tección complejos; y a la inversa, la demodulación de la AM es una simple detección 
de envolvente pero al precio de una potência de transmisión mayor. 

EJERCICIO 5.2 Demuéstrese que las representaciones de envolvente y fase y de 


portadora en cuadratura de AM (con m < 

1) y de DSB son como sigue. 


^A M W = A c [l + mx(t)] 

*DSB^) — \ *(0 | 


(16a) 

= o 

í 0 

^ dsb(í) = (l80° 

x(t) > 0 
x(i) < 0 

(16Z>) 

< 

ll 

< 

V .DSbW = A cX(t) 


(16c) 

■Q 

> 

II 

o 

= 0 


(16 d) 


EJERCICIO 5.3 Sea *(/) la onda binaria aleatória (Fig. 3.9) con A = 1. Bos- 
quéjense las formas de onda moduladas resultantes si la modulación es en AM con 
m = 0.5, en AM con m = 1.0 y en DSB. Empléense estos bosquejos para explicar 
por qué algunas veces se dice que la DSB es una AM con una modulación al 200%. 


5.3 MODULADORES Y TRANSMISORES 

Se ha visto que se han creado nuevas frecuencias en el proceso de la modulación. El 
dispositivo que genera una onda de AM, un modulador , debe, por lo tanto, ser o va- 
riabíe en el íiempo o no lineal , puesto que los sistemas invariantes en el tiempo y li- 
neales no pueden producir nuevas componentes de frecuencia. 
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(a) ( b ) 

FIGURA 5.13 

Moduladores de AM empleando: (a) multiplicador; ( b ) elemento no lineal. 



Multiplicador 


(0 



Elemento 


Filtro 


La figura 5.13a ilustra un modulador posible, que se deriva en forma directa de la 
definición de la AM. Como se requiere de un multiplicador, el sistema se puede de¬ 
signar como modulador de producto . En realidad, recordando que de la multiplica- 
ción por co c / resulta una traslación de frecuencia, la operación producto resulta bási¬ 
ca en los sistemas de modulación lineal. En la práctica, la multiplicación se hace con 
la ayuda de un elemento no lineal y filtraje, en un arreglo (Fig. 5.13Ó), donde la no 
linealidad puede ser de ley de potência o lineal y en forma fragmentaria (conmuta- 
ción). 

Moduladores de ley de potência 

Tomando el caso de ley de potência, considérese el dispositivo no lineal cuya 
característica de transferencia es 


^ salida ^entrada”^ - 


a 2 V 


2 

entrada 


Omitiendo los términos de orden superior, se le supone un dispositivo de ley cuadrà- 
tica. Entonces, si v jn (0 = *(f) + cos <o c f. 


(/) = x(t) + COS (ú c t , 


V salida (0 = a l X (0 + a 2 X (t) + ü 2 COS 2 t + Q x 


2a 2 

1 H-x(f) 

a\ 


cos w r t 


(I) 


El último término es la onda de AM deseada, con A c = a x y m = la 2 /a u siemprc 
que pueda ser separada dei resto. 

La figura 5.14 muestra, como una posibilidad de separación, el espectro 
^aiida(/) = ^KaiidaW tom ando a X{f) como en la figura 5.6a. Nótese que el térmi- 
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cos w r Jf 
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x(t) 
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FIGURA 5.15 

Circuito dei modulador de AM que emplea un transistor de efecto de campo como 
un dispositivo de ley cuadrática. 


no x 2 (t) de la ecuación (1) resulta ser X*X(f), la cual es de banda limitada en 2 W. 
Por lo que, si/ c > 3 W, no existe traslape espectral y con ello se puede lograr la sepa- 
ración requerida, por medio de un filtro pasabanda de ancho de banda B T = 2 W 
centrado en f c . 

En la figura 5.15 se muestra el circuito completo de un modulador que emplea 
un transistor de efecto de campo (FET). La batería V c sirve para polarizar al FET en 
su región de saturación donde tiene una característica de ley cuadrática, y el circuito 
RLC en paralelo es el filtro pasabanda. t 

Como se necesita un filtraje de importância en los moduladores de ley de po¬ 
tência, se emplean principalmente para modulación de bajo nivel , es decir, a niveles 
de potência menores que el valor transmitido. Se necesita entonces una amplifica- 
ción lineal sustancial para elevar la potência al valor S T . Pero los amplificadores de 
potência de RF de la linealidad que se necesitan presentan sus problemas y a menudo 
es mejor emplear la modulación de alto nivel si S T va a ser grande. 

Moduladores de cpnmutación 

Los moduladores eficientes de alto nivel se arreglan o disponen de tal manera que 
nunca se desarrollen en forma completa productos de modulación indeseables que no 
necesiten filtraje. Esto se logra generalmente con la ayuda de un dispositivo de 


jftO pto 



FIGURA 5.16 

Amplificador clase C modulado por suministro de voltaje. (a) Circuito equivalente; 
(b) forma de onda de salida. 

t En Clark y Hess (1971, Cap. 8) se da cl análisis completo. 
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Antena 



conmutación , cuyo análisis detallado se trata en el capítulo 8. Sin embargo, la opc- 
ración básica dei amplificador clase C modulado con suministro de voltaje, se com- 
prende en forma rápida a partir de su circuito ideal equivalente y de las formas de 
onda, (Fig. 5.16). 

El dispositivo activo, un tubo al vacío o un transistor, sirve como un conmu- 
tador impulsado a la frecuencia portadora, cerrando brevemente cada l// c . La car¬ 
ga, conocida como circuito tanque , se sintoniza para resonar a / c , con lo que la 
acción de conmutación origina que el circuito tanque “oscile” en forma senoidal. 
El voltaje en la carga de estado permanente en ausência de modulación es entonces 
v(t) = V cos oj c L Al agregar el mensaje a la fuente de voltaje, digamos por medio 
dei transformador, se tiene v(f) = [V + Nx(t)] cos co J, donde TV es la relación de 
vueltas dei transformador. Si Vy TV se proporcionan en forma correcta, se logra la 
modulación deseada sin una generación apreciable de componentes indeseables. 

En la figura 5.17 se muestra el diagrama esquemático de un transmisor 
completo de AM para el caso de modulación de alto nivel. La onda portadora se ge- 
nera por medio de un oscilador controlado a cristal, para asegurar la estabilidad 
de la frecuencia portadora. Como la modulación de alto nivel demanda sefíales de 
entrada potentes, tanto la portadora como el mensaje se amplifican antes de la mo¬ 
dulación. La sefial modulada se entrega luego directamente a la antena. 

Moduladores balanceados 

Los moduladores de DSB difieren de los de AM sólo en la supresión de la compo¬ 
nente portadora; en teoria, esto necesita nada más y nada menos que un multiplica¬ 
dor. Como el lector puede verificar, el sistema de la figura 5.13Ó generará una DSB 
si el elemento no lineal es un dispositivo de ley cuadrática perfecto , tal que v » 
íJVentrada 2 * 

De manera desafortunada, los dispositivos de ley cuadrática perfectos son ra¬ 
ros, ya que en la práctica la DSB se obtiene empleando dos moduladores de AM dis- 
puestos en una configuración balanceada para cancelar la portadora. La figura 5.18 
muestra tal modulador balanceado en forma de diagrama a bloques. Suponiendo 
que los moduladores de AM son idênticos, salvo por el signo invertido de una entra¬ 
da, las salidas son A t \\ + Vix(t) cos uj y A,[ 1 - Vix(t)] cos ojJ. Restando una de 
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FIGURA 5.18 
Modulador balanceado 



V|fM f cos w c t 


la otra se obtiene x c (0 = x(t)A c cos o> c t , conforme se necesita. En consecuencia, un 
modulador balanceado es un multiplicador. Se debe notar que si el mensaje tiene 
un término de CD, esa componente no se cancela en el modulador, por lo que apare¬ 
cerá en la frecuencia portadora en la onda modulada. 

En el capítulo 8 se examina un modulador balanceado que emplea la conmuta- 
ción, bajo el encabezado de modulación de troceador (“chopper”). En la literatura 
respectiva se pueden encontrar otras realizaciones de circuitos. 

EJERCICIO 5.4 Supóngase que los moduladores de AM (Fig. 5.18) se construyen 
con elementos no lineales idênticos que tienen v sa ii d a = «iV en trada + a 2 v entrada 2 + 
Centrada 3 - Tomando una entrada arbitraria x(/), demuéstrese que las sefiales de AM 
tienen distorsión por segunda armónica pero, no obstante ello, la salida final es DSB 
sin distorsión. 


5.4 MODULACIÓN DE BANDA LATERAL SUPRIMIDA: SSB Y YSB 
(BANDA LATERAL ÚNICA Y BANDA LATERAL RESIDUAL) 

La AM convencional implica un gran desperdício, tanto de la potência transmitida 
como dei ancho de banda de transmisión. La supresión de la portadora subsana el 
primer defecto; la supresión de una banda lateral, por completo o en parte, reduce 
el segundo y conduce a la modulación de banda lateral única (SSB) o de banda lateral 
residual (VSB). 


Modulación de banda lateral única (SSB) 

Las bandas laterales superior e inferior de AM o de DSB se relacionan en forma 
exclusiva por la simetria en relación con la frecuencia portadora; si se da la amplitud 
y la fase de una, se puede reproducir la otra. En consecuencia, el ancho de banda de 
transmisión se puede recortar a A a mitad con lo que se suprime una banda lateral lo 
mismo que la portadora. La eliminación total de la portadora y de una banda lateral 
dei espectro de AM de la figura 5.8, produce la SSB, por lo que es obvio que 

ÓY = P sn = 'ASA ,. 2 


B, = W 


(D 
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Filtro <lt 
bunda lateral 
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X c if) 



FIGURA 5.19 

Modulación de banda lateral única, (a) modulador; ( b ) espectros. 


La SSB se visualiza con rapidez en el dominio de la frecuencia: es la salida dc 
un modulador balanceado procesado por medio de un filtro de banda lateral (Fig. 
5.19a). El filtro es un circuito pasabanda 

que permite el paso de la banda lateral superior (USSB) o de la banda lateral inferior 
(LSSB), según sea el espectro resultante como se muestra en la figura 5.19b. 

Por otra parte, la descripción en el dominio dei tiempo de la forma de onda, es 
algo más difícil, salvo para el caso de la modulación de tono. Con la modulación dc 
tono x c (t) es la sencillez misma; la supresión de la portadora y una línea de banda la¬ 
teral en la figura 5.9 deja sólo la otra línea de banda lateral, es decir, 

xAt)=%A m A c cos(a) c ±a>Jt ( 2 ) 

La frecuencia de la onda modulada estará, por lo tanto, a un lado de/ c en ± f m , cn 
tanto que la amplitud es constante pero proporcional a la amplitud dei tono. 

Para una x(t) arbitraria, en un analisis que se realiza adelante, se demuestra 

que 


x c (t) = HA c [x(t) cos m i t + .?(/) senw, /] (1) 

donde se toma el signo superior para la banda lateral superior y viceversa, y donde 
■*(') cs la transformada de Hilbert dex(t). En forma física, x(t) es simplemcntc x(t) 
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con sus componentes de frecuencia desplazados en — 90°. Comprobando la 
ecuación (3) con modulación de tono, x(t) = A m cos(o\„f - 90°) = A m sen a ) m t, así 
x c (t) = ViA c (A m cos o ) m t cos o)J ± A m sen c o m t sen co c t), lo cual se reduce a la 
ecuación (2). 

Al examinar la ecuación (3), se ve que es la expresión de una portadora en 
cuadratura con v,(/) = A c x(t)/2 y v q (t) = ± A c (t)/2 . Por lo tanto, a diferencia de 
la AM y la DSB, la componente en cuadratura de la SSB no es cero. La envolvente 
dei la SSB es así, 

Rsso(t) = y \/ x 2 (t) + X 2 (t) (4) 

en tanto que 0 SSB (O = ± arctan [x(t)Z *(/)]• La presencia de la componente en 
cuadratura de la SSB vuelve a ser esencial para la supresión de banda lateral. Para 
captar esto, nótese que la ecuación (3) también se puede interpretar como dos ondas 
DSB en cuadratura de fase, una modulada por x(f) y la otra por x(t). Puesto que 
x c (t) es banda lateral única , las dos ondas DSB deben ser tales que sus bandas latera- 
les se cancelan de un lado de f c y se suman en el otro lado. Esta observación conduce 
a un método alterno de generación de SSB que se describirá brevemente. Primero, 
sin embargo, se aclararán las implicaciones de la ecuación (4). 


Ejemplo 5.2 Banda lateral única con modulación de onda cuadrada 

Siempre que la sefial moduladora x(t) en SSB tenga transiciones de escalón, el tér¬ 
mino en cuadratura x(f) presenta picos agudos; en consecuencia, por la ecuación 
(4) la envolvente tendrá también picos agudos, conocidos algunas veces como cuer- 
nos . La demostración de este efecto en una modalidad sencilla, se logra consideran¬ 
do que la sefial moduladora esté dada en forma aproximada por 

x(t ) ^ cos aj m t — cos 3uj m t 4- cos 5o) m t (5a) 

la cual es la sefial de prueba empleada (Sec. 4.2, Fig. 4.4). Se podría escribir enton- 
ces x c (t) como la suma de tres términos, cada uno de los cuales forma la ecuación 
(2). Pero £(0 se encuentra con facilidad en este caso por el corrimiento de fase de 
x(t), es decir, 


x(r) ^ sen oj m t ■ y sen 3^/ + y sen5co m í (56) 

lo cual se aproxima a una onda triangular , conforme a la gráfica de la figura 4.7. 

Sustituyendo las ecuaciones (5a) y (56) en la (4) y desarrollando en forma ruti- 
naria se tiene el resultado 



17 

1 

1 \ 


1 +- + 

— 1 

\ 

9 

25 1 


4 2 

— - cos 2 oj m t + - cos 4 aj m t 


J/2 


(6) 


expresión que se bosqueja en la figura 5.20 con x(t). Los cuernos de la envolvente 
son visibles claramente y de haber tomado una onda cuadrada ideal, esos cuernos 
habrían sido picos infinitos. Es obvio que esto no presagia nada bueno para efcctos 
de la transmisión de pulsos por medio de la SSB. 
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FIGURA 5.20 

La envolvente de una forma de onda de SSB 
(cos A c = 2) cuando x(/) se aproxima a una 
onda cuadrada. 


EJERCICIO 5.5 Dibújese el espectro de líneas de un sólo lado y encuéntrense P s b y 
S T para AM (m = 1), DSB y USSB cuando x(t) = Vi cos c oj + 2/3 cos 4o )J. 


Transformadas de Hilbert y senales analíticas 

Un análisis completo de la SSB requiere dei estúdio de las transformadas de Hilbert 
y los conceptos relacionados con las seíiales analíticas. Éstas a su vez se relacionan 
con el corrimiento de fase en cuadratura , que se tomará como punto de partida. 

Considérese una red o filtro cuya función no es otra que desplazar la fase 
de todas la componentes de frecuencia positiva en — 90° y todas las componentes de 
frecuencia negativa en + 90°. Puesto que un corrimiento de fase de ± 90° equivale 
a multiplicar por e ±J90 ° = ± j 9 la función de transferencia es como la que se dibuja 
en la figura 5.21 y se puede escribir como 


H Q (f) = -ysgn/ 


donde sgn /, que se lee “signum f\ es la función signo 


sgn k = 



k >0 
A <0 


(7) 


<K> 


Si X{f) es el espectro de entrada a la red, el espectro de salida es — j sgn fX(j ). 

Pero el corrimiento de fase en cuadratura no se interpreta con facilidad en el 
dominio dei tiempo, y para este propósito es necesario volver a la respuesta al impul¬ 
so dei desplazador de fase en cuadratura. Tomar la transformada inversa de la 
ecuación (8) requiere una integración de contorno o una operación de limites. Se ob- 


H Q (f) 

— ; 

- f 

FIGURA 5.21 

/ --La función de transferencia de un desplazador 

de fase en cuadratura'. 
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(b) 

FIGURA 5.22 

(a) Filtro de banda lateral USSB ideal; ( b ) filtro equivalente pasabajas. 


tiene una aproximación más sencilla a la respuesta al impulso por medio de teoremas 
transformados y un poco de ingenio. Recuérdese el teorema de la diferenciación, 
dv(t)dt -—- jlirfVtf). Su expresión dual es - j2irtv(t) «—- d\\f)/df, y así v(0 = 
(j/2irt )^~ 1 [dV(f)/df\. Con la ayuda 

de la figura 5.21, se puede diferenciar H a (f) = - j sgn/, obteniéndose dH Q (f)/dJ 
= - j2ò(J). Por lo que la correspondiente respuesta al impulso es 

W) = j-P- l [-j2 ô(f)} = - 

iKt 7lt 

Generalizando y aplicando la dualidad, se deducen los pares transformados 

I 

— ^ -y sgn/ (9a) 


sgn t <-►— 7 - (9 b) 

Se puede decir ahora que si x(t ) es la entrada a un desplazador de fase en 
cuadratura, la función dei tiempo de salida es 


x(t) = [*(/)] * 


i; 

nt 


ir íííí<u 


( 10 ) 


Se definió a £(t) como transformada de Hilbert de x(t), aunque algunos autores 
emplean la forma negativa de la ecuación ( 10 ) como la correspondiente a un corri- 
miento de fase de + 90°. A x(t) también se le conoce como la conjugada armónica 
de x(t). Nótese que la transformación de Hilbert es en forma básica convolución y 
no da lugar a un cambio de dominio ; si x es una función dei tiempo, entonces x tam- 
biên lo es. 

Aplicando estos resultados a la generación de la SSB, por la figura 5.19a, tó- 
mese el caso de la USSB donde el filtro de banda lateral es un filtro pasaaltas, (Fig. 
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5.22a). El filtro pasabajas equivalente (Fig. 5.22 b), se encuentra a partir de la 
ecuación ( 8 ), (Sec. 5.1), como 

#lp(/) = u(f) = X - (1 + sgn/) = ^ + J - (-j sgn/) (11a) 

donde la muy extrafla tercera expresión anticipa el siguiente paso, o sea, encontrar la 
respuesta al impulso equivalente dei pasabajas. De manera específica, como se 
desprende de las ecuaciones (11a) y (9a), 

MO = ^ “ ■ 1 [ff LP (/)] = ^(0+^1 (116) 

2 2 nt 


Ahora, puesto que la entrada al filtro de banda lateral es una onda DSB, A<pc( t) cos 
cú c t, la entrada equivalente dei pasabajas es simplemente (A c /2)x(t) y la salida es 


7lp(0 — [^lp(0] * 



= ^ IMO +jX(t)] (12) 

puesto que [5(0] * [*(0] = *(0 en tanto que [I /nt] * [*(/] = x(0- Por último, la 
transformación de pasabajas a pasabanda, ecuación (7a), (Sec. 5.1), da la salida 
USSB 


x c (0 = 2 Re [y L? (0e JU)ct ] = H^AMO cos aj c t - x(/) senco f /] 

Por un análisis similar, el caso de la LSSB difiere sólo en el signo dei segundo término. 

Entre parêntesis, se hace mención a que la ecuación (12) es proporcional a la 
serial analítica , definida por 

*an (0 - HIM0 + ÍM0 ] ( 13 a) 

Así, suponiendo que x(t) es real, las partes real e imaginaria de x an (t) son un par 
transformado de Hilbert. Interesante aunque probable, la significación real descan¬ 
sa en el espectro, como puede comprobarlo el lector, 


*an (/) 


ÍX(f) f> 0 

lo /< 0 


(I3A) 


así, xr * n (0 es precisamente la porción de frecuencia positiva de X(f). Por otra parte, 
la transformada de Fourier de x an (0 es la porción de la frecuencia negativa de X{J ). 
El espectro de la SSB se forma de estas dos porciones trasladadas en frecuencia. 


EJERCICIO 5.6 Confírmese la cancelación de banda lateral y la adición implicada 
en la ecuación (3) tomando su transformada de Fourier y empleando el hecho dc que 
I-VÍMI I sgn /A(/). 
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Moduladores de banda lateral única 

La eficiência inherente a la banda lateral única la hace bastante deseable, de manera 
particular cuando el mantener el ancho de banda constituye un factor importante. 
No obstante, la existência de ciertos problemas de instrumentación se constituyen en 
variadas desventajas, siendo una de ellas el filtro de banda lateral incluido en la figu¬ 
ra 5.19a. 

La característica de corte agudo para H(f) no se puede sintetizar en forma 
exacta, tanto que se debe o atenuar una porción de la banda lateral deseada o permi¬ 
tir el paso de una porción de la banda lateral no deseada. (Efectuar ambos casos 
equivale a modular la banda lateral residual.) Por fortuna, muchas sefiales modula- 
doras de interés práctico, tienen poco o ningún contenido de baja frecuencia, y sus 
espectros presentan unos “vacíos” en su frecuencia cero (Fig. 5.23a). Tales es¬ 
pectros son típicos en sefiales de audio (voz y música), por ejemplo. Después de la 
traslación hecha por el modulador balanceado, el vacío en la frecuencia cero, aparece 
como un espacio vacante centrado alrededor de la frecuencia portadora dentro de la 
cual se puede conformar la región de transición de un filtro de banda lateral práctico 
(Fig. 5.23Ó). 

Como regia sencilla, diremos que el ancho 20 de la región de transición no 
puede ser mucho menor dei 1% de la frecuencia de corte nominal, esto es, / co < 
200/3- Puesto que 20 está limitado por el ancho de banda dei vacío espectral y f co de¬ 
be ser igual a/ c , no es posible obtener una frecuencia portadora suficientemente alta 
con un espectro de mensaje dado. Para estos casos se puede realizar el proceso de 
modulación en dos o más pasos para superar la limitación, (véase el problema 5.18). 

La ecuación (3) sugiere un medio alterno de generación de la SSB, interpretán- 
dose como dos ondas DSB con portadora en cuadratura moduladas por x(t ) y por 
x(0* Contándose con x(t) y la portadora cos uj, dos moduladores balanceados y 
un par de desplazadores de fase dispuestos (Fig. 5.24), se generará modulación en 
banda lateral superior (USSB) o inferior (LSSB), dependiendo de que se sumen o 
resten sus salidas. Esta técnica, conocida como método de corrimiento de fase , omi¬ 
te la necesidad de filtros de banda lateral. Sin embargo, el diseflo de los circuitos de 
corrimiento de fase no es trivial, y las imperfecciones generalmente originan distor- 
siones en las componentes de baja frecuencia. Así, el sistema funciona mejor con es¬ 
pectro de mensaje dei tipo analizado con anterioridad. (En el problema 5.19 se 
describe otro sistema de corrimiento de fase.) 
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FIGURA 5.24 

Modulador de SSB de corrimiento de fase. 


Modulación de banda lateral residual (VSB) 

Considérese una sefial moduladora de ancho de banda muy grande, con un impor¬ 
tante contenido de baja frecuencia. Los ejemplos principales son video en televisión, 
facsímil y sefiales de datos de alta velocidad. Mantener el ancho de banda es la razón 
dei empleo de la banda lateral única, pero en los sistemas prácticos donde ella sc 
emplea tienen una respuesta pobre en baja frecuencia. Por otra parte, la DSB fun¬ 
ciona bastante bien para frecuencias de mensaje, pero el ancho de banda de transmi- 
sión es dos veces el de la SSB. Es obvio que se desea un esquema de modulación de 
compromiso; ese compromiso es la banda lateral residual (VSB). 

Se llega a la banda lateral residual por medio dei filtraje de la DSB (o AM) en 
una modalidad que una banda lateral pase casi completamente, mientras que sôlo sc 
incluye un trozo o vestígio de la otra banda lateral. La clave para llegar a la VSB es cl 
filtro de banda lateral, una función de transferencia típica, representada en la figura 
5.25a. En tanto que la forma exacta de la respuesta no es crucial, debe tener simetríu 
impar en relación con la frecuencia portadora y una respuesta relativa de Vi en esc 
punto. Por lo que, tomando el caso de la banda lateral superior, 

H(f) = u(f-f c ) - ) + u(-jf + f c ))~ H f ( -\f + fS) (IA/) 

donde 

//,(-/) = - W) y W) = o \f\>P ca») 

como se muestra en la figura 5.25 b. 

El filtro de banda lateral para VSB es así un filtro de banda lateral práctico 
con ancho de transición 2/3, con lo que un moduladorf de VSB toma la forma de la 
figura 5.19a. (Si no se desea suprimir la portadora, el modulador balanceado se sus- 
l il uye por un modulador de AM.) Como el ancho de la banda lateral parcial es la mi- 
lad dei ancho de transición dei filtro, el ancho de banda de transmisión es 

B t = IV + p « W (15) 

Los espectros de VSB y de SSB son muy similares, de manera particular cuan¬ 
do /3 « W, lo cual es verdad a menudo. Lo mismo respecto de las similitudes que 
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FIGURA 5.25 

Características dei filtro de VSB. 


existen en el dominio dei tiempo, pudiéndose escribir x c (t) en una 
forma paralela a la de la ecuación (3), o sea, 

X A0 = 0 cos oj c r - [*(/) + *,(/)'] sen (16) 

donde la componente en cuadratura es x(t) más 

x,i(0 = n f H p (f)X(f)e^ clj 

J -fi 

Si fi « W , la VSB se aproxima a la SSB y x p (t) « 0; a la inversa, para fi grande, la 
VSB se aproxima a la DSB y x(t) + x^(f)^0. La potência transmitida S r no es muy 
fácil de determinar en forma exacta, pues queda limitada por 

3 4x 2 A c 2 < Sj < l Áx 2 A c 2 (17) 

dependiendo dei ancho residual fi. 

Banda lateral única compatible ★ 

En ocasiones se desea combinar la modulación de envolvente de AM con la conser- 
vación dei ancho de la banda lateral suprimida. El objeto es permitir la detección de 
la envolvente sin pagar elprecio de un ancho de banda de transmisión excesivo; de ahí 
el nombre de banda lateral única compatible. 


5.4 MODULACIÓN DE BANDA LATERAL SUPRIMIDA: SSB Y VSB 203 


Aunque una modulación de envolvente perfecta necesita bandas laterales si¬ 
métricas, se puede aproximar por medio de la modulación de banda lateral suprimi¬ 
da con portadora no suprimida o reinsertada. Agregando un término portadora e 
índice de modulación a la ecuación (16), la onda modulada resultante es 

x c (t) = A c {[ 1 + mx(t)] cos co c t — mÇ(t) senc o c t] (18) 

donde f (0 = *(0 + x p (t) es el término en cuadratura que cancela una banda lateral 
en todo o en parte. Si Ç(0 = 0 , la ecuación (18) se reduce a la modulación en ampli- 
iud convencional; si f (t ) = + Jc, se tiene una SSB más portadora (SSB + C); para la 
VSB + C, f(0 se toma sobre un valor intermédio. 

La envolvente de x e (t) se encuentra en la modalidad usual que es 


R(t) = A c {[ 1 + mx(t)] 2 + [mC(01 2 } 1/2 

mCU) i 2 > 1/2 


= A c [ 1 4 - mx(t)\ 1 + 


1 + mx(t) 


(19) 


la cual es una envolvente de AM distorsionada. Sin embargo, para \mÇ(t)\ « 2, la 
envolvente es, en forma aproximada 


R(t) « A c [ 1 + mx(t)] 

como se desea. La clave para la banda lateral única compatible es, por lo tanto, 
mantener pequefia la componente en cuadratura. 

Si una banda lateral se suprime en forma total , es decir, SSB + C, no se puede 
despreciar a í( 0 ; la modulación de envolvente efectiva necesita entonces que m « 1 . 
Bajo esta condición se desperdicia una cantidad sustancial de potência en la porta¬ 
dora, mucho más que en el caso de la AM. En consecuencia, existe un marcado inte- 
iés en otros esquemas para la generación de banda lateral única compatible. t 

De manera alterna, si se puede tolerar una banda lateral residual y su ancho no 
cs muy pequefio, | £(01 es pequefio comparado con | x(t) |, la mayor parte dei tiempo. 
Sc puede emplear entonces un índice de modulación mayor sin excesiva distorsión de 
envolvente, y reducir con ello la potência de portadora relativa. En efecto, se demues- 
na con facilidad, en la ecuación (18), que 


S T =[ 1 + m\x 2 + C 2 )](A c 2 /2) x (1 +m 2 x 2 )P c (20) 

en csencia, lo mismo que en la AM. 

Se debe determinar el necesario ancho de banda lateral residual por medio de 
estúdios empíricos de la envolvente con material de programa típico. En el caso de 
las se fi ales de video en televisión, las cuales se transmiten como VSB + C, la dislor- 
Món puede ser bastante grande sin menoscabo de la calidad de la imagen, permiticiu 
do un ancho de banda de transmisión sólo 30% mayor que el ancho de banda dei 
mensaje. Vèase el Apêndice C para mayor información de los sistemas dc TV. 
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FIGURA 5.26 
Convertidor de frecuencia. 
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5.5 CONVERSIÓN DE FRECUENCIA, DETECCIÓN Y RECEPTORES 

La modulación lineal es principalmente una traslación de frecuencia directa dei es¬ 
pectro dei mensaje. La demodulación o detección , es el proceso, en el receptor, por 
medio dei cual se recupera el mensaje, de la onda modulada. Por lo que, para la mo¬ 
dulación lineal en general, el proceso de detección es en forma básica uno de los ca¬ 
sos de traslación de frecuencia a valores menores. 

Con relación a las figuras 5.8 y 5.19Ó, por ejemplo, se puede ver que si los es¬ 
pectros se desplazan hacia abajo en frecuencia en f c unidades (hacia arriba en f c uni¬ 
dades para las componentes de frecuencia negativa), se reproduce el espectro dei 
mensaje original, más una posible componente de CD correspondiente a la portado¬ 
ra trasladada. Se insta al lector a efectuar esta traslación en forma gráfica, por si 
mismo. Es particularmente instructivo en caso de la LSSB. 

La traslación de frecuencia, o conversión , se emplea también para desplazar 
una sefial modulada a otra nueva frecuencia portadora (arriba o abajo) para ampli- 
ficación o para algún otro procesamiento. Así, la traslación es una operación funda¬ 
mental de los sistemas de modulación lineal e incluye la modulación y la detección 
como casos especiales. Antes de examinar los detectores, debe hacerse un breve exa- 
men al proceso general de la conversión de frecuencia. 


Conversión de frecuencia 

La conversión se efectúa, al menos en forma analítica, al multiplicar por una sinu¬ 
soide. Considérese, por ejemplo, Ia onda de DSB x(t) cos c of. Multiplicando por cos 
o) 2 t , se obtiene 

x(t) cos a> x t cos a >2 t = y 2 x(t) cos (o^ + a> 2 )t + }4x(t) cos (cüj - oj 2 )t (1) 

El producto está compuesto de las frecuencias suma y diferencia , f x + f 2 y | f x - f 2 1, 
cada una modulada por x(t). [Se puede escribir | f x - f 2 \ para claridad, puesto que 
cos(co 2 — coj)/ = cos (oj! — o) 2 )t. Suponiendo que f 2 ^ f l9 la multiplicación ha 
trasladado el espectro de la sefial a dos nuevas frecuencias portadoras. Con un filtra- 
je apropiado, la sefial se convierte a un valor mayor o a uno menor en frecuencia. 
Los dispositivos que realizan esta operación se denominan convertidores de frecuen¬ 
cia o mezcladores. La operación en si es designa como heterodinación o mezcla. 

La figura 5.26 muestra el diagrama de un convertidor de frecuencia 
generalizado. Su análisis se apega en forma directa al teorema de la modulación. El 
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FIGURA 5.27 

Detección sincrónica (de producto). 


multiplicador se construye por lo general empleando dispositivos no lineales o de 
conmutación, similares a los moduladores. Otras aplicaciones de los convertidores 
comprenden osciladores de frecuencia de batido, divisores de frecuencia regenerati¬ 
vos, perturbadores mezcladores de voz y analizadores de espectro. 

EJERCICIO 5.7 Bosquéjese el espectro de la ecuación (1) para/ 2 < fufz - fi y /2 
> fi, tomando a X{f) como en la figura 5.6. 


Detección sincrónica 

Todos los tipos de modulación lineal se pueden detectar por medio dei demodulador 
producto de la figura 5.27. La sefial de entrada primero se multiplica con una sinu¬ 
soide que se genera en forma local y luego se pasa a través de un filtro pasabajas, 
siendo el ancho de banda el mismo que el dei mensaje, o sea W, 0 algo mayor. Se 
supone que el oscilador local (OL) está sincronizado con exactitud con la porta¬ 
dora, tanto en fase como en frecuencia, a lo cual se le da el nombre de detección 
sincrónica . t 

Para propósitos de análisis, escríbase la sefial de entrada en la forma generali¬ 
zada 


x c (t) = [K c + K m x{t)\ cos íú c t - K m Ç(t) sen w c t (2) 

lo cual puede representar a algún tipo de modulación lineal, con una apropiada iden- 
lificación de K c , K m y C(0 —por ejemplo, K c = 0 para portadora suprimida, ( t ) = 
0 para doble banda lateral, etc. La entrada dei filtro es así el producto 

x t U)A OL cos co c t = ^{[K C + K m x{t)] + [K c + K m x(t)] cos 2 co c t - K m Ç(t) sen2(u, /) 

Comof c > W, el filtro pasabajas rechaza los términos de frecuencia doble, permi- 
licndo sólo el paso dei primer término 


y D (t) = K D [K c + K m x(t)] (3) 

donde K t) es la constante de detección. La componente de CD, K^K, correspondo a 
la portadora trasladada si no está suprimida en la onda modulada. Se puede remover 


t Tambión se le designa como rfctccaôn cohrrcntc, porque deben sei cohcrentcs lu ondu poitadom 
y lu sulidii dei osciludor loeul 














206 MODULAC1ÓN LINEAL 



X c (f) 


íh) 


4 4 + M' 



FIGURA 5.28 

Espectros de VSB. (a) mensaje; (b) seflal modulada; (c) sefial de frecuencia traslada¬ 
da antes dei filtraje pasabandas. 


de la salida por medio de un capacitor de bloqueo o de un transformador; sin embar¬ 
go, asimismo se removerá algún término de CD en x(t). Con esta restricción menor, 
se puede decir que el mensaje ha sido recuperado en forma total de x c (t). 

Aunque correctos en grado sumo, los desarrollos anteriores fallan al extraer lo 
que existe en la demodulación de la VSB. Esto se ve mejor en el dominio de la fre¬ 
cuencia, considerando el espectro dei mensaje constante sobre W, figura 5.28o, don¬ 
de el espectro modulado adopta la forma de la figura 5.28Ó. El espectro trasladado 
hacia abajo en la entrada dei filtro será entonces como el mostrado en la figura 
5.28c. De nuevo, los términos de alta frecuencia se eliminan por medio dei filtraje, 
en tanto que las bandas laterales convertidas a valores menores, se traslapan alrede- 
dor dei valor cero de frecuencia. Recordando la propiedad de simetria dei filtro resi¬ 
dual, se encuentra que la porción removida de la banda lateral superior se restituye 
en forma completa por el vestigio correspondiente de la banda lateral inferior, re- 
construyéndose así X(f) a la salida, y la serial detectada resulta proporcional a x(t). 

En teoria, la demodulación producto raya en lo trivial; en la práctica, puede 
ser bastante artificiosa. Lo difícil dei problema es la sincronización —(sincronizar 
un oscilador con una sinusoide que no está siempre presente en la sefial que llega en ca¬ 
so de estar suprimida la portadora). Para facilitar el asunto, los sistemas de portado¬ 
ra suprimida pueden tener una cantidad pequefia de portadora reinsertada en x c (t) 
en el transmisor. Esta portadora piloto se extrae en el receptor por medio de un filtro 
pasabanda de banda angosta, se amplifica, y se emplea en lugar de un oscilador lo¬ 
cal. Al sistema mostrado en la figura 5.29, se le designa detección homodina. (En 
realidad» la portadora piloto amplificada se emplea más a menudo para sincronizar 
un oscilador separado que en forma directa.) 

Es posible una variedad de otras técnicas para sincronización, incluycndo el 
cmpleo dc osciladorcs controlados a cristal, altamente estables, en transmisor y rc- 
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FIGURA 5.29 
Detección homodina. 


ceptor, estando los osciladores sincronizados en forma periódica más que en una 
base continua. No obstante, se debe esperar algún grado de asincronismo en los de¬ 
tectores sincrónicos. Es, por lo tanto, importante investigar los efectos dei corri- 
miento de fase y frecuencia en diferentes aplicaciones. Esto se hará para la DSB y la 
SSB en términos de la modulación de tono. 

Sea cos(ü>/ + <a't + <£'), la onda dei oscilador local, donde «' y <t>' representan 
la frecuencia de corrimiento lento y los errores de fase comparados con la portado¬ 
ra. Para doble banda lateral con modulación de tono la seflal detectada resulta ser 

y D (t ) = K d cos cu m t cos (oj't + <p') 

[cos (üJ m + + COS (ü) m — co')í] </>' = 0 

K d cos oJ m t cos (j)' w’ = 0 

De manera similar, para banda lateral única, donde x c (t) = cos(co c ± v m )t 9 

y D (t) = K d cos [a) m 1 ± (tu'/ 4- </>')] (3) 

K d cos (o) m ± co')t <fi' = 0 
K d cos (oj m i ± 4> r ) tu' — 0 

Es obvio, que tanto en DSB como en SSB, un corrimiento de frecuencia que 
no es pequeno comparado con W alterará en forma sustancial el tono detectado. El 
efecto es más severo en DSB, puesto que se produce un par de tonos, f m + f y f m — 
f f . si/' « / m , se escuchará un sonido melodioso o la nota de batido que se escucha 
cuando se tocan al unísono dos instrumentos musicales, estando ligeramente fuera 
de tono. Aunque sólo se produce un tono con SSB, éste puede también provocar dis¬ 
túrbios, en forma particular para transmisión de música. Como ilustración, la triada 
de cuerdas mayor consiste de tres notas cuyas frecuencias están relacionadas con los 
cnteros 4, 5 y 6. El error de frecuencia en la detección desplaza cada nota en la 
misma cantidad absoluta, destruyendo la relación armónica y dando a la música un 
sabor oriental. (Nótese que el efecto no es como el de la música grabada que se 
reproduce a una velocidad incorrecta, en cuyo caso se conservan las relaciones dc 
Irecuencia.) Para transmisión de voz, las pruebas con oyentes subjetivos han 
demostrado que son tolerables corrimientos de frecuencia menores que =t 10 Hz; dc 
otra manera, cualquier sonido se escuchará más bien como la “voz” dcl pato 
Donald. 

En la misma forma, en corrimiento de fase, dc nuevo la DSB cs más sensitiva, 
porque si <// = ± 90° (oscilador local y portadora en cuadratura), la seftal detectada 
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FIGURA 5.30 
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Detección de envolvente, (a) circuito; ( b ) formas de onda. 


( b) 


desaparece por completo. Con pequefías variaciones de 0', se obtiene un efecto de 
desvanedmiento aparente. El corrimiento de fase en la SSB aparece como distorsión 
por retardo , siendo el caso extremo cuando <j> = ± 90 °, para lo cual la senal demo- 
dulada es x(0* Sin embargo, como se recalco antes, el oído humano puede tolerar 
una distorsión por retardo grande por lo que el corrimiento de fase no es tan serio en 
sistemas de SSB para senales de voz. 

Resumiendo, los requisitos de sincronización de fase y frecuencia son más mo¬ 
destos para transmisión de voz por medio de la SSB. Pero en sistemas de datos, de 
facsímil y de video con portadora suprimida, se necesita una sincronización cuida¬ 
dosa. Principalmente por esa razón, esta portadora no se suprime en transmisión de 
televisión. 

Detección de envolvente 

Muy poco se ha dicho hasta aqui acerca de la demodulación sincrónica de AM, por 
la sencilla razón de que casi nunca se emplea. En realidad los detectores funcionan 
en AM, pero en forma de detectores de envolvente , los cuales son mucho más sen- 
cillos. Como la envolvente de una onda de AM tiene la misma forma dei mensaje, 
independiente de la frecuencia y fase de la portadora, se puede llevar a cabo la de¬ 
modulación extrayendo la envolvente sin preocuparse por la sincronización. 

Un detector de envolvente simplificado y sus formas de onda, se pueden ver cn 
la figura 5.30, donde se ha supuesto que el diodo es lineal. En ausência dcl resto dei 
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circuito, el voltaje v seria precisamente la versión rectificada de media onda de la 
entrada v „ . Pero R,C, actúan como un filtro pasabajas, que responde sólo a las 
variaciones en los picos de v emrada . Esto supone la constante de tiempo grande com¬ 
parada con 1 //„ y pequefia en comparación con el tiempo de variación dei mensaje 
1/ W. Así, como se apuntó antes, se necesita que f c » W para que la envolvente 
quede definida en forma clara. Bajo estas condiciones, Cj se descarga sólo un poco 
entre picos de la portadora, y v será en forma aproximada la envolvente de v entr ada- 
Un filtraje más complejo ocasionará una considerable mejoría si fuera necesario. 
Por último, R 2 C 2 actúan como un medio de bloqueo de la CD para remover la pola- 
rización de la componente no modulada de la portadora. 

El voltaje v también se puede filtrar para remover las variaciones de la envol¬ 
vente y producir un voltaje de CD proporcional a la amplitud de la portadora. Este 
voltaje, a su vez se realimenta a los pasos precedentes dei receptor para proporcionar 
control automático de volumen (AVC) y compensar el desvanecimiento. 

A despecho dei elemento no lineal, el circuito de la figura 5.30 se designa como 
detector lineal de envolvente-, la salida es proporcional en forma lineal a la envolven¬ 
te de entrada. Se pueden usar también diodos de ley de potência, pero entonces v 
incluirá términos de la forma v 2 entrada , v 3 entrada , etc., y puede haber una apreciable dis¬ 
torsión por segunda armónica a menos que m « 1. En efecto, el disefio de detectores 
lineales de envolvente tiene vários problemas interesantes que no aparecen en forma 
inmediata en el presente anàlisist. 

La detección de envolvente es apropiada siempre y cuando la onda en cuestión 
tenga una modulación de envolvente apropiada, por ejemplo, el video de televisión 
transmitido por medio de banda lateral residual más portadora. Además, en algunos 
sistemas de portadora suprimida se emplean más los detectores de envolvente que los 
demoduladores de produeto, insertándose un término grande de portadora adelante 
dei detector para reconstruir la envolvente. (Esto se hace extensivo a la SSB y a la 
DSB si la portadora local es suficientemente grande.) Pero el procedimiento no evita 
la necesidad de sincronismo, puesto que la reconstrucción de la envolvente requiere 
que la portadora agregada esté bien sincronizada. 

Un punto final. El capacitor de bloqueo de la CD de la figura 5.30 origina que 
el detector tenga una respuesta pobre a las componentes de baja frecuencia dei men¬ 
saje. Por lo tanto, la detección de envolvente puede no ser satisfactoria para sefiales 
con un importante contenido de CD y términos que varíen lentamente, a menos que 
se tengan pasos adicionales. 


LJERCICIO 5.8 La figura 5.31 es un sistema de reconstrucción de envolvente 
para la demodulación de una modulación de portadora suprimida; nótese que la sa¬ 
lida dei oscilador local se agrega a x c (t) por lo que no se requiere de un multiplica¬ 
dor. Tomando x c (t) = A c [x(t) cos - C(t) sen u c t] para representar DSB, SSB o 
VSB, y tomando la seflal dei oscilador local como A ol cos [u e t + 0(1)] donde 0(1) 


I Víitsc, por cjcmplo, Clarke y Hess (1971, Çup. 10), 
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FIGURA 5.31 

Sistema pata detectar la modulación de portadora suprimida 
por medio de la reconstrucción de envolvente. 



Dei. 
de env. 


0 )^ + 0* se ajusta para posible asincronismo, demuéstrese que la envolvente en la 
entrada dei detector de envolvente es 

(2 A í A \ 2 \ 112 

R (0 = A ° l \ 1+ ã^ [*(0 cos 0 ( ? ) + £(0 sen0(í)] + \-^ [x\t) + £ 2 (f)]j (6) 

Luego demuéstrese que puede recuperarse x(t) sin distorsión de cuadratura siempre 
y cuando A OL » A c y 0(0*0. 

Receptores 

Todo lo que en realidad se requiere en un receptor es algún mecanismo de sintonia, 
un demodulador y amplificadores. Con una sefial de suficiente intensidad, incluso se 
puede omitir los amplificadores, lo cual se comprueba con el histórico receptcr a 
cristal. Muchos radiorreceptores, sin embargo, son dei tipo superheterodino más 
complejo, cuyo diagrama a bloques se aprecia en la figura 5.32, completo incluyen- 
do AVC. 

Existen tres tipos de amplificadores en un superheterodino: el amplificador dc 
radiofrecuencia (RF), el cual se sintoniza a la frecuencia portadora deseada; el 
amplificador de frecuencia intermedia (FI), de sintonia fija y que da lugar a la ma- 
yor parte de la ganancia y selectividad; y el amplificador de audiofrecuencia (AF), el 
cual se encuentra a continuación dei detector y eleva la potência al nivel requerido 
por el altoparlante. El mezclador es un convertidor de frecuencia que traslada la sali- 



FIGURA 5.32 
Receptor superheterodino. 
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FIGURA 5.33 

Características de respuesta en frecuencia de 
un superheterodino: (a ) El amplificador 
i de FI solo; (£) el mezclador y amplificador de 
FI; (c) el amplificador de RF solo; (d) el 
receptor completo. 


da de RF a la banda de FI convirtiéndola/ c a la/ F1 . El oscilador local (OL) propor¬ 
ciona la frecuencia de mezcla y se ajusta en paralelo con la etapa de RF. 

Se comprenden mejor las operaciones en un superheterodino considerando la 
amplitud relativa de la salida de FI como una función de la frecuencia de entrada en 
vários puntos de receptor. Si se aplica una sinusoide de frecuencia variable y de 
amplitud constante a la 

entrada dei amplificador de FI, la respuesta es justamente la relación de amplitudes 
dei amplificador mismo (Fig. 5.33a). Puesto que el amplificador de FI debe permitir 
el paso de la sefial modulada a la frecuencia portadora trasladada, su ancho de ban¬ 
da debe ser igual o mayor que B T . Coniderando el mezclador más el oscilador local 
solos, hay dos frecuencias de entrada que serán la/ FI en la salida, o sean / 0L ± f vr 
Así, la respuesta dei amplificador de FI y dei mezclador será como se muestra en la 
figura 5.33Ó para el caso común donde / n < / OL - Nótese que si se está tratando de 
recibir una estación en f c - f OL — / n , sólo se captará f c = f 0L + / FI , la cual se conoce 
como frecuencia imagen. Para una posición dada dei oscilador local, la portadora y 
las frecuencias imâgenes estàn relacionadas por 


(7a) 


i aw;i ^ 2/„ /„ < / ()1 
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O 

l/c-/c'l =2 / ol / fi >/ ol (76) 

EI último caso es bastante raro en la práctica. 

El objeto de la etapa de RF, cuya respuesta se muestra en la figura 5.33c, es 
rechazar la frecuencia imagen antes de que llegue al mezclador. Se puede apreciar 
que el amplificador de RF necesita tener un ancho de banda no más angosto que 
alrededor de 2 / FI . Por otra parte, el ancho de banda dei amplificador de FI no debe 
ser mayor que B T , porque éste está por encima de la etapa de FI para rechazar las 
portadoras en la vecindad inmediata de la sefial deseada, es decir, la etapa de FI pro¬ 
porciona selectividad de canal adyacente , mientras que la de RF proporciona recha- 
zo de canal de imagen . En operación convencional, la frecuencia central de RF se 
sintoniza a la portadora deseada mientras que el oscilador local se ajusta en forma 
simultânea a/ G = f e + f para que la diferencia de frecuencias correcta f e — f = 
4i se obtenga en la salida dei mezclador. La figura 5.33c/ muestra la respuesta total 
dei receptor obtenida de la multíplicación de las figuras 5.336 y c. 

Hasta aqui se ha considerado sólo un superheterodino ideal. Los receptores re- 
ales presentarán respuestas espúrias a varias otras frecuencias debido a sefiales que 
entran al receptor o a no linealidades. Por ejemplo, cuando una sefial intensa de fre¬ 
cuencia cercana a Vi f m llega a la entrada dei amplificador de FI, se puede producir su 
segunda armónica si la primera etapa dei amplificador de FI no es lineal. Esta segun¬ 
da armónica, que es en forma aproximada/ FI , será entonces amplificada por las eta¬ 
pas siguientes y aparecerá a la salida dei detector como interferencia, por lo general 
como un tono de audio de alta frecuencia, o como un silbido. 

Otros tipos de receptores que se emplean para diferentes propósitos incluyen; 
el receptor heterodino , en el cual se omite la etapa de RF y, en consecuencia, las imá- 
genes constituyen un problema potencial; el receptor de radiofrecuencia sintonizada 
(TRF), en el cual la detección se efectúa en seguida de la etapa de RF; y el receptor 
de doble conversión , que se emplea comúnmente para onda corta de alta calidad en 
AM y en sistemas de banda lateral única. Como sugiere el nombre, los receptores de 
doble conversión tienen dos mezcladores y dos amplificadores de FI. El primer FI se 
sintoniza a frecuencia fija sobre o inmediata por debajo de la banda de la frecuencia 
portadora deseada. El valor grande de/ FI] aumenta el espaciamiento 2f m entre una 
portadora y su imagen, mejorando el rechazo de imagen de la etapa de RF. El segun¬ 
do FI tiene una frecuencia central relativamente baja para permitir una discrimina- 
ción mucho más aguda contra canales adyacentes lo que no es posible de otra 
manera. 

Ejemplo 5.3 Receptor superheterodino de AM 

La distribución de frecuencias portadoras en AM comercial va de los 540 a los 1 600 
kHz con 10 kHz de espaciamiento, y el ancho de banda dei mensaje es de unos 5 kHz. 
Muchas rádios de AM son superheterodinos con / FI = 455 kHz y f OL = f c + / F1 . 
Empleando estos valores, los anchos de banda dei receptor son 


10 kHz < B rí <910 kHz 


B VI * 10 kHz 


B m < 5 kHz 
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Altoparhiraíc 



I IGURA5.34 

Diagrama esquemático de una radio superheterodino de AM. 


lil intervalo de sintonia de RF es, por supuesto, de 540 a 1 600 kHz, mientras que el 
oscilador local debe sintonizar de 955 a 2 055 kHz. La relación de sintonia dei oscila¬ 
dor local es, por lo tanto, grosso modo , 2:1. Por otra parte, si f 0L se toma como f c 
/ FI » entonces el intervalo de sintonia seria de 85 a 1 145 kHz; esto corresponde a 
una relación de 13:1 y seria mucho más difícil llevarla a cabo con capacitores va- 
riables, etc. 

La figura 5.34 muestra el diagrama esquemático de una radio de AM típica, con 
ulimentación a baterías y económica. El transistor Q t sirve como oscilador local y 
mezclador; el circuito sintonizado conectado a su emisor está acoplado en forma 
magnética a la bobina en el circuito dei colector, dando lugar a la oscilación a una 
frecuencia que determina el capacitor variable, el cual a su vez, está acoplado en for¬ 
ma mecânica al capacitor de sintonia en la bobina de antena de tal manera que se 
logra el rastreo simultâneo de/ c y/ OL . No existe amplificación, pero el circuito de la 
bobina de antena produce rechazo de imagen y entrega Ia frecuencia portadora 
deseada a la base de Q x . La no linealidad produce las frecuencias f c + f Ql y f — f 
^ corriente dei colector y/ F] = f c — / ol se selecciona por medio dei circuito de co¬ 
la lor sintonizado y acoplado al amplificador de FI Q 2 . La salida de FI impulsa al 
diudo /), por medio de acoplamicnto magnético, y la sefial dc envolvente se aplica a 
In primera etapa dei nmplilicador de audio a través dei control de volumen. Ade- 
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FIGURA 5.35 

Transmisor de multicanalización por división en frecuencia. (a) Diagrama a blo¬ 
ques; (b) espectro de banda base. 


más, el voltaje promedio de envolvente se realimenta a Q 2 para modificar la polari- 
zación de base para proporcionar control automático de volumen. Los transistores 
Q 4 y (?5 constituyen un amplificador de audio clase B que impulsa al altoparlante. 

EJERCICIO 5.9 Se necesita un receptor superheterodino para cubrir f c = 1 a 3 
MHz con /' > 5 MHz y/ F1 \ / OL . Encuéntrense los valores apropiados para / Fl y 
/ OL . Respuesta: 2 MHz, 3 a 5 MHz. 


5.6 MULTICANALIZACIÓN POR DIVISIÓN EN FRECUENCIA 

A menudo se desea transmitir vários mensajes con facilidad de transmisión, un pro- 
ceso conocido como multicanalización . * Las aplicaciones de la multicanalización van 


* N l. lis fimicntc cl uso dei lònninn mulOplrxatJo Aqui sólo ulili/jucmos nnihn unulton iôn. 
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de la vital, aunque prosaica, red telefónica hasta la fascinante FM estéreo y los siste¬ 
mas de telemetria por sondas espaciales. Existen dos técnicas básicas de multicanali¬ 
zación: la multicanalización por división en frecuencia (FDM) que se trata aqui, y la 
multicanalización por división en tiempo (TDM) que luego se examina (Cap. 8). 

El principio de la FDM se ilustra en la figura 5.35a, en donde vários mensajes 
de entrada (se muestran tres) modulan en forma individual a las subportadoras f c% 
/ c , etc., después de que pasan a través de filtros pasabajas para limitar los anchos cie 
banda de mensaje. Se muestra la modulación de subportadora como SSB, y a menu¬ 
do así es; pero se puede emplear cualquiera de las técnicas de modulación de CW, o 
una combinación de ellas. Luego se suman las seflales moduladas para producir la 
serial de banda base , con espectro X h {f), como se muestra en la figura 5.35b. (La de- 
signación “banda base” se emplea aqui para indicar que la modulación final de por¬ 
tador aún no ha tenido lugar.) La función dei tiempo de banda base x b (t ) se deja a la 
imaginación dei lector. 

Suponiendo que se escogen en forma apropiada las frecuencias subportadoras, 
la operación multicanalización asigna una ranura en el dominio de la frecuencia 
para cada uno de los mensajes en forma modulada; de ahí el nombre de multicanali¬ 
zación por división en frecuencia . La seflal de banda base puede después ser transmi- 
tida en forma directa o empleada para modular una portadora transmitida de 
f recuencia f c . No existe aqui un interés particular en relación con la naturaleza de la 
modulación final de portadora, puesto que el espectro de la banda base es el impor¬ 
tante. 

La recuperación dei mensaje o la demodulación de FDM se hace en tres pasos. 
(Fig. 5.36). Primero, el demodulador de portadora reproduce la seflal de banda base 
v,(/). Luego se separan las subportadoras moduladas por medio de un banco de 
filtros pasabanda en paralelo, y en seguida se detectan cada uno de los mensajes. 

El principal problema práctico en la FDM es la diafonía , la indeseable unión 
de un mensaje con otro. La diafonía inteligible (modulación cruzada) aparece prin¬ 
cipalmente por las no linealidades dei sistema, lo cual ocasiona que una seflal de 



I IGURA 5.36 

Kn.rplor de imiltiuinidi/jición por división cn liccucncin. 
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Tabla 5.2 JERARQUÍA DE LA MULTICANALIZACIÓN POR DIVISIÓN EN 
FRECUENCIA DEL SISTEMA BELL 

Designación Intervalo de frecuencia Ancho de banda Número de canales de voz 


Grupo 60-108 kHz 48 kHz 12 

Supergrupo 312-552 kHz 240 kHz 60 

Grupo maestro 564-3,084 kHz 2.52 MHz 600 

Grupo Jumbo 0.5-17.5 MHz 17 MHz 3 600 


mensaje module en forma parcial a otra subportadora.t En la misma forma, la 
diafonía ininteligible ocasiona distúrbios por la imperfecta separación espectral en el 
banco de filtros. Para reducir esta unión o acoplamiento, los espectros de mensaje 
modulados se separan en frecuencia por medio de bandas de seguridad en las que 
se pueden distribuir las regiones de transición de los filtros. Por ejemplo, la banda 
de seguridad entre X Cl (f) y X Cl (f) en la figura 5.356, es dei ancho f c -(f c + 

El ancho de banda de la banda base neto es, por lo tanto, la suma de los anchos de 
banda de mensaje modulados más las bandas de seguridad. 

NÔ obstante que los conceptos relativos a la FDM son muy sencillos, los siste¬ 
mas típicos pueden ser muy elaborados. Un caso es el sistema de portadora tipo L4 
de la Bell Telephone, en el cual se multicanalizan juntos 3 600 canales de voz (cada 
uno con W = 4 kHz en forma nominal) para transmisión por cable coaxial. Toda la 
modulación es en banda lateral única, tanto USSB como LSSB, y el espectro de ban¬ 
da base final va de 0.5 a 17.5 MHz, incluyendo la portadora piloto y las bandas de 
seguridad. Todas las subportadoras son múltiplos de 4 kHz y se derivan de un oscila¬ 
do 1 " común, y la frecuencia piloto de 512 kHz proporciona la sincronización. Para 
evitar un excesivo ancho de la banda de seguridad en el extremos superior dei es¬ 
pectro de banda base, se hace la multicanalización por grupos en cuatro etapas, un 
arreglo que también facilita la conmutación y el “enrutamiento” de los diferentes 
canales. (El lector que quizá no esté por completo convencido de la fuerza dei análi- 
sis en el dominio de la frecuencia, podría considerar el diseflo de ese sistema sin la 
ayuda de los conceptos espectrales.) Para referencia, la tabla 5.2 lista la jerarquia en 
FDM dei Sistema Bell. í 


Ejemplo 5.4 La multicanalización en FM estéreo 

Para concluir este capítulo, se describirá en forma breve el sistema FDM empleado 
en la radiodifusión de FM estereofónica comercial. Con referencia a la figura 5.37a, 
las seflales de los altoparlantes izquierdo y derecho se matrizan primero para produ- 
cir Xi(t) + x K (t) y x L {t) — Xr{(). (La sefial suma se escucha con un receptor mono- 
fónico; se requiere dei matrizado para que el oyente monaural no esté sometido a 
huecos de sonido en el material dei programa y no capte así efectos estereofónicos de 

t Así, la realimentaciôn negaliva es, por lo general, una necesidad en los sislemas de imillicanaliza- 
ción por división en frecuencia para reducir la no linealidad de los amplificadores. 
t I.ahorulorios Bell Telephone (1971, C ap 6) 
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Uti 


x b (f) 



FIGURA 5.37 

Multicanalización de FM estéreo, (a) Transmisor; (b) espectro de banda base. 



FIGURA 5.38 

Receptor de FM estéreo multicanal. 


ping pong.) La sefial x L (t) + .?*(/) se inserta luego directamente en la banda base, 
cn tanto que la DSB x, (t) - x H (t) modula una subportadora de 38 kHz que se deri¬ 
va de una fuente de 19 kHz. La modulación de doble banda lateral se emplea para 
mantener la fidelidad a las hajas frecucncias. El tono piloto de 19 kHz se agiega pa 
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ra la sincronización dei receptor, que aparece en el espectro de banda base (Fig. 
5.376). En la figura 5.38 se muestra el diagrama a bloques dei receptor y cómo se 
emplea el tono piloto para la demodulación sincrónica. 

De manera incidental, en la grabación de discos de cuatro canales discretos 
(sistema cuadrafónico) se emplea una extensión lógica de la estratégia anterior para 
multicanalizar cuatro sefiales independientes en los dos canales de una grabación es¬ 
tereofónica. Denotando las cuatro sefiales como L F9 L R , R F y R r (para izquierda- 
freáte, izquierda-atrás, etc.), L F + L R se registra en forma directa en un canal con 
L f — L r multicanalizadas por medio de modulación en frecuencia de una subporta- 
dora de 30 kHz. R F + R r y R F — R r se multicanalizan también en el otro canal. Co¬ 
mo el espectro de banda base resultante sube a 45 kHz, las sefiales cuadrafónicas 
discretas no se pueden transmitir en su totalidad en FM estéreo. Otros sistemas 
cuadrafónicost tienen sólo dos canales independientes y son compatibles con FM es¬ 
téreo. 

Hay aún mucho que hablar de la radiodifusión de FM estereofónica; se hará 
después de examinar las propiedades de la modulación de portadora, la cual es expo¬ 
nencial . 


5.7 PROBLEMAS 

5.1 (Secc. 5.1) Empleando un diagrama fasorial, encuéntrense expresiones para v ( ( t) 9 v q (f)» 
R(t) y <t>(t) cuando v (0 = v x (t) cos [c o c t + 0^01 + v 2 (f) cos [c o c t + d 2 (t)]. 
Respuesta: v,(f) = v^f) cos 0 j(O + v 2 (t) cos 0 2 (/), v q (t) = v^t) sen 6 u t) + v 2 (t) sen 
e 2 (t). 

5.2 (Secc. 5.1) Repítase el problema 5.1 para v(/) = cos u J + a cos(co e + c o 0 )í. 
Aproxímese R(t)y <j>(t) para el caso donde a 2 <§: 1. 

5.3 (Secc. 5.1) Cuando z(t) es una seflal pasabajas de banda limitada en W < f 0 emplee la 
ecuación (13), sección 2.3, y demuéstrese que J®_ <x ,z(t) cos (cj 0 t + d)dt = 0. 

5.4 (Secc. 5.1) Si v,-(0 y v q (t) son sefiales de energia de banda limitada en W < f ct de¬ 
muéstrese a partir de la ecuación (3) que E v = ( E Vi + K^)/2. Sugerencia : Yéase el 
problema 5.3.) 

5.5 (Secc. 5.1) Dada V(f) (Fig. P5.1), encuéntrense v Lp (/) y la expresión de la portadora en 
cuadratura para v(2). 



t Jurgen (1972) dcscribe las dilercnles aproximucioncs n lu cumlitilonlii 
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5.6 (Secc. 5.1) Cuando Q » 1, la función de transferencia dei circuito sintonizado dei 
ejemplo 2.3, sección 2.2, se puede aproximar a H(f)&R/[ 1 + j(2 Q/f c )(f - fc) para / > 
0, donde f e = / r . 

(а) Demuéstrese que H LP (f) tiene la forma de filtro pasabajas RC y encuéntrese h(t) 
de h LP (t ). 

(б) Emplee la ecuación (96) para encontrar la respuesta de pasabanda y(t) cuando 
x(t) = A cos o) c tu(t ). 

5.7 (Secc. 5.1) El canal con H c (f) de la figura P4.1 se va a emplear para transmisión de pul¬ 
sos en pasabanda, sin igualación. Selecciónese un valor apropiado para/ c y encuéntrese 

^mín* 

5.8 (Secc. 5.1) Se va a disefiar un sistema de radar para pulsos pasabanda de 1 - ^ s. 
iCuál es el valor práctico más bajo para / c ? 

5.9 (Secc. 5.2) Síjc(0 = 0.5 u(t) - 1.5 u(t - r), r » l// c , bosquèjesex c (0 e indíquese la 
envolvente cuando la modulación es: AM con m < 1, AM con m > 1, de doble banda 
lateral. 

5.10 (Secc. 5.2) La entrada a un sistema de AM con m — 1, es la seflal moduladora de tono 
múltiple jc(í) = K( 2 cos c c m t + cos 2 u m t + 3 cos5c c m t). 

(а) Encuéntrese K para que x( t) sea normalizada de manera apropiada, y constrúyase 
gráfica dei espectro de líneas de frecuencia positiva de x c (0- 

(б) Calcúlese P SB /P C y P C /S T . 

5.11 (Secc. 5.2) Constrúyase el diagrama fasorial y encuéntrense v,(f)> v fl (0» y R(0 P^ra 
AM con modulación de tono a carga máxima cuando: 

(а) Se atenua la banda lateral superior en un factor de Vi . 

(б) Se le da a la banda lateral superior un corrimiento de fase de 180°. 

5.12 (Secc. 5.2) Dedúzcase la ecuación (9) tomando el promedio dei tiempo dex c 2 (í). (Suge¬ 
rencia: Véase el problema 5.3.) 

5.13 (Secc. 5.2) Supóngase que x(f) es una seflal aleatória gaussiana de valor medio cero 
donde la ecuación (2) de normalización no se puede aplicar. Tomando m = 1, en¬ 
cuéntrese el valor máximo de .v 2 tal que no haya sobremodulación durante más dei 10% 
dei tiempo. Calcúlese 2P SB /S T bajo esta condición. 

5.14 (Secc. 5.3) Diséfiese en forma de diagrama a bloques un modulador de AM, empleando 
un dispositivo no lineal que tenga v salida = av entrada 5 . (Sugerencia : Se necesitará un mul¬ 
tiplicador o un divisor de frecuencia.) 

5.15 (Secc. 5.3) Supóngase que los moduladores de la figura 5.18 están desbalanceados ; es 
decir, un dispositivo no lineal tiene v salida = 0iV entrada + ^ 2 V entrada 2 + ^«urada 3 mientras 
que el otro tiene v salida = V cntrada + V cmra d a 2 + * 3 v entrada 3 . Encuéntrese la seflal de sali- 
da final. 

5.16 (Secc. 5.3) Los moduladores tienen a menudo una limitación de potência pico, así como 
un limite de potência promedio. Encuéntrese x?(t) mòx en términos de 2P SB para AM y 
DSB y compárese. 

5.17 (Secc. 5.4) Empleando modulación de tono, demuéstrese que la salida en la figura 5.24 
tiene la forma de la ecuación (2). 

5.18 (Secc. 5.4) Sea x(t) una seflal de voz típica donde X(f) 0para|/|< 200y|/l > 3 200 
Hz. Después de bosquejar los espectros en los puntos apropiados, demuéstrese que el sis¬ 
tema de la figura 5.2 genera modulación de banda lateral superior, y encuéntrense los 
máximos valores permitidos dey si las regiones de transición dc los filtros pasaal 
las dcbcn satisfacer que 2(3 £ 0.1 / 0 . 
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(ô) Suponiendo a « 1, encuéntrese la condición en P SB /P c tal que la distorsión de en¬ 
volvente por segunda armónica es menor del 5^o. 

5.26 (Secc. 5.4) Dedúzcase la ecuadón (20) agregando una fase aleatória 0 a ambos términos 
de portadora en la ecuaciòn (18) y encontrando ZT[jf a s (f)]- 

5.27 (Secc. 5.5) El sistema de la figura P5.4 es un perturbador de voz simplificado que se 
emplea para asegurar la privada en la comurúcación y evitar la íntercepción. Analícese 
su operaciòn bosquejando el espectro en cada etapa, empleando X(f) como se muestra. 
Demuèstrese tambiên que bastará una unidad idêntica para funcionar como un desper- 
turbador. 


FIGURA P5-4 


xm 



5.28 (Secc. 5.5) La figura P5.5 muestra un divisor defrecuencia regenerativo. Suponiendo 
una entrada senoidal de frecuencia/ 0 , demuèstrese que la frecuencia de salida es/<,/M, 
donde M es un entero. ^Cuáles son las condiciones en el filtro pasabanda para esto? 



5.29 (Secc. 5.5) Empleando x c (t) como en la ecuaciòn (2), encuéntrese y D (t ) para detección 
sincrónica cuando la salida dei oscilador local es (a ) c t + 0), donde <f> es un error de fase 
constante. Luego escríbanse respuestas separadas para modulación de amplitud, de 
doble banda lateral, de banda lateral única y de banda lateral residual por medio de una 
sustitución apropiada de k c , k m y £(0. 

5.30 (Secc. 5.5) Supóngase que el diodo de la figura 5.30 tiene una característica de ley 
cuadrática. Encuéntrese y analícese la seftal demodulada resultante. 

5.31 ★ (Secc. 5.5) Con referencia al detector de envolvente de la figura 5.30, determínense los 

limites superior e inferior apropiados en función de la constante de tiempo como 
queda determinado por la frecuencia portadora/, y por la frecuencia moduladora máxi¬ 
ma W. A partir de estos limites encuéntrese el valor práctico mínimo de/ / W . (Suge- 
rencia : Primero bosquéjese la onda rectificada para el caso de modulación de tono con 
mA m = 1 y f„= W.) 

5.32 (Secc. 5.5) ^Es posible diseftar una radio superheterodino de AM tal que la frecuencia 
imagen caiga siempre fuera de la banda de radiodifusiòn de AM? De serio, ^euál cs cl 
valor necesario dc/ M y cl intervalo de/ ()I ? 
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5.33 (Secc. 5.5) Dibújese y rotúlese en forma còmpleta el diagrama a bloques de un receptor 
superheterodino con las sigui entes especificaciones: modulación de doble banda lateral 
con portadora piloto, W = 15 kHz,/ c = 8 a 10 MHz, /; s 4 MHz, detección homodi- 
na. 

5.34 (Secc. 5.6) Se van a multicanalizar diez sefiales de voz, cada una de banda limitada a 3 
kHz, y con 1 kHz de banda de seguridad entre canales. La modulación de subportadora 
es en banda lateral única y con / cl = 0. 

[a) Calcúlese el ancho de banda de la banda base. 

(b) Bosquéjese el espectro de la sefial transmitida si la modulación de portadora es en 
AM. 

5.35 (Secc. 5.6) Empleando/ Cl = 0, bosquéjese un espectro típico para un sistema de multi- 
canalización por división en frecuencia que emplea modulación de subportadora y de 
portadora en AM. iCuáles son las ventajas y desventajas de este esquema? 

5.36 (Secc. 5.6) Con referencia a la tabla 5.2, dibújese el diagrama a bloques dei sistema 
FDM que se necesita para generar un supergrupo de 5 grupos. Empléese modulación de 
banda lateral superior en todo el sistema. Suponiendo que se puede usar un banco de os- 
ciladores de subportadora para doce grupos, cuéntese el número total de osciladores y 
moduladores y compárese con el número que se requiere cuando todos los canales de 
voz se multicanalizan por división en frecuencia en un paso. 

5.37 (Secc. 5.6) Los filtros pasabanda en un determinado receptor FDM tiene H(f) = 
10 -tf - Z») 2 ^* 2 para/ > 0, donde/ 0 es la frecuencia central y B es de manera csencial el 
ancho de banda a 3 dB. Encuentre el ancho de banda de seguridad necesario en térmi¬ 
nos de B si se especifica que |//(/)| < 10’ 1/2 en las regiones de rechazo para reducir al 
mínimo la diafonía. 

5.38 (Secc. 5.6) Dos sefiales x x (t) y x 2 (t), cada una de banda limitada en W, se multicanali¬ 
zan por división en frecuencia en las subportadoras f x » Wyf 2 = /i + 2 W> respectiva¬ 
mente, y se transmiten sobre un canal no lineal cuya salida incluye a 2 Xb\t ) + aix b 3 (t). 
(a) Si la modulación de subportadora es de dobíe banda lateral, demuéstrese que toda 
la diafonía en la salida es no inteligible y que desaparece despuês dei filtraje si a z = 0. 
(i b ) Repítase para la modulación de subportadora en AM, la cual tendrá también 
diafonía inteligible debido a los términos de la forma ^(0 cos c ú 2 t. 


6 
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Al empezar este capítulo se repiten dos propiedades de la modulación lineal: el es¬ 
pectro modulado es en forma básica el espectro dei mensaje trasladado, y el ancho 
de banda de transraisión nunca excede en dos veces dei mensaje. Una tercer pro- 
piedad, deducida en el capítulo 7, es que la relación seftal a ruído en el destino no es 
mejor que en la transmisión en banda base y se puede mejorar sólo incrementando la 
potência transmitida. La modulación exponencial difiere totalmente en estos tres 

enunciados. _ 

En contraste con la modulación lineal, !a modulación exponencial es un proc - 
so no lineal ; por lo que, no debe sorprender que el espectro modulado no estè rela¬ 
cionado con el espectro dei mensaje de una manera sencilla. Más aún, resulta que cl 
ancho de banda de transmisión es casi siempre mucho mayor que el doble dei ancho 
de banda dei mensaje. En compensación por la restricción dei ancho de banda, exis¬ 
te el hecho que la modulación exponencial puede permitir el incremento de las rela¬ 
ciones seilal a ruido sin que se tenga que incrementar la potência transmitida. 

Para obtener una apreciación cualitativa de esta propiedad, considèresc unu 
forma de modulación exponencial en donde la frecuencia instantânea de la onda 
modulada se varia de acuerdo con la forma de onda dei mensaje, es decir, modi.lu- 
ción en frecuencia. La seflal demodulada es, por lo tanto, proporcional al intervalo 
de variación de frecuencia, conocido como desviación, y se puede incrementar la po¬ 
tência de lu seflal de salida incrementando la desviación. Puesto que en este proccso 
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sólo se modula la frecuencia, la amplitud de la portadora permanece constante, y se 
produce una mejoría en la salida sin necesidad de incrementar la potência de trans- 
misión. Sin embargo, una desviación de frecuencia mayor requiere un ancho de ban¬ 
da de transmisión mayor. Así, con la modulación exponencial, se puede negociar 
ancho de banda por relación sefial a ruido, una posibilidad embarazosa. 

En forma irónica, la modulación de frecuencia se concibió primero como un 
medio de reducir el ancho de banda, siendo el argumento más o menos como sigue: 
si en vez de modular la amplitud de la portadora, se modula la frecuencia haciéndola 
oscilar en un intervalo de digamos ± 50 Hz, el ancho de banda de transmisión será 
entonces de 100 Hz, sin tomar en cuenta el ancho de banda dei mensaje. Como pron¬ 
to se verá, este argumento tiene un serio defecto; de manera específica, no considera 
la diferencia entre frecuencia instantânea y frecuencia espectral. Carlson (1922) reco- 
noció la falacia de la noción de la reducción dei ancho de banda y aclaró las cosas. 
De manera desafortunada, él y muchos otros tambiên lamentaron que la modula¬ 
ción exponencial no presentara ventajas sobre la modulación lineal con respecto al 
ruido. Tomó algún tiempo superar esta creencia, pero gracias a Armstrong (1936), 
se apreciaron por fin los méritos de la modulación exponencial. Para poder enten- 
derlos por completo, se deben considerar en forma cuidadosa los conceptos funda- 
mentales. 

6.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

En la modulación exponencial, la onda modulada en forma fasorial es una función 
exponencial dei mensaje, o sea, 

x c (t) = Re. [A c e jeA,) ] = A c cos 0 c (t ) 

donde 6 c (t) es una función lineal de x(t) y A c es una constante. Puesto que 6 C es la 
posición angular dei fasor, el nombre de modulación angular resulta igualmente 
apropiado. 

Mientras que existen muchas formas posibles de modulación exponencial, sólo 
dos han demostrado ser pràcticas, a saber, la modulación de frecuencia (FM) y la 
modulación de fase (PM). Estas designaciones sugieren frecuencia y fase variables 
en el tiempo, conceptos que requieren una interpretación especial. Esto es cierto en 
forma particular tratándose de la frecuencia variando en el tiempo, ya que la fre¬ 
cuencia implica periodicidad y la periodicidad variando en el tiempo es algo sin sen¬ 
tido. 

Para aclarar el tema, se empieza por expresar a d c como 

6ft)±2nf c t + <Kt) (D 

de manera que la frecuencia portadora f c se especifica en forma unívoca. El segundo 
término de la ecuación (1) se puede interpretar como ângulo de fase relativo, en el 
sentido de que el fasor & 9 C difiere en posición angular de e'"-' en <t>(t). Recalcando 
más estas nociones, se debe recordar que la frecuencia angular (en radianes por se¬ 
gundo) es la derivada de la posición angular respecto al tiempo. Por lo que, sc llega a 
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„ definiciôn de «f— */— ( “ ° 

por segundo) por A (2) 


/( 0 - 


2ti dt 


* voinridad de & 9e en comparación con 
integración en la forma 


çt 

0 c (t) = 271 f c t + 2n \_ 


dl 


(3) 


El limite inferior de 

puede prescindir sin perdide 6 rnmo e i pr0 ceso en el que la fase es 

en mente, se define a ia m0 ^’° u d n ^modulación en frecuencia quien es pro- 
proporcional al mensaje, mientras que en * instantàne a f(t). 

de ° nda ^ m ° dUlaCÍÓn ^ ^ CS 


0(()A0 A x(r) (4) 


\x(t)\ < 1. La onda modulada es entonces 


(5) 


x c (t) = A c cos [a> c t + (01 

En forma similar, la desviación de frecuencia instantânea de una onda de mo- 
dulación de frecuencia es ^ (f) a f ^ x ( t ) (6) 

sustituvendo la ecuación (6) en 

donde/ A es la constante de desviación de frecuencia. S y 
la ecuación (3) se tiene ( 

0 c (t) = 2n fc 1 + 2ji/a Í_ oo x(A) dl 


(la) 


y en consecuencia 


x c (t) = A c cos jw c / + 2nf A dÀ \ {lh) 


“ ,a Bnt ^ r c --. s 

x = 0. De olra manera la mtegral^e la J > n corrimiento d e fase consta,,., 
forma fisica, un térmmo de CD J frecuencia portadora en m„,l„ 

cualquier componente de CD de, mensafc P„, 
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Tabla 6.1 


<K0 

/(/) 

PM <f> Á x{t) 

<f>A dx(t) 
2 tt dt 

2rr/ â f x (X) d\ 

Áx(l) 

* — ® 



riait 

rl=?HlÍ|=S3™S“i= 

tuciua ei mensaje x(t), la potência transmitida promedio est 


7 , = VzA c 


( 8 ) 


?f~=B==H~=S= 

=i;SS=rfSESSS 

AM m vTm S IT? f” 08 de f 08 Plm ‘ OS mostra ” d ° las ondas típicas de 

de on™on Im irtalis móXildr P ' “T eÍ ' rCÍCÍ0 ' “" frontar “tas formas 
más f^ili *lr 7 moduladoras correspondientes. En FM y PM esto se hace con 

*«> e„ ias ladontffly ‘"‘“‘ânea, mejor aün que sustítuyendo a 

No obstante las muchas similitudes entre la FM v la PM i 0 i - A , - 


t Existen excepciones teóricas para esta condición cuando/ít) s 
mente en la práctica. w 

t Schwartz demuestra esto (1970, Cap. 4). 


f cl pero ellas ocurren rara- 
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tienen de un estúdio de la modulación de frecuencia son aplicables aunque con mo- 
dificaciones menores a todas las formas de la modulación exponencial. 

EJERCICIO 6.1 Supóngase que la FM se definiera por analogia directa con la AM 
como Xc(t) = A c cosojjl + mx(t)]t. Demuéstrese la imposibihdad física de esta 
definición encontrando/(f) cuando x(t) = cos oj„t. Resp.. mf c [cos 
sen u m t]. 


6.2 ANÁLISIS ESPECTRAL DE FM 

La ecuación (7), (Sec. 6.1) da la descripción dei dominio dei tiempo de una onda dc 
m con mensaie arbitra,ío x(t). En consecnencia, se empieza este es,nd,o con a 
descripción dei dominio de la frecuencia, o anâlisis espectral, de FM. Antes de ha- 
cerlo es necesario observar qu e/(í) no es lo mismo que la frecuencia espectral f. l.a 
primèra es una cantidad dependiente dei tiempo que descnbe a x c (t) en el domimt 
dei tiempo; la última es la variable independiente dei anâlisis espectral en donde 
X (f) describe a x c (0 en el dominio de la frecuencia en términos de las componentes 
senoidales de frecuencia fija. Por lo que no se puede esperar una correspondência 

simple uno a uno entre f(t) y el espectro de FM. . . 

Como implican estas consideraciones, es difícil una descripción exacta de 
espectros de FM salvo para ciertas sefiales moduladoras sencillas. (Esto, por supues- 
to simplemente refíeja el hecho de que la modulación exponencial es un proceso no 
lineal) Por tanto, en vez de intentar el anâlisis con una x(t) arbitraria, se examina- 
rân vários casos específicos, como una táctica alterna, empezando con la modula- 
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ción de tono, y se formularán conclusiones generales basadas en esos casos. De ante- 
mano se acepta que este acercamiento ocurre después de algunos rodeos, pero no es 
necesario. 

Modulación de tono 

Con la modulación de tono, la frecuencia instantânea de una seflal de FM varia en 
forma senoidal en relación con la frecuencia portadora (ilustración de una forma de 
oiída típica, en la Fig. 6.1), de manera específica, six(t) = A m cos Um t, entonces, 
onutiendo el limite inferior de integración, 


@c(0 — 2n/ c t + 2 nf A J A m cos co m X dX 


y 


x c (t) = A c cos (co c t + 


2tt/aA„ 




senw m ? 


Para simplificar la notación, sea 


tal que 


AJ^ 

fm 


x c (t) = A c cos (c o c t + p sena> m r) 


(D 

( 2 ) 


Este resultado debe contrastar con la ecuación (11), (Sec. 5.2), la expresión equiva¬ 
lente para AM con modulación de tono. 

El parâmetro 0 que se introdujo antes, se conoce como índice de modulación 
de FM, y presenta dos propiedades extraordinárias: está definido sólo para modula¬ 
ción de tono, y depende tanto de la amplitud como de la frecuencia dei tono modu- 
lante. En forma física, 0 es la desviación de fase máxima (en radianes) producida 
por el tono en cuestión. Esta conclusión se desprende de la inspección de la ecuación 
(2), la cual muestra que la fase relativa de x c (t ) es 

<f>(t) = P senw m t = sen co m t (3) 

Asi, diferentes tonos con la misma relación amplitud a frecuencia ocasionan la mis- 
ma desviación de fase, pero a diferentes regímenes. Sin embargo, puesto que f(t) 
~ cos o)j, la desviación de frecuencia depende sólo de la amplitud dei tono y 
j A , viene a ser la última propiedad dei modulador. 

.^ ar , a e * análisis es Pectral de x c (t), no se intentará una transformación de 
ourier directa de la ecuación (2), por razones más que obvias. Pero es posible 
expresar x r (t ) como una suma de sinusoides, lo cual nos da entonces el espectro de 
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líneas de frecuencia positiva. Para este propósito se escribe primero la ecuación (2) 
en la forma 

Xc (t ) = y4 c [cos (o c t cos (p sen mj) - sen co c t sen (P sen co m 0] 

v ohsérvese oue aun cuando x c (0 en si misma no es necesariamente periódica cos (0 
Ln co 0 y sen (0 sen co„r) son periódicas en 1 //„, pudiéndose asi desarrollar por me- 
Z de serie Te Fourier. E„ particular, es bien conocido en nratemâtrcas aplrcadas cue 

cos (/?sen a>J) = J 0 (P) + I 2J^) cos WB -' 

n par 

sen (P sen co m í) = f 2J„(p)sen no> m t 

n impar 

donde n es positiva y 

j ( 0 ) A — f” e m sen dX ( 6 ) 

" 2H ' -rr 


Los coeficientes /.(« funciones de Bessel de primera cl “ se ' *’ ^lòIdTai 

mento 13. Con la ayuda de la ecuación (6), el lector puede reductr las difrcultades al 

efectuar los desarrollos trigonométricos de la ecuación (5). 

Sustituyendo la ecuación (5) en la ecuación (4) y desarrollando los productos 
de senos y cosenos se tiene por último 


Xc (t) = A C J 0 (P) cos (D c t 

+ £ A c J„(fi)[ cos (co c + ncojt - cos (ai e - rmjl] 

n ímpar 

+ £ A c J n (P)[ cos (co c + n<o m )t + cos (co c - nrnjt] (7«) 

n par 

En forma alterna, aprovechando la ventaja de la propiedad de que = (- »" 

i„(0) se obtiene la más compacta pero menos informativa expresión 

x c (t) = A c £ J„(P) cos (oj c + najji Oh) 

n— — oc 


En una u otra forma, la ecuación (7) es la representación matemática de una onda 
dc amplitud constante cuya frecuencia instantânea está variando en forma s.nu- 
soidal. En breve se dará una interpretación fasorial, que arrojará más luz sobre el tema. 

Examinando la ecuación (7), se ve que al espectro de FM lo forman una linca 
corrcspondicntc a la frecuencia portadora, más un número injimto dc líneas corres- 
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FIGURA 6.2 

-•M0) 

4 4 +4. | 

4 + 2 f m 


Espectro de líneas de FM, modulación de tono. J i © 


pondientes a las bandas laterales a frecuencias t f c ± nf m . Como se ilustra en el es¬ 
pectro típico (Fig. 6.2), todas las líneas estân igualmente espaciadas en un valor igual 
al de la frecuencia moduladora y las de banda lateral inferior de orden impar, están 
invertidas en fase (es decir, tienen amplitudes “negativas”) en comparación con la 
portadora no modulada. En general, la amplitud relativa de una línea en f c + nf m 
está dada por 7„(/3), pero antes de que se pueda decir algo más acerca dei espectro, se 
debe examinar el comportamiento de las funciones de Bessel. 

La figura 6.3 muestra unas cuantas funciones de Bessel de diferentes órdenes 
cuyas gráficas están en función dei argumento 0. En esta gráfica se pueden advertir 
varias propiedades importantes. 


\ La amplitud relativa de la línea portadora J 0 ((3) varia con el índice de mo- 
dulacion y, en consecuencia, depende de la sefial moduladora. Así, en contras¬ 
te con la moculación lineal, la componente de frecuencia portadora de una 
onda de FM “contiene” parte de la información dei mensaje. No obstante, 





FIGURA 6.3 

Funciones de Bessel de orden fijo graficadas contra el argumento 


t Se està uaittndo con un espectro de líneas de frecuencia positiva, pues las frecuencias negativas 
aparentes detudai »»/. > /.están plegadas hacia los valores positivos |/ r - nfm | ■ Tales com 
poncutes generalmente « desprectan en la priclica cuando la frecuencia portadora cs tnayor en 
imii núf i|iic Lu Irtviirrkiu modula tlum. 
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habrá espectros en los cuales la línea de portadora tenga amplitud cero, puesto 
aue 7 n (/3) = 0 cuando j3 = 2.4, 5.5, etc. 

2 El número de lineas de banda lateral que tienen amplitud relativa apre- 

ciabfe tambiên es una funciôn de p. Con p « 1 sôlo ^ 

por lo que el espectro consistirá de líneas portadoras y de dos bandas laterales, 
muy parecido ti de AM, salvo por la invertida de fase de línea de la bandala- 
teral inferior. Por otra parte, si d » 1, habrá muchas lineas de bani, lateral, 
dando al espectro bastante diferencia respecto de la modulación lineal. 

3 Un índice de modulación 0 grande implica un ancho de banda grande para 
acomodar la vasta estruetura de bandas laterales en concordância con la in- 
terpretación física de gran desviación de frecuencia. 

Algunos de los puntos anteriores se ilustran mejor en la figura 6.4, la cual da a 
7.(0) como una función de n/0 para diferentes valores fijos de 0. u «toi que ^ 

FM con modulación de tono se tiene a & constante, estas curvas representan la en 
volvente” de las lineas de banda lateral si se multiplica el eje horizontal por 0 /„.pi 
£?k posición da la Una, nf. rala,iva aObsárvese an p^ajtUr ta 

7 (0) decaen enforma monótona para n/0 > lyqueW>l<< 1 s ‘ [ 7f Lf 
fôrma similar a la figura 6.4, la tabla 6.2 lista valores “TÍ 

ximados a los decimaiest. Los espacios en blanco en la tabla corresponden 


7 ,® 



FIGURA 6.4 

Funciones de Bessel de argumento fijo graficadas contra 

n/ft. 


t I n Inhnkc y limdc (1945). se clan tahulucioncs mAa extensas 
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Tabla 6.2 


VALORES SELECCIONADOS DE /„(£) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 


J n (0A) 


1.00 

0.05 


A(0.2) 

A(0.5) 

/„(1.0) 

M2.0) 

/„(5.0) 

0.99 

0.10 

0.94 

0.24 

0.77 

0.44 

0.22 

0.58 

-0.18 

-0.33 


0.03 

0.11 

0.35 

0.05 



0.02 

0.13 

0.36 




0.03 

0.39 


0.26 

0.13 

0.05 

0.02 


/„( 10 ) 


-0.25 

0.04 

0.25 

0.06 

- 0.22 

-0.23 

- 0.01 

0.22 

0.32 

0.29 

0.21 

0.12 

0.06 

0.03 

0.01 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 


En Ia figura 6.5 se muestran espectros de lineas típicos, en los cuales na™ ria 



FIGURA 6.5 


Espectros de lineas de FM de 
fija, /„ decreciente. 


tono modulado, (a) f m 


fija, 


AJ^ crecienle; (*) AJ^ 
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F TERCICIO 6.2 Dibújese el espectro de lineas cuando f c - 12 kHz, f m 2 kHz 
y AJ l = 4 kHz. Si A nJ A = 10 kHz, demuéstrese que x e (0 tiene una componente 

de CD y en consecuencia S T * AJ-/2. 

Interpretación fasorial 

Dado que la forma de expresar a x c (t) en la ecuación (7) es bastante engorrosa, se 
recurre al diagrama fasorial de la FM como ayuda en la interpretaaón física. Como 
pumo de partida, supóngase que 0 « 1, de tal manera que J c {(3) i.AlP) P * 
y se trace caso omiso de todas las lineas de orden superior. Esto h a« que el dragrama 
fasorial de la figura 6.6, sea uno que difiere de aquel dei caso de la AM (Fig. 5.9) 
lo en la inversión de fase de la línea de banda lateral inferior. Pero a causa de la m- 
versión de fase, la contribución dei par de banda lateral es más bien perpendicular o 
en cuadratura respecto a la portadora, 



FIGURA 6.6 

Diagrama fasorial de FM para 0 « 1. 


que colineal. Esta relación de cuadratura es precisamente lo que se necesita para pro- 
ducir modulación de fase o de frecuencia en vez de modulactón en amplitud. 

En forma analítica, la envolvente y fase de x c (t) con (3 pequefia son 


R(t) * Ja c 2 + (2 £a c senco m íj 2 * A^\ +^-jOO S 2 cu m í] 


<f){t ) « arctan 


2(PI2)A C sen (oj 


] 


( 8 ) 


: ^sen io m t 


Así la variación de fase es en forma aproximada como se desea, pero existe una va- 
riación de amplitud adicional al doble de la frecuencia de tono. Para cancelar esto 
último, se debe incluir el par de lineas de banda lateral de segundo orden que giran a 
± 2/„ en relación con la portadora y cuya resultante es colineal con ella. Dado que 
el par de segundo orden en forma virtual concela la modulación de amplitud no dc- 
seada. tambièn distorsiona a La distorsión se corrige entonces agregando el 
par de tercer orden, lo cual introduce de nuevo modulación en amplitud, y asi hasta 

el infinito. _ , 

Cuando se incluyen todas las lineas espectrales, los pares de orden non tienen 

una resultante en cuadratura con la portadora que provee la modulación en frecuen¬ 
cia deseada más una modulación en amplitud no deseada. La resultante de los pares 
de orden par, que son colineales con la portadora, corrigen las vanaciones de ampli- 
tud. El efecto neto es entonces como el que se muestra en la figura 6.7. El extremo de 
los barridos resultantes en un arco circular, refleja la amplitud constante A. e. 
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Modulación de tono múltiple 

La técnica de serie de Fourier que se usó para llegar a la ecuación (7) se puede aoli 
car también al caso de la modulación de tono múltiple. Por ejemplo, supóngase que 

£ ■ T 1 , Wl 2 cos donde/, y/ 2 no estàn relacionadas en forma ar- 

mómca. La onda modulada se escribe primero como 

x c (t) = /í c [cos u) c t(cos a 1 cos a 2 — sena 2 sen oc 2 ) 

- sen co c t(sena 1 cos a 2 + cos x 1 sen« 2 )] 

donde - Bi sen B! = A-JJf u etc. Los términos de la forma cos a sen a 

® oc 

XÁt) K cos K + «Wj + mw 2 )t (9) 



f?~f\ 4 + /i 


FIGURA 6.8 

Espectro de Ifnca de FM de dohlc tono, /, «j /j, /i, .2- (j 2 . 
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A 1(3 uÍB,Y (2) las líneas de banda lateral en /. ± nfi debidas 3 un tc ; no , so,o; 

íSIda lateral en/. * mf, debidat a, =,ro ,«o ««W- 
V hanHa latera i en f ± nfi± mf 2 las cuales aparecen como modulación de ire 

cuencia debatido en las frecuencias suma y diferencia de los tonos modulantesy sus 
armónicas. Esta última categoria puede caer de sorpresa. 

la modulación lineal donde la norma es la simple superposición de las líneas de ban 
d^Tpero entonces se debe recordar que la FM es una modulacjón «o 
donde no se espera la superposición. En la figura 6.8, se muestra un espectro de 
de doble tono en el que se ven diferentes tipos de líneas espectrales para/, << h V 0i 
> rÉn estas con^ciones existe la curiosa propiedad de que cada Imea de banda a 
terd en f ± * ve como otra portadora de FM con modulación de tono de fre- 

CUenC Siís necesario en forma absoluta, la técnica anterior se puede hacer extensiva 
a la modulación con más de dos tonos no armónicos; el procedimiento es directo pe- 

r ° dC Cutndílas frecuencias de tono se relacionan en forma armónica. es decir que 
x(í) es una forma de onda periódica, entonces <t>(t) es periódica y, por lo t3nt °> _ 
JJ) Lo último se puede desarrollar en serie exponencial de Fourier con coeficientes 


Por lo que 


c = — í exp j[<f>(t) - mu 0 <] dt (10o) 
T 0 J To 

x c (í) = Rek I ( 106 ) 

|_ «= - oo J 


Se omite aqui un examen más a fondo, puesto que ello no agrega nada que tenga una 
importância particular t ■ 


Modulación de pulsos 


No obstante las complejidades de los espectros de FM, hay unas 
duladoras para las cuales x c (t) se puede tratar por medio de t “ue es 

Fourier directas. Una de tales sefiales es el pulso rectangular x(t) - U(í/t), que 

un e Í e ^"Pl° ^^deía transformación es la frecuencia instantânea puesto que, para la 
modulación de pulsos, es en forma simple/(0 = /JI(í/r). Por mspección o ,n- 
tegración de /(í) se tiene 


A c cos (it> r + <w A )í 


x c (t) = 


A t cos m,.i 



t Panlcr (1065. Cap. 7) da detalle» más amplio» y vario» ejemplo» Intcrcjanle». 
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Pero es más apropiada para lo que se persigue, la forma 

x c (t) = ^COS C 0 C 1 — C0S 01 c* + COS ( (Ü c + CO A )/j (li) 

la cual dice que la sefial modulada es una onda sinusoidal de frecuencia f c menos un 
pulso de RF de frecuencia f c más un pulso de RF de frecuencia f c + / 

Aunque la ecuación (11) puede parecer indebidamente formal, se presta por sí 
misma con facilidad al anàlisis de Fourier, además, con el resultado dei ejemplo 2.7 
(Sec. 2.3), se puede transformar a x(t ) término por término para dar 

X c(f)= y [àW-fc) + +/c)] - y- [senc(/-/ c )r + senc(/+/ c )r] 

+ y~ [senc(/-/ c -f A ) r + senc (f+f e +/ A )r] (12) 

La porción de frecuencia positiva de \X C (J)\ se bosqueja en la figura 6.9 para 
A - 2/ t. Se ve que el espectro no es simétrico en relación con la frecuencia porta¬ 
dora y tiene más contenido encima de/ c que por debajo; un hecho que se podría ha- 
ber anticipado porque /„ + j\t) nunca es menor que/ c . Más aún, no obstante que 
están presentes otras frecuencias, el espectro se concentra en los dos valores discre¬ 
tos/, y f c + f A . 


FIGURA 6.9 

Espectro de FM de pulso modulado 
4 = 2/r. 



6.3 ANCHOS DE BANDA EN FM 

Se ha visto que, en general, un espectro de FM tiene extensión infinita. En conse- 
cuencia, la generación y transmisión de FM pura necesita sistemas de ancho de ban¬ 
da infinito, sea el mensaje o no de banda limitada. Pero los sistemas prácticos de FM 
con ancho de banda finito sí existen y se desempeflan bastante bien. Su êxito depen¬ 
de de que, suficientemente lejos de la frecuencia portadora, las componentes es- 
pectrales son muy pequeflas y se pueden descartar. Cierto, omitiendo cualquier 
porción dei espectro se dará lugar a la distorsión de la sefial demodulada; pero la dis- 

torsión se puede reducir al mínimo conservando todas las componentes espectrales 
significativas, 

La determinación dei ancho de banda de transmisión en FM se reduce a la pre- 
gunta: iOué tanto dei espectro de la sefial modulada es significativo? Por supucsto 
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oue las normas de significación no son absolutas, siendo contingentes con la eanti- 
3ad de toón que se puede tolerar en una aplicadón específica. Sm embargo, 
con los criteriòs de las regias de uso inmediato basadas en el estúdio de la modula- 
ción de tono se ha logrado un êxito considerable y se ha llegado a relaciones aproxi¬ 
madas útiles! El anàlisis de los requisitos de ancho de banda de FM empieza por o 
tanto con las lineas de banda lateral significativas para modulación de tono. 


Líneas de banda lateral significativas 

I a fieura 6 4 indica que J„(0) decae en forma rápida para |#| > L particular- 
mente si 6 » I. Sttponiendo que el indice de modulaetón « es çmde. 

iodas ias lineas de banda lateral son pequeflas comparadas con la porta flues 
uue J (3) » J (3) cuando & « 1. Sin embargo, se deben conservar, por lo men , 
d oa/de bandas laterles de primer orden, ya que de otra manera no habria modu a- 
Jón en frecuencia. En consecuencia para 3 pequeflo, las lineas de banda lateral sig¬ 
nificativas están contenidas en f c ± /*• 

Para colocar las observaciones anteriores sobre una base cuanütativa d 

las líneas de banda lateral que tienen como amphtud relativa | W) I > f est “" d ; 
Ss como significativas, donde e va de 0.01 a 0.1 de acuerdo con la aphcación. En- 



I K.IJRA 6.10 

|-1 número de pares de bundas laleralcs signi tical ivas como una lunciòn 
dc li (o A). 
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tonces, si \J M (fi)\ > e y \Jm+AP)\ < e > existen Mpares de bandas laterales y 
2M + 1 líneas significativas. Así, el ancho de banda es 

B = 2 M > 1 (1) 

puesto que las líneas están espaciadas en f m yM depende dei índice de modulación 0. 
En la ecuación (1) se ha incluído la condición M > 1 para dar fe de que B no puede 
ser menor que 2/„. 

La figura 6.10 muestra a M como una función continua de 0 para e = 0.01 y 
0.1. Estúdios experimentales indican que lo primero es a menudo bastante conserva- 
tivo, mientras que lo último puede dar por resultado distorsión pequeha pero per- 
ceptible. Son aceptables para muchos propósitos, los valores de M entre estos dos 
limites —conforme se indica por medio de la línea punteada— y se emplearán en lo 
sucesivo. 

Pero el ancho de banda B no es el ancho de banda de transmisión B T ; más bien 
es el ancho de banda mínimo necesario para modulación por medio de un tono de 
amplitud y frecuencia específicas. Como ilustración, la máxima desviación de fre- 
cuencia/ A en la FM comercial está limitada por la FCC a 75 kHz, y las frecuencias 
moduladoras cubren de 30 Hz a 15 kHz. Si un tono de 15 kHz tiene amplitud unitá¬ 
ria (. A„ = 1), entonces 0 = ?V 15 = 5, M = 7, y B = 2 x 7 x 15 = 210 kHz. Si 
la amplitud hubiera sido menor, no se hubiera desarrollado la máxima desviación de 
frecuencia, y en ancho de banda seria más pequefiot. Más aún, un tono de baja fre¬ 
cuencia, digamos de 7.5 kHz a amplitud plena, resultaria en un mayor índice de mo¬ 
dulación (0 = 10), o sea, un número más grande de pares de bandas laterales signi- 
ficatifas (M = 12), pero un ancho de banda más pequeno, a saber, B = 2 x 12 x 
7.5 = 180 KHz. En pocas palabras, el ancho de banda se determina en una forma 
más que compleja tanto por AJ^ comafjp 0 y f m ), y no sólo por 0. 

Para conseguir este último punto, se debe calcular el ancho de banda máximo 
que se requiere cuando los parâmetros de tono están limitados por A m < 1 y 
f m < W. Para este propósito, la línea punteada de la figura 6.10 se puede aproximar por 


M(fi) + a ( 2 ) 

donde ot es en forma esencial constante con un valor entre 1 y 2 (el valor exacto care¬ 
ce de importância por el momento). Insertando la ecuación (2) en la (1) se tiene 

B x 2{fi + «)/„ = 2^± + *) f m = 2(A m f A + «/J 

Ahora, teniendo en cuenta que f A es una propiedad dei modulador, ^qué tono produ- 
ce el ancho de banda máximo? Es claro que es el tono de máxima amplitud y máxi¬ 


t Resulta paradójico que en modulación de frecuencia (con f á rija) d uncho de bunda depen¬ 
de de la amplitud el ancho de banda dependa de la frecuencia dcl tono. 
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ma frecuencia con A m = 1 y /- = W. Entonces, el ancho de banda en modulación 
de tono, en el peor de los casos es 


5mâ* = 2 C/k + (3) 


Nótese en forma cuidadosa que el correspondiente 
a — f / Wno es el valor máximo de 0 sino más bien el valor que, com 
Lim. fTecincia modulado», da l„ g ar al ancho de banda glte 
otro tono que tenga A „ < 1 of m < W requemá menos ancho de banda aunque 0 

sea más grande. 


Ancho de banda de transmisión 

Se enfoca ahora la atención en el ancho de banda de transmisión B. que se necesita 
cuando x(t) es una serial moduladora arbitraria con el ancho de banda W y que sa 
tisface la convención de normalización | *#){ * L Pero no hay que volver la espalda 
ataTcondusiones previas; en efecto, se estimará de en forma d.recta a par ir de 
análisis de la modulación de tono en el peor de los casos, supomendo que cualquier 
comoonente de x(0 de amplitud o frecuencia más pequeftas necesitará un ancho 
SS d- al . Desdelue g o,ueestepsoc.dlmien.odesdenaelh«ho 
de que la superposición no es aplicable a la modulación exponencial. Sm embargo 
esta investigación de los espectros de tonos múltiples ha demostrado que los pares de 
bandas laterales de las frecuencias de batido están contemdos pnncipalmente en 

Ancho He banda dei tono dominante solo, (Fig. 6.8). 

Por tanto, extrapolando la modulación de tono a una seftal moduladora 

bitraria, se define la relación de desviación t 



(4) 


como la desviación máxima dividida entre la frecuencia moduiadora máxima, anák>- 
go al índice de modulación de la modulación de tono en el peor de los casos. Enton¬ 
ces, el ancho de banda de transmisión que se requiera para x(t) es 


B t = 2M(A)W M> 1 O) 

donde se considera a A justo como a 0 para encontrar a M(A), digamos de la figura 
6 10 A falta de curvas o tablas apropiadas de M(A), existen varias aproximacionc. 
para B r a las que se puede recurrir. Con los valores extremos de la relación de des¬ 
viación, se encuentra que 


12AW=2U A>> 1 

\2 W A « I 


de conformidad con los resultados obtenidos para la modulación de tono con 0 rnuy 
grande o rnuy pequeflo. Ambas aproximaciones están combinadas en la relación 

conveniente 


t Aluímos autores emplean esle tfcrmino para/ A //.. lo cual no tiene el misn.o siunll 
cado. 











Í4« Ml H H II AC IÔN EXPONENCIAL 


Bt « 2CA + W) = 2(A + 1 )W 


A » 1 
A « 1 


( 6 ) 

tienen 2 3 <T Vio^dÍf C ] ürls0n . En [ orma indebida ’ [ °s sitemas de FM actuales 
h . A ♦ < - ^ P ° F 0 que a regia de Carson subestima en aleo ei ancho de 

banda de «nuBndaôn. Una aproximación mejor para d disedo dee,Xt «I 


B-r 


' 2(A + 2 W) = 2(A + 2)W A >2 


(?) 


y ^ detCTn,ÍMr l0! * b “ da “ 3 K» 

7 ^ r 15 k " z - r 10 

déFI d"° k '*?’ (USradiOS d ' FMdealla caüdad tienen anchos debandasenlmpasS 

en la marea con 2(5 V 2) x j . 210 k Hz mEmras < ue < 7 > < a j™° 

p„ ,„ Se “ hor : a al leclor a revisar estas aproximaciones y sus regiones de valides 

szztü ssa?*» 1 s^ ,om r ron frKuenda a «' 

sã-Srir''^ 

FM de banda angosta (NBFM) 

y FM dE ™ de We 

mi,ar ”™ Ehaa * 

«» - W„J'_ a x(X)dX y supóngase que nda “ K “ saa 


«rr,: rrmirer^ a ,a “ ~ ^ 

*cW = A c COS [co c / + 0(/)] 

/IJcos 0(0 cos fu, t -sen 0(/)sen <u, /| 

~ ^ C0S (,, <■ ' •/■ 'A(0scn f/J, 1 


(X) 
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donde se han empleado las aproximaciones cos </> - y sen <j> ~ <t>. Puesto que la 
ecuaciòn (9a) está en la forma de portadora en cuadratura y como 


VJJ) =&[A c <p{t)] = A c 2nf„ 


- xijy 

J2nf. 


la aplicación de la ecuaciòn (4), (Sec. 5.1), da 

d ' Af^fc) x(f+fcY 

. f-fc f + fc - 


x c (f) * ^ m-fc)+ ôtr+fc) i+^ 


(9b) 


ei espectro como expresión que tiene la misma forma general dei espectro de AM. 
Por tanto, si x(í) es de banda limitada en W, 


B t k2W 00) 


como se esperaba. 

No debe sorprender que la frecuencia modulada de banda angosta no tenga una 
ventaja intrínseca sobre la modulación lineal más allá de lo que a producción de 
ruido se refiere. En consecuencia, la frecuencia modulada de banda angosta en raras 
ocasiones se usa para propósitos de transmisión aunque se le encuentra a menudo 
como un paso intermédio en la generación de FM de banda ancha. 


FM de banda ancha (WBFM) 

El carácter distintivo de la FM de banda ancha es que A » 1, y en consecuencia B , 
es grande en comparación con el ancho de banda dei mensaje. En efecto B r es mde- 
pendiente dei ancho de banda dei mensaje, es decir, 


B T x2AW = 2f A (II) 


puesto que A = fj W. . 

v x No existe una aproximación simple para la forma de onda de FM de banda a 
getíepara x c (t), pero existe una aproximación para la densidad espectral de potên¬ 
cia G xc (f) en términos de la función de densidad de probabilidad p X (x) de la seflal 
moduladora. La aproximación proviene de que, cuando / A » W, la desviación de fre¬ 
cuencia instantánea/(í) varia tan lentamente que X c {t) se ve más o menos como una 
sinusoide ordenada de frecuencia f c + /(O sobre intervalos de tiempo de orden \/W 
lo cual es grande en comparación con 1// A . Por supuesto que/(O cambia puesto que 
(/) = f x(t), y, recurriendo a la ecuaciòn (13), (Sec. 3.2). 

,l2 ’ 

Por tanto, el tiempo fraccionario que x c (l) está en el intervalo de frecuencia/ - 
a/es 


Prob f f <1/ < / + / - í I ‘ Prob [ / /,' df - / •. / /, I P/d A) d J 
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por lo que P/(f—f c ) es proporcional a la densidad de potência de frecuencia positi¬ 
va en /. La densidad de potência de doble lado es entonces 

G Xa (f) = 1 ÁS T p / {f-f c ) + AS TP/ {f + f c ) 



donde S T = A c 2 /2 es la potência total. 

Sujeta a la condición A » 1, la ecuación (13) se puede emplear dondequiera 
que exista la función de densidad de probabilidad de x{ t ), por lo menos en el sentido 
de la ocurrencia de la frecuencia relativa. El ejemplo y el ejercicio siguientes ilustran 
dos aplicaciones que incluyen una seíial moduladora aleatória y una no aleatória, 
respectivamente. 


Ejemplo 6.1 FM de banda ancha con modulación gaussiana ★ 

Sea x(t) una seíial aleatória gaussiana de banda limitada en W « /con x = 0. No 
se puede aplicar la convención usual | *(/) | < 1 sino —recordando la desigualJad de 
Chebyshev— se requiere que 


a x = I/k 

tal que la probabilidad [ | x(01 > 1] < 1 /k 1 , lo cual se puede hacer pequeiio en for¬ 
ma arbitraria eligiendo a k. De la ecuación (13), la densidad espectral de potência es 


donde 


GAf) = 




+ e -{f + fc) 2 i2t 7/2 j 


( 14 ) 


como se bosqueja en la figura 6.11 para / > 0. 

Claro que el ancho de banda no queda así bien definido; por un procedimiento 
similar al anterior, se determina a B T teniendo en cuenta que se requiere que la po¬ 
tência en el intervalo de frecuencia f c — B T /2 < \f\< f c + B T /2 sea igual a 
(1 - l/A: 2 )S r . Esto es equivalente a B T /2„ f = k,yen consecuencia 




B t = 2 xca f = 2 / 4 


FIGURA 6.11 

Espectro de potência de FM de banda 
ancha (WBFM) con seflal moduladora 
gaussiana,/ ^ 0. 
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o 

(b) 



- - 

-- 1 -- 1 — 

fc-f A U 4 + / a 


FIGURA 6.12 


En el problema 6.15 se examina una definición alterna de ancho de banda. 

EJERCICIO 5.4 Demuéstrese que ambas senales periódicas determinísticas de la 
figura 6.12a resultan ser G xc (f) en la figura 6.12b, siempre y cuando/^ » l/T 0 . ( Su- 
gerencia: Primero justifíquese que p x (x) está uniformemente distribuída.) 

6.4 MODULACIÓN DE FASE (PM) 

Las modulaciones de frecuencia y de fase tienen muchas similitudes. En consecuen¬ 
cia, se abreviará bastante el análisis de la modulación de fase, aplicando en forma 
contundente los resultados obtenidos para la FM. No obstante, podría quizá notarse 
al principio una diferencia sutil pero significativa. . 

Recordando que la modulación de fase se definió como aquella que tiene la fa¬ 
se relativa </>(/) = <t> A x(t), donde 0 A es la constante de desviación de fase tal que 

-0 a <0(O<4> A 

puesto que \ x(t) | < 1. Considérese ahora la demodulación de una onda de modula¬ 
ción de fase: si se van a evitar las ambigüedades en la demodulación, <t>(t) no debe 
exceder el intervalo ± 180°; después de todo no existe diferencia física entre los ân¬ 
gulos de fase de + 270° y - 90°, por ejemplo. En consecuencia, la constante dc 
desviación está limitada por 


0a ' 71 radianes (1) 

Esta rcslricción es análoga en forma directa a la restricción m <, 1 en AM, y puede 
I la mar.se de nianera justa a 0 a el índice de modulación de fase. 
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No es necesario un limite semejante en Ia constante de desviación/, de FM va 
t c se puede dislingmr a/. + f à de/ c - /, siempre y coando/, sea menor que/ 
Por lo tanto, la desviac.ón en FM se puede hacer tan grande como se desee yendo 

limite absohno en rtadoras ma >' ores si es necesario. Lo último demuestra que el 
limne absoluto en <t> A , como contraste con el limite relativo en/, explica en oarte 

por que la supenoridad dei comportamiento de la FM en presencia dei ruido 

Espectros y anchos de banda 

Como lo anterior, el análisis espectral de la modulación de fase da princípio con la 
modulación d. tono. Si„ embargo, para facilitar el aaunto, se «mpto “m£ 

duladora senotdal en vez de una coseuoidal. Entoncee. Ln d " 7 “„ 7 ? 
ecuactón (5), (Sec. 6.1), se tiene m n 


donde 


x c (t) - A c cos (ü> c t + <j> A A m sencu m t) 
= A c cos (cu c t + p p sentu m t) 


( 2 ) 


Pp - A m (t> A (3) 


ecu^Xcon^^^ 

que se mantiene fiia la amniítiiH a o muuuiaaora/,* en tanto 

amiene rija ta amplitud A m , permanece constante, y sólo se altera el mc 

ÜÍÉSHSSSr 

Ser relacl6n a los anch ° s * banda, se podrlan repetir los razonamientos de la 
1- r /Z ”l a ° dlflCac,0 " K Sin embargo, sôlo es necesiTÒ n«r oú 

nuesto mip a oc i 0 , . , ^ ue ^ y Va son parâmetros equivalentes 

con^ZrbHríia eTZo"" * ** * «* d ' “>*-«■ * 


B t = 2M(<I> a )W M > 1 (4a) 


O 


Bj & 2((j) Â + \)W ( 4 /,) 

dei caso de I^FMl^qur^e^nlVendkme de ^ eXpresioncs difieren 
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Modulación de fase de banda angosta (NBPM) 

Dada la restricción <t> A < 180°, no existe modulación debase de “banda ancha” en el 
mismo sentido que en la FM de banda ancha. Pero la modulación de fase de banda 
angosta, que tiene <t> A « 180°, es interesante y fácil de manejar desde el punto de vis¬ 
ta analítico. Con desviación de fase pequefia, la onda de modulación de fase resu a 

ser 

x c (t) ~ A c cos co c t - A c (j) íi x{t)senu) c ! (5o) 

como se desprende de la ecuadón (9a), (Sec. 6.3), con <t>(t) = <t> A x(t). El espectro 
cs entonces 

xjj )=y m-a +«/+/.)]+ w/ ~ /J - Jr(/+/ ' )1 (54) 

y B t = 2W, como se esperaba. 

Comparando el espectro de la modulación de fase de banda angosta con el de la 
AM se demuestra que las similitudes aún son más pronunciadas que con la FM 
de banda angosta. Más aún, se aprecia en la ecuadón (5) que la modulación de 
fase de banda angosta es un proceso de modulación lineal, al menos en forma apro¬ 
ximada, y se puede generar empleando dispositivos de modulación lineales. De 
manera concreta, un modulador balanceado con un desplazador de fase en cuadra- 
tura, pueden producir modulación de fase de banda angosta cuando se disponen 

como se muestra en el diagrama (figura 6.13) 

Como la modulación de fase de banda angosta se genera con relativa facilidad, 
constituye el corazón de muchos sistemas de modulación de FM, o sea, un integrador 
que se agrega a la entrada para producir modulación de frecuencia en vez de modu¬ 
lación de fase. En la siguiente sección se describen èse y otros moduladores. 


EJERCICIO 6.5 Demuéstrese que la fase en la salida de la figura 6.13 se da en for¬ 
ma más precisa por 


= <t>& x{t) - x\t) + -y- x 5 (t) ■■■ (6) 

por lo que existe distorsión en todas las armónicas impares a menos que <t> A sea muy 
pequefto. 



Modulación dc fase dc 
banda angosta (NBPM) 


FIGURA 6.13 

Modulador dc fase dc banda angosta que 
cmpIcH cn su conslrucción un modulador 
hulunccudo. 
















24f• MODULACIÓN EXPONENCIAL 


6.5 TRANSMISORES Y RECEPTORES 

Cuando se analiza el equipo empleado para los sistemas de modulación exponencial, 
se debe tener presente que la frecuencia o fase instantâneas varían en forma lineal 
con la forma de onda dei mensaje. Así, se necesitan dispositivos que produzcan o 
sean sensitivos a la variación de fase o de frecuencia en forma lineal. Se puede aproxi¬ 
mar a tales características en muchas formas, pero algunas veces es difícil obtener 
convenientemente la relación lineal sobre un intervalo de operación amplio. 

Por otra parte, la propiedad de amplitud constante de la modulación exponen¬ 
cial, es una ventaja definitiva desde el punto de vista componentes físicos. Por un 
detalle, el diseftador necesita no preocuparse por una disipación de potência excesiva 
o por una ruptura de alto voltaje debidos a picos extremos en la forma de onda. Pe¬ 
ro más importante, la distorsión de amplitud no lineal virtualmente no tiene efecto 
sobre la transmisión dei mensaje, puesto que la información reside en los cruzamien- 
tos cero de la onda y no en la amplitud. (El corrimiento de fase o la distorsión por 
retardo, por supuesto, son intolerables.) Tambiên procede que cualesquier varia- 
ciones espúrias de amplitud se pueden eliminar por medio de dispositivos recorta¬ 
dores de picos, conocidos como limitadores , sin afectar o remover el mensaje. En 
consecuencia, es posible una extensión considerable en el diseno y selección de 
equipo. Como ejemplo, los enlaces a repetidores en microondas para comunica- 
ciones telefónicas de larga distancia, emplean principalmente la FM por que los 
amplificadores lineales de banda ancha que se necesitan para la modulación de 
amplitud no son útiles a las frecuencias de microondas. 

Concretamente en la FM, existen dos métodos de generación básicos, conoci¬ 
dos como sistemas directo e indirecto . Se examinarán estos a la vez y se abordará el 
tema de la demodulación de FM. Las presentaciones son extensas en la forma de 
diagrama a bloques; a los estudiantes interesados se les remite a la literatura para 
realizaciones de circuitos específicos y para análisis más detallados. 

Modulación de frecuencia directa 

De manera conceptual, la FM directa es precisamente directa y no requiere sino un 
oscilador de voltaje controlado cuya frecuencia de oscilación tiene una dependencia 
lineal respecto al voltaje aplicado. Esto se implementa con facilidad en la banda de 
microondas (f c > 1 GHz), donde los dispositivos como la válvula klystron tienen, 
las características dei oscilador de voltaje controlado lineal sobre un intervalo sus- 
tancial de frecuencia, en forma típica de vários megahertz. Si se desea una frecuen¬ 
cia portadora baja, la seflal modulada se puede convertir a valores menores por hete- 

Circuito resonante 

ffír 


I IC.LJRA 6.14 

FM directa cmnlcando reactancia variahle 


Circuito 

òtctfftdor 

'.intnm/.ado 


l ( lai ke y I Irs.s (1971, C aps. II y 12), ele 
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rodinación con la salida de un oscilador de frecuencia fija. Algunos generadores de 
nrueba de laboratorio emplean precisamente esta técnica. 

De manera alterna, en el caso de frecuencias portadores bajas es posible mo¬ 
dular un oscilador de circuito sintonizado convencional, mtroduciendo un elemento 
de reactancia variable como parte dei circuito resonante paralelo LC (Fig. 6.14). bi 
la capacidad tiene una dependencia dei tiempo de la forma 

C(t) = C„ - Cx(t) 


y si Cjc( 0 es “lo bastante pequeflo” y “lo bastante lenta”, entonces la salida dei os¬ 
cilador es A c cos 0 c (t) donde 


fâi* L. _ j—fi- 

dt N Tom v /I <? 0 L c « 


(D 


Considerando a = 1/ V 7.C 0 y suponiendo que |(C/C 0 )x(Ol « L el desarrollo 
en serie binominal de dd c (t)/dt = co c [l + (C/2 Cq) *(0L ° 

0 c {Q*2nf c t + 2n£rf c ( x(A) dl (2) 

ZCq d - oo 


lo cual es modulación de frecuencia con/ A = (C/2C ü )f c —vèase la ecuación (7), 
(Sec. 6.1). Puesto que |x(í)l * 1, la aproximación es buena y dentro dei cuan¬ 
do C/C 0 > 0.013 por lo que la desviación de frecuencia que se puede obtener esta 

limitada por 


A = £rL< 0 . 006 /, ( 3 ) 

Esta limitación cuantifica el significado de que Cx(t) sea “pequeflo” y es raro que 
imponga una dificultad de diseflo. De manera similar, la condición usual W « /. 
asegura que Cx(t) sea “lo bastante lento”. 

La reactancia variable se puede obtener de numerosas maneras. El caballo de 
batalla de los primero moduladores de FM directa, lo constituyó el tubo de reactan¬ 
cia un pentodo polarizado de tal manera que su impedancia de salida contiene un 
termino capacitivo proporcional al voltaje de rejilla. Otros moduladores emplean la 
capacitancia dei efecto Miller, elementos a reactor saturable, o la reactancia de los 
cliodos varactores. 

La principal ventaja de la FM directa consiste en que son posibles grandes des- 
viaciones de frecuencia sin operaciones adicionales. La principal desventaja reside 
en que la frecuencia portadora tiende a variar y debe estabilizarse por medio de un 
eontrol de frecuencia de realimentación más elaborado. Como sólo hasta fechas 
niuy recienles han surgido técnicas de cstabilización salisfactorias, muchos transmi- 
sores de LM de los más viejos son dei tipo indirecto. 
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MODULACIÓN EN FRECUENCIA INDIRECTA 

El corazón de la FM indirecta es un modulador de fase de banda angosta, cuya fre¬ 
cuencia portadora es suministrada por medio de una fuente estable, por lo general 
un oscilador controlado a cristal, para asegurar la estabilidad. La figura 6.15 
muestra las partes de un sistema indirecto completo como lo concibió Armstrong 
(1936). Las funciones son como sigue: 

Antes de la modulación el mensaje se integra como para dar lugar a la modula- 
ción de frecuencia en lugar de a la de fase. El modulador de fase en si mismo, puede 
ser como el que se muestra en la figura 6.13 o una variedad de otros tipos. En cual- 
quier caso, la frecuencia modulada de banda angosta resultante a menudo contiene 
distorsión inherente (como se demostró en el ejercicio 6.5) a menos que la relación 
de desviación A! = f A / W sea muy pequefla. Por tanto, es necesario incrementar la 
relación de desviación después de la modulación, lo cual se hace por medio de una 
cadena de dobladores y triplicadores de frecuencia formando un multiplicador de 
frecuencia. 

Un multiplicador de frecuencia ideal opera a frecuencia instantânea tal que si 
■Z' 1 + es I a entrada, la multiplicación por n veces produce f c2 + f x(t) = nf cl 
+ nf A x(l). Nótese que éste es un proceso sutil, que afecta al intervalo de variación 
de frecuencia pero no al régimen. La multiplicación de una seflal de tono modulado, 
por ejemplo, aumenta la frecuencia portadora y el índice de modulación, pero no à 
la frecuencia moduladora; así, las amplitudes relativas de las lineas de banda lateral 
se alteran, pero el espaciamiento de las lineas permanece igual. 

- /w/ 3 fígura 6 ' 15, se escoge a n P ara dar la desviación final deseada, o sea, 
n ~/ A — Pero este factor de multiplicación por lo general resulta en/ tl 

siendo mucho mayor que la frecuencia portadora deseada. La heterodinación de la 
salida dei multiplicador con segundo oscilador controlado a cristal traslada el es¬ 
pectro intacto a la ubicación apropiada. (Por lo general, la heterodinación se hace a 
a mitad de la cadena de multiplicadores para impedir que las frecuencias centrales 
se hagan muy altas.) Todos estos pasos se hacen a bajos niveles de potência, de ma- 
nera que la componente final dei sistema es un amplificador de potência de RF de 
suficiente ancho de banda, pero cuya no linealidad no es decisiva. 

A manera de ílustración con valores representativos, un transmisor indirecto 
de los primeros para FM comercial tenía/ cl = 200 kHz y f Ai = 25 Hz. Con W = 15 



FIGURA 6.15 

Un sislcmu dc FM imlircctn 
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FIGURA 6.16 . J . ., 

Limitador, (a) Características de transferencia ideal; ( b ) realización de circuito. 


kHz, la relación de desviación inicial es A t = 25/(15 X 10 3 ) ~2 X 10 -3 , requirién- 
dose este valor para reducir al mínimo la distorsión y garantizar una buena fideli- 
dad. Puesto que la desviación final va a set f A = 75 kHz, el factor de multiplicación 
que se necesita es n = 75 X 10V25 = 3 000, el cual da lugar a seis triplicadores y dos 
dobladores. Después de la multiplicación, el espectro se localiza en f c2 = 3 000 x 
200 kHz = 600 MHz, por lo que el segundo oscilador debe tener / ol = 600 ± 100 
MHz para bajar a la portadora a la banda de FM de 88 a 108 MHz. 

Estos cálculos indican que aunque la FM indirecta se obtiene alrededor dei 
problema de la estabilidad de frecuencia, ello no es sin dificultades, principalmente 
la dei factor de multiplicación. Además, los multiplicadores de banda ancha con el 
requisito de características de fase son casi tan complejos como los circuitos de 
control de frecuencia en FM directa, habiendo sido esto último mejorado en gran 
manera por el desarrollo de los contadores digitales. En consecuencia, existe un 
regreso a la FM directa con cantidades modestas de modulación de frecuencia para 
transmisores de desviación grande de alta calidad. 


Limitadores 

Un limitador es un dispositivo no lineal que remueve las variaciones de amplitud es¬ 
púrias de una onda modulada en forma exponencial sin destruir la modulación. Co¬ 
mo tal, encuentra un lugar tanto en transmisores como en receptores de FM. 

La figura 6.16a da la característica de transferencia de un limitador riguroso 
ideal, mientras que la figura 6.16b es una realización de circuito sencilla de ello. 
Puesto que el voltaje a través de un diodo semiconductor en sentido directo se apla¬ 
na en aproximadamente 1 V, tan pronto como el diodo empieza a conducir en forma 
intensa, el voltaje de salida se recorta en forma rectangular cuando la amplitud dc 
entrada sobrepasa ese nivel. Claro que si la entrada es una sinusoide no modulada, 
cuya amplitud es de vários volts, la salida será de manera esencial una onda cuadrada. 
En forma más general, 


l’sul U ) A sgn "cnl.(') 


siiponicndo un limitador riguroso ideal. 


+ A 
A 


v c „i. (r) > 0 

Vcnl.íO < 0 


( I) 
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Supóngase entonces que v erU rada (0 es una onda de frecuencia modulada o de 
modulación de fase con variaciones de amplitud digamos v entrada (t) = A c (t) cos0 c (O 
donde se supone que A c (t) > 1. Aunque v entrada (0 no es necesariamente periódica, 
Vsaiida se puede ver como una función periódica de 6 C —a saber, una onda cuadrada 
con amplitud A y periodo 2tt. Así, de la ecuación (17), (Sec. 2.2), se puede escribir 
el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier. 


4A 


(5) 


Sustituyendo 6 c (t) = o) e t + 0(0 se llega a 

4 a ( 1 ) 

v sal (0 = — |c°s [co c t + 0(0] - 2 cos [3 C0 c t + 30(0] + ■ (6) 

lo cual es una onda cuadrada modulada en fase o en frecuencia. 

Inspeccionando la ecuación (6) se demuestra que un filtro pasabanda de ancho 
de banda apropiado centrado en f c extraerá el primer término, de una sefial modula¬ 
da de amplitud constante . Los limitadores que se construyen para usarse en recepto¬ 
res normalmente tienen tal filtro como una parte integral. Por otra parte, si el filtro 
pasabanda se centra en 3 f c o 5f c , se logra la multiplicación de frecuencia así como 
también limitación de amplitud, lo cual seria útil para transmisores. Obsérvese que 
el factor de multiplicación afecta tanto a la frecuencia portadora como a la fase rela¬ 
tiva, como se examinó anteriormente. 





FIGURA 6.17 

Detccciòn dc pcndicnlc en FM, circuito v loinms dc onda. 
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Ia banda de microondas, con cavidades resonantes que sirvan como circuitos sinto- 
nizados y diodos de cristal como detectores de envolvente. Otros demoduladores de 
FM comunes son el discriminador de corrimiento de fase Foster-Seeley y el detector 
de relación, cuyas descripciones se pueden encontrar en textos de radio y elec¬ 
trónica. El detector de relación es particularmente ingenioso y económico, ya que 
combina las operaciones de limitación y demodulación en una sola unidad. Para 
aplicaciones especializadas se pueden usar el de sujeción de fase (PLL), o el lazo de 
sujeción de frecuencia (FLL); en la sección 7.5 se examina un pariente de éstos, el re¬ 
ceptor de FM de retroalimentación (FMFB). 

Antes de dejar el tema de la demodulación, se debe puntualizar que cualquier 
dispositivo cuya salida sea la derivada respecto dei tiempo de la entrada desarrollará 
una conversión de FM a AM y, por lo tanto, se puede emplear para detectar la FM. 
El que éste deba ser el caso procede dei teorema de la diferenciación dv/dt *—• 
j2irfV(t), de tal manera que un diferenciador tiene una característica frecuencia a 
amplitud linal. De manera específica, si x e (t) = A c cos Ô c (t), entonces 


dx c (t) 

dt 


~A C 


Mft) 

dt 


sen 0 c (t) 


Pero, de la ecuación (7), (Sec. 6.1), dBJdt = 2ir[f c + f A x(t), así 


dx c (t) 

—ff = ~ 2nA Àfc +/ a *( í )] sen 6 c (t) (7) 

una forma de onda que tiene modulación en amplitud y en frecuencia. La figura 
6.19 es un diagrama de un discriminador de frecuencia (con limitador) basado en la 
ecuaçión (7) A diferencia dei discriminador balanceado, este sistema tendría una 
respuesta pobre a las bajas frecuencias. 

Ejemplo 6.2 Detección de FM empleando una línea de retardo 

La ecuación (7) sugiere aún otra forma de detección de la modulación de frecuencia 
recumendo a la definición fundamental de la diferenciación, 

dv(t) ] 

— =lim- [ 1 >( 0 -!>('-e)] 

Asi, 

dxfj) 1 

—ff * - M) - X c (t - T)] (8) 



FIGURA 6.19 

Discriminador de frecuencia que cmplca conversión de FM a AM por 
uitcrcnciución. 
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FIGURA 6.20 

Aproximación a*ma línea de retardo para un diferenciador 



De esta manera, la diferenciación se puede aproximar empleando una línea de retar¬ 
do dispuesta conforme a la figura 6.20. La implementación no es particularmente 
difícil puesto que ia aproximación requiere que r sea pequefta en comparación con 
las variaciones de tiempo de x c (t), es decir, r « l/f*. Los detectores Foster-Seeley y 
de relación están basados en esta idea, pero emplean el corrimiento de lase más 
próximo al lineal de un circuito resonante para lograr el retardo en tiempo. 

Receptores de FM 

Muchos receptores de FM son de la variedad superheterodina. Difieren dei de la fi- 
gura 5*32 en dos aspectos: un limitador discriminador (o detector de relación) sustF 
tuye al detector de envolvente, y se incluye el control automático de frecuencia 
(AFC) para corregir ia variación de frecuencia dei oscilador local. Las con,tr ’ 

ciales de FM tienen un intervalo de sintonia de 88 a 108 MHz, / F1 - 10.7 MHz, y un 
ancho de banda en FI de 200 a 300 kHz. Así, el ancho de banda fraccionario dei 
amplificador de FI es aproximadamente de 2 X 10“ 2 , el mismo que en los superhetc- 

rodinos de AM. , ... , 

Existe una tercera diferencia entre los receptores de FM y los de AM, la que cn 
un receptor de FM se puede tener un filtro de desacentuación a la salida. El objeto 
de este filtro se explicará cuando se traten la interferencia y el ruido en los sistemas dc 
modulación exponencial. 


6.6 PROBLEMAS 

6.1 (Secc. 6.1) Bosquéjese y rotúlese en forma completa 4>(t) y/(0 para una onda dc mo 
dulación de fase y de modulación de frecuencia cuando la seflal moduladora es un pulse 
triangular, x(í) = AA{t/r). 

6.2 (Secc. 6.1) Un generador de barrido de frecuencia produce una salida sinusoidal cuyii 
frecuencia es f\ en t = 0 y se incrementa en forma lineal a f 2 en t = T. Obtèngase um 
expresión para la salida en la forma cos ff(t). 

Respuesta: 6(t) = 2v\f l t + (fi — f-dt 2 /2T\. 

6.3 (Secc. 6.1) Otras dos formas posibles de modulación exponencial son la modulación m 

tegral de fase donde <M0 = Kdx(t)/dt, y la modulación de aceleración de fase. doiid. 
f(t) = K j Agréguense éstas a la tabla 6.1 y encuèntrese los máximos vulores di 

<MO y /(/) para todos los cuatro tipos cuando x(t) = cos 2irf„t. 

6.4 (Sccc. 6.2) Empleando las ecuaciones (5) y (6), desarróllensc todos los dclallcs cnlir la 
ccuaciones (4) y {la). 
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6.5 (Secc. 6.2) Constrúyanse los diagramas fasoriales para FM de tono modulado con 
0=1.0 cuando u> m t = 0, 7t/4, y 7t/2. Inclúyanse por lo menos tres pares de bandas la- 
terales, y verifíquese que el corrimiento de fase resultante e$ correcto y la amplitud es 
constante. 

6.6 (Secc. 6.2) Una seflal de FM de tono modulado con 0 = 1.0 y f m = 200 pasa a través de 
un filtro pasabajas ideal con B = 500 centrado en f c . Dibújese el espectro de líneas y el 
diagrama fasorial de la seflal de salida y descríbase qué se observaria si la forma de onda 

i se exhibe en un osciloscopio. 

6.7 (Secc. 6.2) La componente frecuencia portadora de una seflal de FM de tono modulado 
es cero dondequiera que /o(0) = 0. Empleando esta propiedad, idéese un procedimien- 
to experimental para calibrar las características de desviación de un modulador de FM. 

6.8* (Secc. 6.2) Aplíquese la ecuación (10) al caso donde x(t) es una onda cuadrada de 
amplitud unitaria. Escríbase x c (t) como una suma de sinusoides, y bosquéjese el es¬ 
pectro de amplitud tomando / A » 1/ F 0 . 

6.9 (Secc. 6.3) Un mensaje tiene W = 10 kHz. Encuéntrese el ancho de banda de transmi- 
sión de FM cuando f A = 0.1, 1.0, 10, 100, y 1 000. En cada caso selecciónese la relación 
apropiada de las ecuaciones (5), (6) y (7). 

6.10 (Secc. 6.3) Un sistema de FM tiene/ A = 10 kHz. Calcúlese B T para: 

(а) Transmisión de voz pobremente inteligible. 

(б) Transmisión de voz en telefonia de alta calidad. 

(c) Transmisión de audio de alta fidelidad. 

( Sugerencia: Empléese la tabla 4.2 y escójase la curva apropiada en la figura 6.10 para 
cada caso.) 

6.11 (Secc. 6.3) Una seflal analógica de datos con W = 2 kHz va a ser enviada por medio de 
FM en un sistema con B T = 12 kHz. Si se desea la reproducción en alta fidelidad, £cuál 
es el valor máximo permitido de / A ? 

Respuesta : 1.9 kHz. 

6.12* (Secc. 6.3) Ciertos sistemas de telemetria de multicanalización por división en frecuencia 
emplean la modulación de subportadora de FM de ancho de banda proporcional en la 
cual los parâmetros dei canal z-ésimo se relacionan por f Ai = af ci = W { /b, donde ay b 
son constantes. 

(a) Demuéstrese que B Ti , el ancho de banda de la seflal subportadora z-ésima, es propor¬ 
cional a/ CÍ , suponiendo que es aplicable la regia de Carlson. 

( b ) Obténgase un limite inferior en/ Ci . en términos de/ cl , a, y ó. 

( Sugerencia : Para evitar el traslape de bandas laterales, es necesario que/ Ci . - B Ti f 2 > 
fa - x + B Ti - 1 /2.) 

6.13 (Secc. 6.13) Dedúzcase la ecuación (9b) a partir deda (9a). 

6.14 (Secc. 6.3) Si G es un ângulo aleatorio uniformemente distribuido sobre 2 p radianes y 
X = cose, se puede demostrar que/?,(*) = [tt^/A 2 - x 2 ] ~ l Il(x/2A). Empléese este 
hecho y la ecuación (13) para encontrar G IC (f) cuando x(t) = cos 2 tt f m t 9 f m « f A . Bos¬ 
quéjese G Zc (f) para / > 0 y compárese con la figura 6.5. 

6.15* (Secc. 6.3) El ancho de banda rms de una seflal pasabanda centrada en/ c está definido 

P° r *rms 2 = < 8 / Sr) \ "Áf ~ fc) 2 G Xc (f) df. 

(a) Suponiendo que se aplica la ecuación (13), demuéstrese que ésta reduce a B = 
2f á a x cuando f c f A y 3c = 0. 

(ó) Encuéntrese Z? rrm para una seflal moduladora gaussiana normalizada tal que [|jt(/)| 
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6.16 (Secc. 6.4) Se aplica modulación de tono en forma simultânea a un modulador de FM y 
de PM y los espectros de líneas de salida son idênticos. iCòmo cambíarán estos es¬ 
pectros, en general, si: la frecuencia dei tono aumenta o disminuye; ia amplitud dei tono 
aumenta o disminuye? 

6.17 (Secc. 6.4) Si W = 10 kHz. En forma aproximada iqué porcentaje se ocupa de ts T 
cuando la seflal moduladora es un tono de amplitud unitaria es f m = 0.1, 1.0 o 5.0 kHz 
y la modulación es FM con f A = 30 kHz? Repítase para modulación de fase con 
<6 = 3 y compárese. 

6.18 (Secc. 6.4) Analicense las propiedades de la modulación integral de fase y de la modula- 
ción de aceleración de fase definidas en el problema 6.3, concediendo una atención par¬ 
ticular a sus espectros de líneas y requisitos de ancho de banda. 

6.19 (Secc. 6.5) Cuando una sinusoide de frecuencia f c se aplica a un sistema lineal con una 
componente variando con el tiempo cuyas variaciones son “lentas” en comparación 
con/ c Ê se puede emplear un análisis de CA de estado cuasiestacionario para aproximar 
la salida escribiendo la función de transferencia como H(f c , /), donde la dependencia 
dei tiempo refleja a la componente variando en el tiempo. Empléese esta aproximación 
para analizar el modulador de fase RC de la figura P6.1 donde R(t) — R o — Rx(l) con 
r « Rç y o) c r q C > 1. Estímese la máxima desviación de fase que se puede lograr sin dis- 

torsión significativa en x c (í). 


c 



FIGURA P6.1 

6.20 (Secc. 6.5) La figura P6.2 es un generador de FM directa que emplea un oscilador 
controlado a voltaje. La salida dei oscilador tiene dd(t)/dt = 2i r[/ 0 + K x v(t) + f(OI. 
donde v(t) es el voltaje de entrada (de control) y e(t) es una variación de frecuencia 
aleatória. Para evitar esta variación, la salida se mezcla con un oscilador estable y rcali- 
menta a través de un discriminador cuyo voltaje de salida es K 2 í/ en trada (0 — /fiI* Supo¬ 
niendo quex(t) tiene x = 0 y es de banda limitada en W, mientras quee(0 es de banda 
limitada en demuéstrese que esta disposición reduce la variación en un factor dc 
1/(1 + K x K 2 ). lPot qué es necesario que x = 0? 



FIGURA 1*6 2 • 

6.21 (Secc. 6.5) Se agrega un integrador a la figura 6.13 tal que la entrada al modulndoi ba 
lanceado resulta ser </> A (^.víMr/Á, ^ 7r - 
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(a) Demuéstrese que la salida tiene/(f) =/ A *(í)(1 - [0 A j'*(X)tfX] 2 j, donde/ A = 
2tt. 

(b) Tomando a x(t) = cos 2wf m t y demuéstrese que/(/) tiene distorsión de tercera ar- 
mónica con una amplitud relativa de aproximadamente (f A /2f m ) 2 . 

(c) Explíquese brevemente por qué la frecuencia moduladora más baja sufre la mayor 
distorsión. 

6.22 (Secc. 6.5) Una seflal de banda base multicanalizada cuyo espectro cubre de 100 a 2 500 
i kHz va a ser transmitida con modulación de portadora de FM. Haciendo uso de la in- 
formación dei problema 6.21, diséflese un transmisor de FM indirecta con las siguientes 
especificaciones: f c = 10 kHz, A = 2, distorsión de tercera armónica menor dei 10%. 
6.23* (Secc. 6.5) Se va a diseflar un transmisor de FM indirecta para f c = 10 MHz yf A = 12 
kHz. El mensaje tiene W — 4 kHz. La cadena de multiplicadores consistirá de seis 
triplicadores, siendo cada uno un limitador riguroso seguido de un filtro pasabanda. 
Cada filtro debe satisfacer el ancho de banda fraccionario obligado de la ecuación (15), 
(Sec. 5.1), pero sus anchos de banda deben ser mayores que el ancho de banda de la se¬ 
rial en cualquier punto, mientras que las seílales no deseadas se rechazan. Dibújese un 
diagrama completo dei transmisor, especificando valores para/ Aj ,/ cl , yf OLí y anchos de 
banda y frecuencias centrales de los filtros pasabanda. Colóquese el mezclador oscila- 
dor local tal que la frecuencia no exceda de 12 MHz. 

6.24 (Secc. 6.5) La aproximación de CA de estado cuasiestacionario mencionada en el 
problema 6.19 se puede modificar para encontrar la respuesta de un filtro a una seflal de 
entrada de FM que tiene 1/(0j <r / c . Se ve en forma simple que la entrada es una sinu¬ 
soide de frecuencia f c + /(/) tal que la función de transferencia resulta ser H[f c + 
/(')]■ Empleando esta aproximación, demuéstrese que un filtro pasabajas RC con B = 
f c puede reemplazar al circuito sintonizado de la figura 6.17, siempre que sea aceptable 
la inversión de signo de la seflal moduladora. 

6.25* (Secc. 6.5) El circuito sintonizado de la figura 6.17 tiene H(f) = [1 + j(2Q/f 0 )(f — 
/o)] " 1 para/ > 0, donde Q = R /en » 1 y/ 0 = 1/2 tt /ZC. 

(a) Demuéstrese que la pendiente de H(f) es máxima en / 0 — / 0 /2a/ 2 Q. 

(b) Empéese el método dei problema 6.24 para aproximar y c (t), suponiendo que/ c esta 
en el punto de máxima pendiente. 

6.26* (Secc. 6.5) Idéese y analícese un sistema de control automático de frecuencia (AFC) para 
un receptor superheterodino de FM que emplea un oscilador controlado a voltaje, 
problema 6.20 que tiene/ 0 = f c - f FI en lugar dei oscilador local. 


7 


EL RUIDO EN LA MODULACIÓN DE ONDA 

CONTINUA (CW) 


El análisis de las dos clases de modulación de onda continua, prosigue en este ca¬ 
pítulo y cubre el comportamiento de los sistemas de comunicación de esta clase de 
onda ante ruido aditivo. Así, se enfocará ahora a la transmisión pasabanda compa- 
rándola con la transmisión de banda base. Sin embargo, muchos de los conceptos 
tratados (Cap. 4), se aplicaràn al caso pasabanda. 

Estos temas incluyen modelos y parâmetros de sistema, interferencia, ruido 
pasabanda y relaciones seflal a ruido. El capítulo concluye con una comparación de 
los tipos de modulación lineal y exponencial entre si y la transmisión de banda base. 


7.1 MODELOS Y PARÂMETROS DEL SISTEMA 

La figura 7.1 muestra el diagrama de la forma general de un sistema de comunica¬ 
ción de onda continua. Como antes, el mensaje x(t) se considera una seflal analógi¬ 
ca de ancho de banda W con x(t) < 1 y x 2 < 1. Se supone que el transmisor es 
ideal y el canal proporciona una transmisión cercana a aquélla sin distorsión | sobre 


| Dc otra nianera. se requeriria igualar. Por lo general, lales igualadores deben ser unidades pasa- 
IhiiuIh loculizadas antes dei detector, puesto que la deleccibn es una operaciftn no lineal. Una ex- 
cepclòn es el caso dc la detecciôn slncrftnica, pues se puede emplear la Igualaclôn de banda base. 
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R uido, interferencia Rcccplor 



FIGURA 7.1 

Sistema de comunicaciôn de CW (onda continua). 


el ancho de banda de transmisión B T> con perdida de potência & y retardo en tiempo 
despreciable. Se supone además que la porción de predetección dei receptor se puede 
modelar como un filtro pasabanda H R (f) que tiene una ganancia unharia sobre B R 
> B t . En un receptor superheterodino, H R (f) es la respuesta de frecuencia dei 
amplificador de FI referido (trasladado) a la frecuencia portadora (véase Fig. 
5.33 d). 

Bajo estas condiciones, y descartando por el momento cualquier interferencia 
o ruido aditivo, la seflal en la entrada dei detector es 


donde 


u(t) =K R x c (t) (I) 



( 2 ) 


En forma similar, A R = K R A C es la amplitud de la portadora en la entrada dei detec¬ 
tor. Entonces, en términos de la potência transmitida S r , 


(v 2 (t)y=K R \x c 2 (t)) = ^ = S R (3) 

siendo S R la potência recibida. Las expresiones para x c { t), S T y B T se han desarrolla- 
do en los capítulos 5 y 6 para los diferentes tipos de modulación. 

Aunque se puede transmitir una onda limpia, en forma virtual libre de ruido, 
la seflal entregada al demodulador va siempre acompafiada de ruido, incluso el que 
se genera en las etapas precedentes dei receptor mismo. Además, puede haber sefla- 
les interferentes en la banda deseada que no sean rechazadas por H R (f). Tanto el 
ruido como la interferencia son componentes indeseables en la salida dei detector y 
cuando se manifiestan, se escribirá la seflal contaminada v(/) en la forma de envol¬ 
vente y fase o de portadora en cuadratura, o sea, 

v(t) = R v (t ) cos [a> c t + <f) v (t)] (4a) 

= v { (t) cos oj ( í - v q (t) senuj, t (4b) 

lo cual facilita el análisis de la seflal demodulada.y(0- De manera especifica, la ope- 


pmi|íimy 


11 INII HI ia 25V 



FIGURA 7.2 

Espectro de líneas para sinusoides interferentes. 


ración de demodulación se representa por medio de los siguientes modelos matemà- 
ticos idealizados: t 


r’i(/) 

Detector sincrónico 

(5«) 

R,.U) - R, : 

Detector de envolvente 

(5b) 


Detector de fase 

(5c) 

1 dUt) 

Detector de frecuencia 

(5 d) 

2 n dt 




El término R v = <RÁ 0 > en la ecuación (5 b) refleja que el [ hl °^^ 


cuentn^de manera normal en un detector de envolvente; los ™**^£*? 
tener o no esta característica. Se podría incluir una constante de detección en 
ecuación 5 pero no agregaria algo en favor de la generahdad. 

Nótese, sin embargo, que y(í) no es necesanamente igual a la seflal de salida 
final y B {t) en el destino, puesto que en la figura 7.1 se tiene un filtre> pasabaj*: a 
continuación dei detector. Por lo tanto, suponiendo que el filtro pasabajas solo re- 
mueve a cualesquier componentes de frecuencia fuera de banda, 


>’d( 0 


: f Y(f )edf 

J - w 


( 6 ) 


donde V(J) =/FÍy(t)]. A esta operación se le llama filtraj tpostdetección, para dife¬ 
renciaria dei filtraje de predetección pasabanda desarrollado por H R (f). 

Por último, cuando se llega al ruido aditivo, se supondrâ que es ruido blanco 
de valor medio cero con densidad espectral G(f) = r,/2 en la entrada a^^Así. 
existe ruido pasabanda aditivo en la entrada dei detector. En la sección 7.3 se 
sarrolla la representación dei ruido pasabanda que será empleado en las sub secuen- 
tes secciones 7.4 y 7.5 para encontrar a (S/N) D , o sea, la relaciòn seflal a rui 
destino. Al analizar la interferencia, se propicia el acceso a esos temas. 


7.2 INTERFERENCIA 

Se principia por considerar un caso muy sencillo, el de una portadora no modulada 
con una onda cosenoidal interferente (Fig. 7.2). La seflal interferente tiene una 
amplitud A, y frecuencia/, + /,. La seflal total que entra al demodulador es la suma 

de dos sinusoides 

| uicjili/ados cn cl sentido dc una sincroni/ación pcrfecln, dc una limilación dc amplitud pcrfcctii 























260 EL RUIDO EN LA MODULACIÓN DE ONDA CONTINUA (CW) 


FIGURA 7.3 

Diagrama fasorial para sinusoides interferentes. 



v (t) = Ar cos co c t + Af cos (uj c + u) f )t 


así 


R v(t) - ■%/ (A R + Aj cos ojjrt) 1 + (Ajscncüft) 2 


</> 0 (t) = arctan 


Ajsentúft 


(D 


Ar + Aj cos co f t 

como se desprende de la construcción fasorial de la figura 7.3. 

Para valores arbitrados de A R y A f , estas expresiones no se pueden simplificar 
más. Sin embargo, si la interferencia es pequefta en comparación con la portadora, 
el diagrama fasorial muestra que la envolvente resultante es esencialmente la suma 
de las componentes en fase, mientras que la componente en cuadratura determina el 
ângulo de fase. O sea, que si « A R> entonces 

, ~ A r + Aj cos ojjt (2a) 

A 

~ -j- sen ojj t (2b) 

A R 


y en consecuencia 


v(t) = Ar( 1 + Mj cos cüj t) cos ( 0 J c t + Mj sen cojt) 


(3) 


donde 



1 


Se obtiene el mismo resultado de los desarrollos de primer orden de la ecuación (1). 

Por otro lado, si Aj > A R > el análisis se realiza considerando la interferencia 
como referencia y descomponiendo el fasor portadora, lo cual da v(t) = Aj(\ + 
ftií 1 cos oí//)cos [(oj c + — mr 1 sen u/f], como se podría esperar. 

Se ve en la ecuación 3 que la onda interferente modula la amplitudy la fase de 
una portadora precisamente como un tono modulante /, con índice de modulación m f . 
Por otra parte, con interferencia intensa, se puede considerar que la portadora es 
modulada por la onda interferente. En uno u otro caso, la frecuencia de modulación 
aparente es la diferencia de frecuencia//. 


7.2 INIIA Ml 


EJERCICIO 7.1 Considérese el caso de la interferencia debida a reflexionei» de un 
avión volando a baja altura que A, * A R y/, = vfjc donde v es la velocidad relativa 
y c ia velocidad de la luz. Demuêstrese que R v (f) - 2A R |cos(irv/ e í/c)|. 


Interferencia en la modulación lineal 

Supóngase que existe una pequefta interferencia de amphtud en un sistema de AM 
con detección de envolvente. Empleando la ecuación (2a) de esta sección y las 
ecuaciones (5b) y (6), (Sec. 7.1), la seflal de salida resulta ser 



COS (Djt 


I//I < w 

\f,\ > W 


puesto que ~R V = A„. De manera similar, para detección sincrónica, 

y D (t) = A R + A, cos co! t \fi\<W 


(4) 


(5) 


puesto que v,(0 = A R + A, cos <*/—(véase Fig. 7.3). La componente de CD de la 
ecuación (5) puede o no estar bloqueada. En uno u otro caso, cualquier interferem. 
en i a banda/. ± W produce una seflal detectada cuya amplitud depende sólo de A„ 
o sea la amplitud de la interferencia, siempre y cuando A, « A„. 

El lector puede preguntarse por quê puede existir confusión en este problema 
sencillo cuyos resultados son casi obvios a raí2 de una inspección. La razón es doble: 
primera, como se podría inferir de la ecuación (1), las complicaciones se multiphcan 
en forma rápida cuando la interferencia es grande o la portadora es modulada, s 
gundo, ocurren algunas diferencias interesantes y significativas en la modulación ex¬ 
ponencial. 


Interferencia en la modulación exponencial 

Con un detector de fase o frecuencia, se encuentra la interferencia insertando la 
ecuación (2b) de esta sección en las ecuaciones (5c) y (5 d), (Sec. 7.1). Así, para J, 

y D (t) = senco/í PM (ó) 

Ar 

y D (t)=^f sen co t t FM (7) 

Ar 

< W, donde/, aparece como un factor de multiplicacíón en la ecuación (7) pero IK 

en la (6) en razón de la diferenciación de <b y (t)- 

Comparando las ecuaciones (6) y (7) con las (4) y (5), y el hecho de que A,/A, 
« 1 se encuentra que la modulación exponencial es menos vulncrable a la inlci le 
'encia dc amplitud pequefta que la modulación lineal, siendo iguales todos los demài 
iactores. Más aún. de las ecuaciones (6) y (7) se desprende que la FM es menos vul 
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FIGURA 7.4 

Amplitud de interferencia detectada, como 
para una onda interferente de frecuencia f c 

i 

nerable que la PM (modulación de 

ferencia detectada es proporcional tanto a la amplitud como a la frecuencia de la 
onda interferente. En los sistemas de PM, como en la modulación lineal, sólo la 
amplitud entra en escena. 

Esta última diferencia se puede entender con la ayuda de consideraciones 
físicas sencillas. La intensidad de una sefial detectada en FM depende de la máxima 
desviación de frecuencia. Las ondas interferentes cercanas a la frecuencia portadora 
no pueden provocar un cambio significativo en la frecuencia de la resultante y, por 
lo tanto, producen poco efecto. A mayor diferencia entre f y f c + /„ corresponde 
una mayor desviación de frecuencia que hace que la salida demodulada sea propor¬ 
cional a (y,). Pero para PM, la máxima desviación de fase depende sólo de las ampli¬ 
tudes relativas, como se muestra por medio dei diagrama fasorial de la figura 7.3. 

El comportamiento de la FM y de la PM respecto a la interferencia, se muestra 
mejor construyendo la gráfica de la amplitud de la sefial y(t) no filtrada como una 
función de| f, [ (Fig. 7.4). Por supuesto, y D (t) = y(t) para |/, í < W, peroy(í) inclu- 
ye frecuencias por lo menos arriba de B T /2 puesto que H R (f) permite el paso de f ± 
B t /2 (suponiendo que tí H = B T ) y B,/2 sobrepasa a W con la modulación exponencial. 
La figura 7.4 ilustra que cuando la interferencia se debe a una estación cocanal, t 
entonces / + f,xf c , si \f r \ es pequefia, y es obvio que la FM es menos vulne- 
rable. A la inversa, la PM tiene mejor comportamiento con respecto a la interferen¬ 
cia de canal adyacente, en la cual|/,| es relativamente grande. En uno u otro caso, 
debe seguir al demodulador un filtro pasabajas de ancho de banda W para eliminar 
a las componentes de interferencia detectada que están fuera de la banda dei mensa- 
je, pero que no son rechazados por el filtro de predetección, es decir, interferencia 
en fF Bt/2. Tal filtraje de postdetección es deseable pero no constituye una 

necesidad en los sistemas de modulación lineal, dado que el ancho de banda de 
transmisión no es mayor que 2 W. 

Filtraje de desacentuación y de preacentuación 

El hecho de que la interferencia de FM detectada sea más severa a valores grandes de 
| /,| sugiere un método para mejorar el comportamiento dei. sistema con un filtraje 
selectivo de postdetección, llamado filtraje de desacentuación. 



fase) cuando | f r | es pequefta, puesto que la inter- 


! Las expresiones co-canal (canalpropio) y canal adyacente, se refieren a las estaciones que tienen 
asignada la misma frecuencia portadora o una adyacente I a interferencia co cm.nl Imnhièn pro- 
cede dc Irccucncias imúgcncs 


Detector dc 


Filtro dc 


FPB 

frecuencia 


desacen L 



FIGURA 7.5 

El demodulador de FM completo. 


Supóngase que al demodulador le sigue un filtro pasabajas que tiene una rela- 
ción de amplitudes que empieza a decrecer en forma gradual debajo de W\ esto 
desacentuará la porción de alta frecuencia dei mensaje y con ello se reducirá la inter¬ 
ferência más seria. Se requiere aún un filtro pasabajas de corte agudo (ideal) para 
remover cualquier componente residual que esté encima de W, por ello, e emo u 
lador completo está formado de un detector de frecuencia, un filtro de desacen¬ 
tuación y un filtro pasabajas, figura 7.5. 

Obviamente, el filtraje de desacentuación también atenua las componentes de 
alta frecuencia dei mensaje mismo, ocasionando distorsión de la sefial de salida, a 
menos que se tomen medidas correctivas. Pero es sencillo compensar la distorsión 
por desacentuación predistorsionando o preacentuando la sefial moduladora en el 
transmisor antes de la modulación. Las características de preacentuación y desacen- 
tuación dei filtro deben estar relacionadas por 


"-">-«575 1/1 ^ 


para lograr una transmisión sin distorsión, neta. 

En esencia, se preacentúa el mensaje antes de la modulación (donde no exista 
la interferencia) para poder desacentuar la interferencia relativa al mensaje después 
de la demodulación. La técnica es por médios que no restringen a los sistemas de 
FM; se puede emplear con ventaja dondequiera que predominen las contamma- 
ciones no deseadas, en ciertas porciones de la banda dei mensaje. Por ejemplo, las 
altas frecuencias se preacentúan en forma común en grabación de sonido de manera 
que el ruido de superfície de alta frecuencia se puede desacentuar durante la repro- 
ducción.tPor otra parte, los sistemas de modulación de fase y lineal sacan poco pro- 
vecho de la desacentuación porque la interferencia es independiente de la frecuenciu 
y no existe una ventaja selectiva. Para estar seguros, la desacentuación de alta fre¬ 
cuencia debe acarrear alguna mejoría, pero sólo lo suficientemente severa para justi¬ 
ficar la complejidad consiguiente. 

Volviendo a la FM en si, el filtro de desacentuación es generalmente una red 
RC sencilla que tiene 


tfde(/) = 



1 

y l/l 




| I I sistema Dolby para grabaciòn dc cinla magntlica va aún más lejos por medio dei ajnsle en tm 
dinítmica dc la cantidad dc prcaccnlmiciún/dcsuccnluaciún en propoiciún inveisa al conlrnl 
lio (le iiltii liccuciiciu; véusc Horowil/ (1^72) 
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FIGURA 7.6 ã 

Amplitud de interferencia detectada para FM J 
con filtraje de desacentuación. 



I//I 


donde el ancho de banda a 3 dB B de = Vi 7tRC es mucho menor que el ancho de ban¬ 
da dei mensaje W. Puesto que la amplitud de la interferencia aumenta en forma li¬ 
neal con \f f \ en ausência de filtraje, la respuesta de interferencia desacentuada es 
I ^detó) x f*t como se bosqueja en la figura 7.6. Obsérvese que, como en la PM, esto 
resulta ser constante para| f r | » B de . Por lo que, la FM puede ser superior a la PM en 
cuanto a la interferencia, tanto de canal adyacente como la cocanal. 

En el extremo transmisor, el correspondiente filtro de preacentuación es t 



/ f M 

í 1 

l/l «B de 


H v Áf) = 

1 +j {jT ) 

* jf 

J 1 »B de 

(10) 


\B á J\ 



lo cual tiene poco efecto sobre las frecuencias bajas dei mensaje. Sin embargo, a fre- 
cuencias mayores, el filtro actúa como un diferenciador, siendo el espectro de salida 
proporcional a fX(f) para J/J » B d9 . Pero diferenciar una seflal antes de la modula- 
ción de frecuencia, ;es equivalente a la modulación de fase ! En consecuencia, la FM 
preacentuada es, en realidad, una combinación de FM y PM, ya que contiene las 
ventajas de ambas respecto a la interferencia. Como se podría esperar, esto vuelve a 
ser igualmente efectivo para reducir el ruido. 

Refíriéndose a HJJ) como se dio antes, se ve que la amplitud de la máxima fre¬ 
cuencia moduladora se incrementa en este mismo factor. En forma general, diremos 
que la desviación incrementada requiere mayor ancho de banda de transmisión, por 
lo que la mejoría por preacentuación-desacentuación no se logra sin pagar su precio. 
Por fortuna, muchas sefiales moduladoras de interés, en particular las seftales de 
audio, tienen relativamente poca energia en el extremo de alta frecuencia de la banda 
dei mensaje, y por ello las componentes de frecuencia más alta no desarrollan el má¬ 
ximo de desviación, determinándose el ancho de banda de transmisión por las com¬ 
ponentes bajas de amplitud mayor. El agregar la precentuación de alta frecuencia 
tiende a igualar el espectro dei mensaje, puesto que todas las componentes requieren 
el mismo ancho de banda. Bajo esta condición, el ancho de banda de transmisión no 
necesita incrementarse. 


t En el problema 7.5 se da una realizaciòn de circuito. 


7.3 RUIDO PASAHANDA 




C„tf) 


G(/l = 

5 

2 


ff K V) 


% I H r (/)I 2 


(a) 


FIGURA 7.7 

Ruido blanco filtrado pasabanda. 
de salida, / > 0. 



EJERCICIO 7.2 Tómese HJf) en lugar de la ecuación (10) y justifíquese la afir- 
mación de que la preacentuación no incrementa a B T siempre y cuando la densida 
espectral de x(t) satisfaga 

G x (f)< (y) G màx para |/| > B de (II 

donde G máx es el valor máximo de GJf) en |/| < B áe . <,E1 espectro de voz típico de 
la figurai. 6b, satisface la ecuación (11)?. 


7.3 RUIDO PASABANDA 

La figura 7.7a aisla aquella parte de la figura 7.1 apropiada para un anâlisis dei 
ruido pasabanda (o de banda angosta ) n(t) a la salida dei filtro de predetección. To¬ 
mando G(f) — ij/2 a la entrada, la densidad espectral de n{t) es 

como se bosqueja en la figura 7.7b, suponiendo a //.(/,) == 1 y Entonces, s 

el ancho de banda equivalente de ruido de H R (f) es aproximadamente igual a B r , t 
potência total dei ruido filtrado es 

N r = n 2 = <t„ 2 = r\B T (^ 

y en lo sucesivo se le designará como potência de ruido recibida. (Si suponemos qu 
se trata de ruido blanco, la potência de ruido queda indefinida antes dei filtro de prc 

detección). . , 

Se presume, en vista de la naturaleza pasabanda de n(t), que se le puede reprc 

sentar en las formas habituales 


n(t) = R„U) cos [w c l + <f> n (t)] 

-- n t (t) cos o, I - « v (0 sen<,> < 1 


(3í 

(3l 
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Pero n(t) es una seflal aleatória , por lo que/? R (0» 0»(O» */(0 Y MO deben ser tam- 
bién aleatórias. En consecuencia, el interés debe concentrarse en los promedios 
estadísticos de estas variadas y en sus funciones de densidad de probabilidad. Aun- 
que no existe un camino directo de los espectros de potência a las funciones de densi¬ 
dad de probabilidad, las técnicas avanzadas conducen a respuestas para este caso 
particular. Se dará una descripción cualitativa de la aproximación y se discutiràn los 
resultados. 

La sección 3.5 incluyó una representación en serie de Fourier de una sefial 
aleatória obtenida por la fragmentación de su espectro de potência en bandas angos- 
tas. En concordância, se fragmenta a G n (f) en M — B T I /o bandas de ancho/ 0 (Fig. 
7.8) y recurriendo a la ecuación (16), (Sec. 3.5), se obtiene 

M/2 

n(l) « £ A m cos [{ü) c 4- mw 0 )t 4- OJ (4) 

m= -M/2 

donde 

ÃJ = 4/o G n (f c + w/o) = 2 nf 0 1 H R (f c + w/o) | 2 

y 6 m está uniformemente distribuida. Pero 

cos [(ítí c + nuo 0 )t + 0,„] = cos (mw 0 1 + OJ cos co c t - sen (ma) 0 í + OJ sen« c t 

por lo que la ecuación (4) tiene la misma forma que la (3b) con 

M/2 

njt) x £ A m cos (wco 0 1 + OJ (5a) 

m= -M/2 
M/2 

n q (t) « X sen(mw 0 1 + OJ (5b) 

m= -M/2 

las cuales son las componentes en cuadratura dei ruido pasabanda. 

Componentes en cuadratura 

Examinando las ecuaciones (5a) y (56), se encuentra que el término de más alta fre- 
cuencia en cada una está en Mf$/2 — B T /2. Por lo general, Bt/2 es mucho menor 
que/ c y en consecuencia se puede decir que /i,(0 y n q {t) son sefiales aleatórias pasa- 
bajas cuyas variaciones en el tiempo son lentas en comparación con la frecuencia 
portadora. Además, aunque las componentes en cuadratura no existen como entida¬ 
des físicas en este punto, se debe asignar una densidad espectral de potência a cada 
una. 


/ 
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FIGURA 7.9 

Densidad espectral de las componentes en 
f cuadratura dei ruido pasabanda, G ni (f) y 
G nq (f). 


Para conseguirlo, primero se encuentra la función de autocorrelación de «,(/) 
aplicando la superposición a la ecuación (14), (Sec. 3.5), o sea, 

R n ( T ) » J^2f 0 [G„(f c - mfo) cos (-wcü 0 t) + G„(f c + w/ 0 ) cos wcü 0 t] 

m - 0 

« 2 B f [G„(f c - mf 0 ) + G„(f c + w/o)] cos (mco 0 1 ) f 0 

m/o = 0 

Entonces, esta aproximación resulta ser exacta en el limite conforme / 0 — dj , m/ 0 
F, y la suma conduce a la integración. Así 


Bt/2 

/Ut) = 2 í [G„(f c -f) + G„(f c +/)] cos cüt dj 
‘ 


v R (t) serà lo mismo, puesto que no aparecen aqui los términos de fase 6„. 
pone t = 0, notando que G„(/ ±f)*0 para/ > B T /2 , se desprende en forma 

da que 


Si s< 
ràpi 



= N R (- 


un resultado que no es inconsistente con la ecuación (2) dado que n 2 - (n? + n, 1 )^ 
Recuérdese ahora el'teorema de Wiener-Kinchine R(t) — G(f) y el hecni 
de que G(f) tiene simetria par cuando la seflal en cuestión es real. En consecucncm 

se puede escribir 


RM = ^ '[F(f )) = 2 f G(—f) cos WT dj 

d n 


luego, comparando ésta con la ecuación (6), se tiene 

G„{f ) = G„(f) = G„(f—fc) + G„(f + f c ) l/l < B-,12 


como se bosquejó en la figura 7.9. Muy a menudo, H R (f ) 2 tiene simetria en rd 
ción con f. y la ecuación (8) se simplifica a G„ t (Jj = 2G„(J - /). etc. En cua qm 
caso, la figura 7.9 refuerza el comentário reciente de que n,(t) y «,(/) son senai 

nasabuias. 
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FIGURA 7.10 

Diagrama fasorial para las componentes 
dei ruído pasabanda. 



Una inspección más a fondo de las ecuaciones (5a) y (5 b) sugiere que es apli- 
cable el teorema dei limite central, n, y n q están constituídas por la suma de un núme¬ 
ro grande de variadas, cada una de las cuales proporciona una pequefla parte a la 
suma. La cuestión crucial es la dependencia estadística de los términos individuales. 
Un análisis más complejo revela que ellas son estadísticamente independientes. En 
consecuencias, n, y n q son de distribución gaussiana con valor medio cero y variancia N R . 

Tambiên se puede demostrar que n, y n q son ellas mismas estadísticamente in¬ 
dependientes, conduciendo a la función de densidad de probabilidad conjunta 

P( n i,n q ) = A,,(«;)/>„„("«) = (9) 

ZtzdI R 

Aunque n,(t) y n q (t) son estadísticamente independientes, ambas están rela¬ 
cionadas con n(f). De manera específica,! 

«;(0 = n(t ) cos m c t + n(t) sen a> c t 
«,(0 = n(t) cos co c t - n(t ) sen co c t 

donde â(t) es la transformada de Hilbert de n(t). Desde el punto de vista físico, las 
componentes en cuadratura (y las componentes de envolvente y fase) deben depen¬ 
der de y sólo de n(f). Sin embargo, gracias a la independencia estadística, se puede 
tratar a n, y a n q como entidades distintas, siempre que se desee hacer más expedito 
un análisis. 

EJERCICIO 7.3 Dedúzcase n 2 = (h, 2 + n 2 )/ 2 tomando el promedio dei tiempo 
de ambos miembros de la ecuación (3b). 

Envolvente y fase 

Volviendo a la representación de envolvente y fase, por medio dei diagrama fasorial 
común (Fig. 7.10), se relacionan las ecuaciones (3o) y (3b). Obviamente, 

R n 2 = »i 2 + n 2 <j) n = arctan — ( I0a| 


\ En Schwartz, Bcnnetl y Stein (1966, Cap 1) se trata en forma breve el ruído pa.snhandu, con ma 
yorcs icfcrcncias. 
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FIGURA7.il 

Función de densidad de probabilidad de Rayleigh. 


y en forma recíproca 


= R„ COS (j) n 


= R n sen ({>„ 


(10 h 


Tambiên recuérdese (Sec. 5.1), que las descripciones espectrales dei caso de envol¬ 
vente y fase, son difíciles. No obstante, es posible encontrar las funciones de densi 
dad de probabilidad para R„ y <á„ por medio de la transformación funcional de lt 

ecuación (9). .. . 

Puesto que las transformaciones funcionales que nos ocupan son no lineales 

se debe partir desde el principio escribiendo el equivalente bidimensional de li 
ecuación (11), (Sec. 3.2). 








donde p(R n , <t>„) es la función de densidad de probabilidad de R„ y </>„. Insertando U 
ecuación (9) con n? + n, 2 = R 2 y haciendo hincapiê en que dn^n, = R„dR n d<t>„ si 
llega a 


P(RnA ) 


l^nl e -R n 2/2N K 
2n N r 


(II 


resultado que precisa dos requisitos: primero, por definición, R„ no puede ser negu 
tiva; segundo, se deben evitar las ambigüedades de fase limitando el intervalo de <t>„ 
digamos a [— 7 r, ir]. Así, p(Rn, <t>«) = 0 para R„ < 0 o | <t>„\ > ir. 

La ecuación (11) es aún molesta, dado que 0„ no aparece en forma explicita 
Sin embargo, de la ecuación (17), (Sec. 3.2) integrando con respecto a R„ se ticn 

* oo \ 

pJ40 = J o p(RnA) dR n = Yn 1 ^ 1 < 71 ( 

por lo que <*>„ está uniformemente distribuída sobre [ - T, x], una conclusión tiú» ló 
gica de acuerdo a la figura 7.10 y Ias funciones de densidad de probabilidad de n, 
de n q . Procediendo de manera semejante para la función de densidad de probabili 
dad de R„, se integra con respecto a 4>„ y se obtiene 


lo cual se conoce como la distribución de Rayleigh, bosquejada en la figura 7.1 
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G(f) = \ 



FIGURA 7.12 


Obsérvese con sumo cuidado que N R es la variancia de n (y n, y n,) pero no de R„. En 
efecto 

J} = 2N r = (14) 

mientras que 

07 = J Jn= 0 (15) 


como puede comprobar el lector. 

Por último, de las ecuaciones (11) (12) y (13), p(R n , <t>„) = PR ri (Rn)p< t ,X ( l > )> 1° 
cual significa que R n y <j>„ son estadísticamente independientes. Por lo que, se ha 
descrito al ruido pasabanda como una sinusoide aleatória de frecuencia f c cuya en¬ 
volvente tiene una distribución de Rayleigh y cuya fase tiene una distribución unifor¬ 
me. Las variaciones de envolventes y fase son estadísticamente independientes, 
sacàndose en conclusión a partir de las ecuaciones (8) y (10) que ellas cambian en 
forma lenta en comparación con f c . 

EJERCICIO 7.4 Un aspecto afortunado de la distribución de Rayleigh es su facili- 
dad de integración para la determinación de probabilidades. De manera específica, 
demuèstrese que 

Prob [R n > r] = e ~ r2/2Nfí (16) 


[Sugerencia: Introdúzcase À = 


R n 2 l2N R en p{R n )dR n .) 

J r 


7.4 RUIDO EN LA MODULACIÓN LINEAL 

Analizaremos ahora el comportamiento de los sistemas de modulación lineal ante el 
ruido. En la figura 7.12 se aprecia el modelo para el receptor, estando la sefial modu¬ 
lada más el ruido pasabanda en la entrada dei detector 


/>(/) K r v,(/) t nif) 


(D 
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FIGURA 7.13 

Espectro de ruido de predetección G„(f) en la modulai 
lineal, (a) Doble banda lateral ( b ) banda lateral supc 
(c) banda lateral inferior. 




lo cual es tambiên válido para la modulación exponencial en x c (t) apropiada Puc 
to que la modulación lineal tiene B T =2Wo W, dependiendo de que haya sido o n 
suprimida una banda lateral, los tres espectros de ruido posibles G„(f) son como U 
que se muestran en la figura 7.13 considerando que H R (J) es simétrica. 

La potência promedio de la sefial en la entrada dei detector es K R 2 < x c 2 (f) > 1 
Sr, yn 2 = N r = tj B t es la potência de ruido suponiendo que el ancho de bane 
equivalente de ruido dei filtro de predetección es igual a B T . La sefial y el ruido sc 
aditivos en la ecuación (1), por lo que resulta significativo definir a la relación sefl 
a ruido de lo predetección 

/S\ 4 s., S.L 

W« N« <l«r 

lo cual lo sugiere el parâmetro y = S R /y W introducido en la sección 4.3; de mane 
específica, para valores iguales de S R , y, y W, 



En consecuencia, (S/N) R = y para banda lateral única < B r = W) mientras q- 
(S/fi/)n = y/2 para doble banda lateral. Sin embargo, la interpretaciôn que dei; 
mos recordar es que y es igual al valor máximo de la relación sefial a ruido en cl <h 
tino (S/N)„ en transmisión analógica de banda base. Por el misrno tenor. I 
ecuaciones (2) y (3) son en realidad limites superiores, o sea, (S/N)„ < S„/yB, si. 
> B t , etc. Por último, también se necesita 


S 


H 


Sr 

U’ 


A‘k -V. 
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lo cual relaciona a S R con las expresiones dadas con anterioridad para S T . 

Con los preliminares ya dispuestos, la pregunta que surge es: dados x c {t) y el 
tipo de detector, £cuál es la seíial final de salida, más la forma de onda de ruido 
.M 0 ?- Y si la seflal y el ruido son aditivos en la salida, £cuál es la relación serial a 
ruido en el destino ( S/N ) D , digamos en términos de ( S/N) R o de 7 ? Se intentará 
dar contestación a estas preguntas investigando los dos casos de detección, sincróni- 
ca y de Envolvente. 

Detección sincrónica 

Si la modulación es de doble banda lateral (DSB), entonces x c (t) = A c x(t) cos o>J y 
B t = 2W. Cuando se escribe al ruido en la forma de portadora en cuadratura, la 
ecuación ( 1 ) resulta ser 

v(t) = [A R x(t) + «,(/)] cos co c t - n q (t) sencu c t (5) 

vÁ>) 

así, recurriendo al modelo de detector de la ecuación (5úf), (Sec. 7.1), 

y(t) = ü;(0 = A R x(t) + «,(0 
En esta forma, despuês dei filtraje pasabajas, 

y D (0 = A R x(t) + Hi(t) (6) 

puesto que ambas componentes son de banda limitada en W = B T /2. 

Se pueden obtener tres conclusiones importantes de la ecuación (6). Primera, 
el mensaje y el ruido son aditivos en la salida; segunda, a la componente de ruido en 
cuadratura n q (t) se le rechaza por completo; tercera, el espectro de potência de 
ruido en la salida es G„.(f) la cual tiene la forma de G„{f) trasladada a la frecuencia 
cero. Si | H R (f) | es relativamente plana sobre B T , el ruido de salida es en esencia 
blanco sobre el ancho de banda W dei mensaje. 

Tomando los valores cuadráticos médios de los dos términos de la ecuación 
(6), la relación seflal a ruido en el destino es 



puesto que n 2 = n 2 = i?-B r y A R 2 x 2 = 2S R para DSB: De manera alterna, de la 
ecuación (3), 

DSB m 

Por lo que, en cuanto al ruido se refiere, la DSB con detección sincrónica ideal es f 
equivalente a la transmisión en banda base, aún cuando el ancho de banda de trans- 
misión sea dos veces mayor. 


| Vtusc cl prohlcnm 7 lí paru los cfcctos dc errores dc la.se cn cl sincronismo 
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Desde el punto de vista de una traslación de frecuencia se podría haber sos- 
pechado un resultado diferente, a saber, (S/ N) D = (S/ N) R = 7 / 2 , puesto que el 
espectro de la seflal modulada y el espectro de ruido están desplazados hacia abajo, a 
la frecuencia cero. Sin embargo, las bandas laterales de la seflal trasladada se trasla- 
pan en forma coherente, mientras que las bandas laterales dei ruido se suman en 
forma incoherente. En efecto, es la coherencia de banda lateral la que equilibra la 
potência de ruido de predetección duplicada t)B T = 2-qW en comparación con 

la banda base. . 

Los resultados para la AM demodulada en forma sincrónica se pueden inferir 

con prontitud de las ecuaciones ( 6 ) y (7), recordando que x c (t) = A c [ 1 + rwx(f)] 
o) c t y la porción de la potência de transmisión que conduce la información es 2 p SB * 
S T - p c = mx 2 A 2 /2. Por lo que 


y D (t) = A R mx(t) + n,(f) (S) 


y 

/S\ /4jj 2 m 2 x 2 2m 2 x 2 /S\ 

\N/ D r\B T 1 +m 2 x 2 \ N 'R 

= AM (^) 

1 + m 2 x 2 

Esta relación está limitada por ( S/N) D S y/2, reflejando la observación hecha 
con anterioridad en el sentido de que el 50% o más de la potência transmitida se des- 
perdicia en la portadora de AM. Siendo iguales otros factores, un sistema de AM de- 
be transmitir por lo menos dos veces más potência que un sistema con portadora 
suprimida para conseguir la misma salida. Así, sobre la base de la potência prome- 
dio, la AM resulta inferior a la DSB en 3 dB o más. 

Bajo las mejores condiciones ( S/N) D = 7 / 2 , correspondiendo a m 2 x 2 = I, 
con modulación de tono a carga máxima m 2 x 2 = Vi y ( S/N) D = 7 / 3 . En forma 
más típica, sin embargo, m 2 x 2 ~ 0.1, para lo cual ( S/N) D está unos 7 dB abajo 
dei valor máximo y 10 dB abajo de la DSB. La reducción consecuente de la relación 
seflal a ruido es un serio problema en radiodifusión de AM. En consecuencia, muy se¬ 
guido, se emplean en el transmisor técnicas especiales como compresión de volumcn 
y limitación de picos para asegurar que la portadora sea modulada por completo la 
mayor parte dei tiempo. Estas técnicas en realidad distorsionan al mensaje al ser re¬ 
cuperado y no serían aceptables para transmisión analógica de datos, en cambio, 
cuando el material de programa es de audio, la distorsion es más tolerable. 

Para el caso de la modulación de banda lateral única (o residual), el análisis de 
la modulación de doble banda lateral se debe modificar por medio de una compo¬ 
nente en cuadratura en x c (t) y de la frecuencia portadora de desviación permuneme 
en comparación con la frecuencia central / 0 de //„(/). Con estos câmbios 

4 

,,(<) - | v(/) cos o), 1 + sen«Vl * [//,-(/) cos / //,,(/) sen(10) 
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donde «„ - 2ir(f c ± W/2). Dejando los detalles al lector, la salida demodulada es 


y D (t) = Y *(0 + «i(0 COS nWt± n q (t) sen nWt (11) 

y 



puesto que ’ T y S R = A R 1 2 3 4 x 2 / 4. Obáervese que la componente de la seflal en cua- 
dratura x(t) no tiene y n (t), como debe ser, pero el término de ruido en cuadratu- 
ra aparece ahora en la salida. Esto se debe a que la frecuencia central dei espectro de 
ruído G n (f) difiere de la frecuencia portadora en ± W/2. Los argumentos de la 
traslación de frecuencia sugieren entonces que el ruido demodulado debe ser ruido 
‘ pasabanda” centrado en W/2. Los dos últimos términos de y D (t) tienen precisa- 
mente esta mterpretación, por lo que el espectro de ruido de salida es, en esencia, 
constante sobre W excepto para un posible vacío en CD. 

La ecuación (12) es también válida para banda lateral residual con portadora 
suprimida, siempre y cuando el ancho de la banda residual sea pequeiio en compcra- 
ción con el ancho de banda dei mensaje. Para el caso de banda lateral residual irás 
portadora se demuestra con facilidad que 


S\ mV 
fl) d 1 + m 2 x 2 


VSB + C 


(13) 


lo cual procede de las aproximaciones B T ~WyS T ~ (1 + mV) A 2 / 2. Si el lector 
desea, puede examinar por qué este resultado es el mismo que para AM como en la 
ecuación (9). Revisando las ecuaciones de la (6) a la (13), se pueden establecer las si- 
guientes características generales de la modulación lineal detectada en forma sincró- 
nica. 

1 El mensaje y el ruido son aditivos en la salida si lo son en la entrada dei de- 
tector. 

2 Si el espectro de ruido de predetección es razonablemente plano sobre el 
ancho de banda de transmisión, el espectro de ruido en el destino es esencial- 
mente constante en el ancho de banda dei mensaje. 

3 En cuanto a las relaciones sefial a ruido de salida, la modulación de banda 
lateral suprimida (SSB y VSB) no presenta una ventaja particular sobre la mo¬ 
dulación de doble banda lateral (AM y DSB). Esto es así en razón de la pro- 
piedad de coherencia de la doble banda lateral, la cual compensa lo reducido 
de la potência de ruido de predetección de la banda lateral única. 

4 Permitiendo el “desperdício” de potência en los sistemas de portadora no 
suprimida, todos los tipos de modulación lineal tienen el mismo comporta- 
miento que la transmisión de banda base sobre la base de potência transmitida 
promedio y densidad de ruido fija. 
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Hasta este punto, se han comparado sistemas suponiendo valores iguales de 
C la potência promedio. Sin embargo, es quizá más realista tomar potcnua. / 
adecuadas. reflejando la limitación de potência pico de 

Bajo esta condiciôn, la relaciòn seilal a ruido en el desuno para DSB e enauo veees 
la de AM (6 dB mejor) puesto que las potências pico son proporcionales a A c y 4A 
respectivamente. Los cálculos de potência pico para banda lateral umca con sefla o 
moduladoras representativas indicam' que la SSB es 2 a 3 dB mejor que la DSB V de 8 
a 9 dB mejor que la AM. Pero la SSB es inferior a la DSB si el mensaje t.ene discon- 
tinuidades pronunciadas que den lugar a “cuernos de envo ven e. 

EJERCICIO 7.5 Desarróllense todos los detalles entre las ecuaciones (1°),. (11) y 
(12). (, Sugerenda : La parte correspondiente al ruido de la ecuación ( )_es rui P 
sabanda en W/2, por lo que su valor cuadrático medio es igual a (n, + r. q )/ •) 

Detección de envolvente y efecto de umbral 

A medida que se demodula normalmente la AM por medio de un dete ^or de envol- 
vente, es necesario ver en cuànto difiere de la detección sincrómca cuando hay ruido. 
En la entrada dei detector se tiene, como antes, 

t,(() = A r [ 1 + mx(t)] cos c o c t + [n,(r) cos u> c t - / 7 4 (f)seno> r f] (14) 

La construcción fasorial de la figura 7.14a muestra que las resultantes de envolvente 
y fase son 


R v (t) = ({v 4 r [1 + mx(t)] + «i(í)} 2 + [ n qU )]") 1/ 


<p v (t) = arctan 


nft) 

/( R [l + mx{í)] + n t (t) 


(IS) 


Es obvio que un anâlisis más a fondo necesita algunas simphficaciones; en 
suDÓngase que la seflal es muy grande o muy pequefta. 

^ lupoLndo que 1. seüel domina, digamos /t, » ^ ^ 

mx(t)] serâ grande comparada çü» W(t) y P or ^ menos y P 
tiempo. La envolvente se puede aproximar por medio de 


R v (t) ~ JrU + rnxU)] + ",-(/) (1(>) 


la cual muestra la modulación por el ruido, similar a la de imerferençia La aprosi- 
maciôn procede de la figura 7.14o o dei desarrollo de la ecuación (15). En 

cuencia 


v„(l) = «„(/) - = A„mxU) f n,(l) 


1 línvwtIMk C iip 4) 
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FIGURA 7.14 



Diagramas fasoriales para AM más ruido. (a) (S/N) R » 1; ( b) (S/N) R « 1 


íctenüca a la expresión de la detección sincrónica, ecuación (8). La relación seflal a 
rm ° e a postdetección será entonees como se dio previamente en la ecuación (9). 

,^ u l^ aCer Un anállsis similar P ara modulación de banda lateral de seflal compa- 
tible, SSB + C o VSB + C, con resultados similares. 

Pero se debe recordar la condición para estos resultados, a saber, A R 2 » ~n 2 
t^uesto que A t {„ es proporcional a S R /r,B T , un requisito equivalente es (S/N) D 
» 1. (No existe tal condición en Ia detección sincrónica.) Así, siempre y cuando la 
relación seflal a ruido de la predetección sea grande, la demodulación de envolvente 

en presencia dei ruido tiene el mismo tipo de comportamiento que la demodulación 
sincrónica. 

En el otro extreme^ o sea cuando (S/N) R « 1, la situación es bastante dife¬ 
rente. Porque si a r « n 2 , el ruido domina de una manera similar al caso de fuerte 
interferencia, y se puede pensar que x c (t) modula a n(t) en vez de a la inversa. Para 
facilitar el anahsis, n(t) se íepresenta en la forma de envolvente y fase 

n(t) = R„{t) cos [m c t+ 0„(í)] 

conduciendo al diagrama fasorial de la figura 7.14Ó. En esta figura el fasor ruido es 
la referencia, pues se está considerando a n(t) como dominante. Por inspección la 
envolvente es en forma aproximada 

R v (0 ~ R n (t) + ^*[1 + mx{t)] cos (f) n (t ) (17) 

de la cual 

y(0 = R n(t ) + A R mx{t) cos </>„(;) - R n (18) 

La componente principal de la salida es en forma obvia la envolvente de ruido 
"( /’ como se . esperaba - Además, no existe en la ecuación (18) un término estricta- 

rmrada Pr e°i P t 0rC1 ° nal H a ! aunque la seflal y el ruido fue ™" Ativos en la 

! n H f T mm ,° del me " saje det ectado se multiplica por el ruido en la forma de 

t Z a ea ° r '°- E1 mensa -> e pueda inesperadamente mutilado, y la infor- 

Duestn o 6 P1Cr 6 n efect °. se puede decir que el mensaje no existe en la salida, 

ruido en i ^ r PUC Í r ^ uperar - Ba J° estas circunstancias, una relación scflal a 
ru.do en la salida resulta difícil de definir, si no es que sin sentido. 
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La mutilación o pèrdida del mensaje a bajas relaciones seflal a ruido de prede¬ 
tección, recibe el nombre de efecto de umbral. El nombre resulta apropiado porque 
existe un valor determinado de (S/ M) R sobre el cual la mutilación es despreciable y 
debajo del cual es comportamiento del sistema se deteriora en forma rápida. En esta 
forma, si la seflal transmitida se desvanece o se incrementa el ruido del receptor, el 
mensaje desaparece muy rápidamente. Obsérvese que el efecto de umbral ocurre só- 
lo con la detección de envolvente. En la detección sincrónica, la seflal de salida y el 
ruido son siempre aditivos, pues el mensaje queda sepultado en el ruido si (S/N )« 
« 1 , pero se conserva su identidad. 

En realidad, el umbral no es un punto exclusivo a menos que se establezca cier- 
ta convención para definirlo. En términos generales, los efectos de umbral son 
mínimos si A R » R„ la mayor parte del tiempo. Para especificar más el caso se defi¬ 
nirá el nivel de umbral como aquel valor de (S / N) K para el cual A R > R„ con 
0.99 de probabilidad, es decirò[/?„ > A R ] = 0.01. De la ecuación (16), (Sec. 7.3), 

Prob [R„ > A r ] = e~ ARl/2NR « e - s «/ 2N « 


donde se ha puesto m 2 x 2 ~ 1, por lo que A„ : 
nivel de umbral, se tiene 


o, puesto que ( S/N) R = y/2. 


S R . Resolviendo e~ s " /2N - = 0.01 parael 

(S/A0*-«— 0 9 «) 

/- | 

gamma-ésimà (19ó) 


Si (S/AOr < (S/AOr^,™ (o 7 < gamma-é sima), se debe esperar mutilación del 
mensaje, con la pérdida de información consecuente. 

Revisando el valor de (S/A%. ésima y recordando que {S/N) D < (S/7V)« se 
llega a una conclusión significativa: el efecto de umbral casi nunca limita seriamente 
a los sitemas de AM. Aclaremos este concepto: una inteligibilidad razonable en la 
transmisión de voz necesita una relación seflal a ruido de postdetección de alrededor 
de 30 dB o más, ( S/N)„ > 1 000, para lo cual (S/JV)„ es buena sobre el nivel de 
umbral. En otras palabras, el ruido aditivo oscurece a la seflal mucho antes de que el 
ruido multiplicativo la mutile. Por otra parte, existen técnicas complejas de procesa- 
miento para recuperar seflales digitales sepultadas en ruido aditivo. En consecuen- 
cia, si se emplea la AM para transmisión digital, puede ser necesaria la detección 
sincrónica para evitar los efectos de umbral. 

Por último, resulta importante considerar cómo puede actuar un detector de 
envolvente en forma sincrónica y por qué requiere una (S/N) R grande. Refirièndo- 
nos a la figura 5.30, y suponiendo que el ruido de entrada es despreciable, se ve que 
las funciones del diodo son las de un conmutador. Si cerramos brevemente durante 
los picos positivos de la portadora, la conmutación queda sincronizada pcrfecta- 
mente con la portadora, pero cuando predomina el ruido, la conmutación es contro¬ 
lada sobre todo por los picos de ruido y por ello se pierde el sincronismo, liste último 
efecto nunca ocurre en los detectores sincrónicos verdaderos, donde la portadora ge- 
nerada en foi ma local puede siempre ser mucho mayor que el ruido. 
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FIGURA 7.15 

Diagrama fasorial para FM o PM más 
ruido, (S/N) R » 1. 



sen \p 


EJERCICIO 7.6 Una seftal de voz con x 2 = 0.2 y W — 3 kHz va a ser transmitida 
empleando la modulación lineal en un sistema que tiene S T = 600 30 dB, y rj 

= 10“ 8 W/ Hz. Suponiendo que no existe limitación de ancho de banda, seleccióne- 
se un tipo de modulación apropiado y encuéntrese (S/N) D en decibeles. Repítase 
para^= 40 dB. 


7.5 RUIDO EN LA MODULACIÓN EXPONENCIAL 


Volviendo a la demodulación de FM o PM contaminadas con ruido, la situación es 
la misma que en la figura 7.12 con x c (t) = A c cos [<a c t + 0(0] donde 


0(0 = 0A*(O 


1 d<j>(t) 
2n 'dt 


= /a *(0 


PM 

FM 


(1) 


En uno u otro caso, el ruido pasabanda es simétrico respecto de f c con N R = yjB t 
mientras que S R = A R 2 / 2 por lo que 



( 2 ) 


Con n(t) escrita en la forma de envolvente y fase, la entrada dei detector es 


K0 = A r cos [co c t + 0 (0] + R n (t) cos [co c t + 0„(O] (3) 

e inmediatamente se ven las dificultades analíticas para encontrar la fase resultante 
para ser insertada en el modelo matemático dei detector. Hàgase como se procedió 
con la detección de envolvente y supóngase que la componente de seflal domina al 
ruido. 

La figura 7.15 muestra el diagrama fasorial con la diferencia de fase 


0(0 = 0 „( 0 - 0(0 


Tomando la aproximación por ângulo pequeíio usual 


0,XO - 0(0 + ^7^seni//(0 


I 


(4) 
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siempre y cuando ( S/N) R » 1. No debe sorprender el que el primer término de la 
ecuación (4) sea la modulación dei mensaje, pues el segundo término contiene tanto 
al mensaje como al ruido y es otra fuente de difícultad que se debe tratar en el mo¬ 
mento oportuno. Mientras tanto, aplicando las ecuaciones (5c) y (5 d), (Sec. 7.1), a 
) se llega a la seflal demodulada 


donde se ha definido 


Í^A-^W £pm (0 
i/ A *(0 + £fm(0 fm 


(5) 


íp M ( 0 =^- )sen '/'(í) 

a r 

Cfm( 0 2n dt 


(6 a) 

m 


Interpretando a éstos como los términos de ruido de postdetección, aunque ellos de- 
penden de la seflal moduladora, la ecuación (5) tiene la forma de seflal más ruido, es 
decir, ruido aditivo en la salida. Más aún, , 


J^x 2 PM 
D 1 /aV FM 


(7) 


es la potência de la seflal de salida. 

A pesar de estas conclusiones, no se pueden escribir en seguida las relaciones 
seflal a ruido ( S/N) D , porque la evaluación de ç 2 es una tarea más que trivial, por¬ 
que no se han incluído aqui los efectos dei filtraje de postdetección sobre el ruido. 
Por ambas razones, se debe ir al dominio de la frecuencia y examinar los espectros 
de potência de ruido en la postdetección. 


Características dei ruido en la postdetección 

Se obtiene una descripción cualitativa de los espectros de ruido en la postdetección 
recordando que se puede pensar dei ruido que es una suma de sinusoides aleatórias 
distribuídas igualmente sobre f c ± BW 2. Dado que se supuso que (S/AO* » 1, las 
amplitudes de estas sinusoides son muy pequeflas y cada una actuará como una seflal 
interferente pequefta. Recurriendo a los estúdios sobre la interferencia y a la figura 
7 .4, se infiere que el espectro de potência de ruido en la postdetección de PM será 
constante sobre \f | < B T /2. Pero para FM, donde la amplitud de la interferencia sc 
incrementa en forma lineal con la frecuencia, el espectro de potência irá como fre¬ 
cuencia al cuadrado. Este espectro parabólico de potência refleja la noción de que 
las componentes de ruido de la entrada cercanas a la frecuencia portadora no 
pueden provocar tanta desviación de frecuencia como aquellas que se encuentrun 
más lejos de/,. 

Yendo dc lo cualitativo a lo cuantitativo, se calculará C £ (/) a partir de In 
LTUución (6) huciendo caso omiso de la modulación de portadora y sustltuyendo a 
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. FIGURA 7.16 

' Espectro de ruído de postdetección en la PM, 
GMf). 


} 



W) = <t>n(t) - 0(0 por 0„(O sola. La aproximación se justifica dado que 0 n está 
uniformemente distribuída; en consecuencia, en el sentido de los promedios de en- 
samble, 0„ — <j> difiere de 0„ sólo en un corrimiento de valor medio. Con esta 
simplificación, R n (t) sen 0(0 se reduce a la componente de ruido en cuadratura n g (t) 
= R„(t) sen 0 n (O) y ruido detectado viene a ser 


£pm(0 — — 

A R 

t _ 1 dn q (t) — 1 dÇ PM (t) 

“ FM 2tzA r dt 2n dt 


(8 a) 
(8 b) 


El que éstas no dependan de la componente de ruido en fase «,(/) está de acuerdo 
con la interpretación fasorial de la modulación exponencial (Fig. 6.7), donde se dice 
que sólo las componentes en cuadratura con la portadora producen modulación de 
fase o de frecuencia. 

Enfocando primero el caso de la PM, se encuentra, de la ecuación (8a), que la 
densidad espectral de ruido es G ÍPM (/) = G fíq (f)/A R \ Pero A R 2 = 2S R y, de las 
ecuaciones (1) y (8), (Sec. 7.3), G ng if) =^/2)[| H R (f-f c )\ 2 + \H R (f + f c )\ 2 ].Po- 
niendo éstas juntas, se tiene que 

G í P Jf ) =^ R [\ H R{f-fc)\ 2 + |/W + /c)| 2 ] (9 a) 


n 

2 S R 



(9b) 


donde la ecuación (9b) supone que \H R (f)\ % 1 sobre f c ± B T /2, generalmente seria 
cierto si despresiamos al factor de ganancia que se cancelará en las relaciones seiial a 
ruido. Bajo esta condición, G fPM (/) es de manera esencial plana sobre |/| < B T /2 
(Fig. 7.16). Pero B T /2 excede normalmente el ancho de banda dei mensaje, signifi¬ 
cando que las componentes de ruido fuera de banda—como 


| Downing (1964, Cap 5)dermiestra que cuando 4>( /) es de importância, existcn componentes udi- 
cionalcs en pero a frecuencias superiores de la banda dei mensaje. Tales componentes sc 

eliminan por medio dei 1’iltro de salida y no se deben tomar en cuenla 
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FIGURA 7.17 

Espectro de ruido de postdetección en 
la FM, G£™(/). 


la interferencia fuera de banda— deben ser removidas por medio de filtraje de post¬ 
detección. Por consiguiente, con un filtro pasabajas ideal a la salida dei detector, la 
potência de ruido en el destino es 


N 


n = f G^(f)df 



( 10 ) 


empleando la ecuación (9b) para G fPM C/)• 

Habiendo encontrado G tPM (/), la FM resulta ser un caso de rutina en vista de 
la ecuación (8 b). De manera concreta, si aplicamos la relación de diferenciación 
para espectros de potência, ecuación (27), (Sec. 2.6), se obtiene 


<w/) = 



(2 nf) 2 G ÍP Jf) 



(Ha) 
(11 b) 


la cual, como se bosquejó en la figura 7.17, va como/ 2 sobre la banda dei mensaje. 
Esta figura, con la 5.37Ó, muestra por qué la FM estéreo adolece de más ruido que la 
FM monoaural, puesto que, antes de la modulación de subportadora, la sefial dife¬ 
rencia trasladada x,(0 - x R (t) reside entre los 23 y los 53 kHz, donde la densidad 
espectral dei ruido es mucho mayor que en el intervalo de 0 a 15 kHz de la sefial mo¬ 
noaural. De manera similar, cuando se disefia algún sistema de multicanalización 
por división en frecuencia con modulación de portadora en FM, la característica de 
ruido de postdetección parabólica , debe ser tomada en cuenta. 

Dada la potência total de ruido en la postdetección, se supone de nuevo que 
| H R (f)\ es razonablemente plana, por lo que es válida la ecuación (11 b). Por lo que, 
con un filtro pasabajas ideal se remueve el ruido fuera de banda en la salida, 


N 


D — 





3 S„ 


FM 


( 12 ) 


sin fillrujc dc dcsuccnluación. 
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Agregando un filtro de desacentuación se modifica el espectro de ruido en la 
salida y, en general, 


Nr 


Para el filtro RC de la ecuación (9), (Sec. 72.), 


c w 

o= \N de (f)\ 2 G ÍF Jf)df (13) 

J - W 


"-a*(s)T’(s« 


Sr 


W 


» 1 


(14a) 

(146) 


donde la aproximación procede de que ( W/BJ^ ?r /2 « fV/B óc . Comparando la 
ecuación (146) con la (12), se demuestra que la desacentuación ha reducido sustan- 
cialmente el ruido de salida, es decir, 

Np (con desacentuació n) /fi de \ 2 B ie 

No (sin desacentuación) ~ \w) W <<1 

Un análisis similar para la modulación de fase con desacentuación de alta frecuencia 
da un factor de reducción menos impresionante de aproximadamente irB de /2 W. 


EJERCICIO 7.7 Encuéntrese el factor de reducción de ruido para modulación de 
fase con un filtro de desacentuación RC. Resp.: (B d JW) arctan X MW/ B á ) 


Relaciones senal a ruido en el destino 


Encontradas las potências de la seflal de salida y dei ruido, al fin se llega a las rela¬ 
ciones sefial a ruido en el destino y a una tasa de la reducción dei ruido de banda 
ancha en los sistemas de modulación exponencial. Se supone que (S/iV)« » 1 en to¬ 
do y que cualquier filtraje de desacentuación se compensa por medio de un filtraje 
de preacentuación pues se presume que el espectro dei mensaje es tal, que esta última 
operación no incrementa en forma significativa el ancho de banda de transmisión. 

Empezando con la modulación de fase, S D y N D se dan en las ecuaciones ( 7 ) y 
( 10 ), respectivamente, por lo que 



4>a 2 * 2 

(r)WIS R ) 


= 4>t?x 2 ~ = <l> A 2 x 2 y 
y\W 


PM 


(16) 


Puesto que y es la relación seflal a ruido de la salida para transmisión en banda base 
(o modulación lineal de portadora suprimida) con potência 5 «, ancho de banda W t y 
densidad de ruido 17 , se desprende que la modulación de fase aflade una mejoría res- 
pecto a la banda base exactamente de <t> Á 2 x 2 . Pero dada la limilución por ambi- 
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gtledad ó < tt, la mejoría que aflade la PM no es mayor que ó A 2 * 2 /máx = o 
alrededor^de 10 dB cuando mucho. Por supuesto, si <t> 2 x 2 < 2, el comportamiento 
de la PM es inferior a la banda base, mientras que el ancho de banda de transmisión 

T Para la FM sin filtraje de desacentuación, las ecuaciones (7) y (12) origman 


/S\ A 2 * 2 

\N) D -(r,W 2 l3S R ) V/ nW 


En consecuencia, insertando la relación de desviación A - fj W, 


fcV 


3A 2 x 2 y FM 


(17) 


Si agregamos un filtro RC de desacentuación B ie « W se reduce aún más el ruido de 
salida alrededor de 3(B de /H0 2 > PO f 1° Q ue 


,S\ _ 3AV l , iwy A , ?y 

\NJ d 3 (BJW) \bJ 


-m 


ir* 


Br. « 1F 


(IK 


Pero con o sin desacentuación, la FM presenta una reducción sustancial dei ruido de 
banda ancha tal, que la relación seflal a ruido en el destino se incrementa con la rela¬ 
ción de desviación y el grande ancho de banda de transmisión concomitante. En efec- 
to sucede que la relación seflal a ruido en el destino se puede hacer arbitrariamente 
grande incrementando sólo ta desviación; èsta es una conclusión que requiere un es¬ 
túdio más a fondo que se volverá a examinar adelante. 

Para recalcar la dependencia dei ancho de banda de transmisión, recuérdese 
que la FM de banda ancha (A » 1) tiene B T = 2 /a = 2AW, por lo que A 
B t 2 /4 W 2 , y la ecuación (17) viene a ser 


(l\ = _ í^l \ 2 x 2 y FM de banda ancha (19) 
\n) d 4 \WJ 


Bajo esta condición, el comportamiento dei sistema mejora como el cuadrado de a 
relación de anchos de banda B T /W. Con desviacionejjnás pequeflas el punto dc 
ruptura par, comparado con banda base, ocurre en 2A 2 x 2 3 = 1; en consecuenua, u 


A = (3x 2 ) 


T^-l/2 


: 0.6 


algunas veces se le designa como la línea divisória entre las FM de banda angostu > 

de banda ancha. , t , u . 

El monto preciso de lo que se puede ganar con la FM de banda ancha, qucdi 

evidenciado con la radiodifusión de FM comercial, para la cual/ A - 75 kHz, 

15 kHz A = 5, el filtro de desacentuación normal tiene £ de = ^1 kHz, correspondien 
do a la conslanlc de tiempo RC = 75 its. 
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Tomando a x 2 = Vi como valor representativo y excluyendo la desacentuación, la 
relación seflal a ruido en el destino es (3 x 5 2 x l A)y = 37.5 7 , o alrededor de 16 dB 
mejor que en banda base. Incluyendo la mejoría por desacentuación, se tiene 
(S/ N) d = 640 7 y, continuando iguales los otros factores, un sistema de FM de 1 W 
sustituiria a un sistema de banda base de 640 W sin reducción de la relación seflal a 
ruido en la salida. Pero no se olvide que el ancho de banda de transmisión es 14 veces 
más grande que el ancho de banda dei mensaje, subrayando la transacción de ancho 
de banda por potência o relación seflal a ruido que hace posible la modulación expo¬ 
nencial. 

Si tomamos en cuenta este intercâmbio ancho de banda-potencia en FM, vere¬ 
mos que en la práctica existen vários factores que se oponen a la completa realiza- 
ción de una potência de transmisión reducida a expensas de un ancho de banda de 
transmisión incrementado. Además, el objetivo de la FM comercial no es reducir la 
potência transmitida, sino propiciar la mejor relación posible entre seflal y ruido de 
salida. No obstante, existen muchas otras ocasionès en que el mínimo de potência es 
esencial; para tales aplicaciones la condición ( S/N) R » 1 resulta ser un lastre, y el 
efecto de umbral en FM se presenta como un asunto de graves consecuencias. 


Efecto de umbral en FM 

Todos los resultados anteriores se basaron en la aproximación dada por la ecuación 
(4), en la que se supone una relación seflal a ruido grande en la predetección. Cuan- 
do, por otra parte, (S/ A) R « 1, la fase resultante en la entrada dei detector es 

4>Ât) ~ 0 „(O + sen [ 0(0 - 0 „(O] ( 20 ) 

obviamente el mensaje —contenido en 0 ( 0 — ha sido mutilado por el ruido más allá 
de toda esperanza de recuperarlo. 

En realidad, la mutilación empieza a ocurrir cuando ( S/N) R =1 porque en- 
tonces Ap 2 ~ H„ 2 , por lo que los fasores de seflal y de ruido son casi iguales en longi- 
tud, y las variaciones de la fase dei ruido ocasionan variaciones comparables de 
0,(0- Un caso de particular interés se muestra en el diagrama fasorial de la figura 
■ 1 ®^ que se omite la modulación 0 ( / ), donde 0 V ( tj) 0 „(tj) = — rr micnlras que 
0,(/ 2 ) = + rr. Si la variación de tase entre y t 2 sigue el lugar geométrico delineado, 


7.5 
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2tt dí 



FIGURA 7.19 

Variaciones de ruido típicas cerca dei umbral. 
(a) Desviación de fase con escalón; (b) des- 
viación de frecuencia con pico. 


entonces 0 V (O se ve como en la figura 7.19a y la correspondiente desviación de fre¬ 
cuencia/ v (0 = (1/2 tt) dMt)/dt es la figura 7.19*, un espigón de área unitaria y 
duración mínima ( t 2 - t^) x min » 2 /B T > (ipor qué?). En forma auditiva, estos picos 
o espigones ocasionan crujidos o chasquidos que desvirtúan la seflal deseada. 

De esta gráfica cuantitativa se infiere que el espectro de ruido de salida no cs 
muy parabólico, pero tiende a llenarse de CD, y los picos de salida tienen un apre- 
ciable contenido de baja frecuencia. Esta conclusión ha sido verificada por medio dc 
análisis detallados y para ello se empleó la aproximación de “chasquido” perfec- 
cionada por Rice t ■ El análisis es complicado (y fuera de este enfoque) porque las 
características dei pico cambian cuando la portadora se modula, o sea, el efecto co- 
nocido también como de supresión de modulación. Así, se obtienen resultados cuan- 
titativos sólo para senales moduladoras específicas. En el caso de la modulación dc 
tono, el ruido de salida total resulta ser 


N d = 


35; 


1 +^ ye -(»'IBT)y 
n 


Cl 


donde el segundo término es la contribución de los picos. 

La figura 7.20 muestra a ( S/N) D en decibeles y su gráfica contra 7 (también 
en decibeles) para dos valores de la relación de desviación A, empleando modulación 
de tono y N a dada por la ecuación (21). El abatimiento súbito de estas curvas, trazu- 
das al factor exponencial de la ecuación (12), es el efecto de umbral de la FM. Cuando 
el sistema está operando cerca de la “rodilla” de una curva, pequeflas variaciones dc 
potência de la seflal causan câmbios alternos de tamaflo mediano en la seflul dc 


Vòunsc Ricc (1948) y Slumpers (1948) para cl (rabujo original o cl texto dc Tuiib y Sthllllng (19/1 

( tip 10) 
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FIGURA 7.20 

El comportamiento dei ruido en FM como una fun- 
ción de X = S„/r)W, sin incluirse la desacentuación. 



0 10 20 30 40 


7. dB 


salida. Esta pérdida súbita en la salida no es común en la zona marginal de la recep- 
ción de FM t . 

Empero de la figura 7.20 es, en cierta forma engafiosa, pues implica una seflal 
de salida utilizable debajo de la curva en forma de rodilla, mientras que una seflal mo- 
duladora arbitraria sufriría mutilación. Estúdios experimentales indican que la mu- 
tilación resulta despreciable en muchos casos si ( W/B T )y = (S/N) R > lOtieneeste 
valor o uno semejante. En consecuencia, se define que el punto de umbral está en 


por lo que 


(S/N). 


= 10 


( 22 ) 


'Yèsima = 10 7 J 7 = 20M(A) (23a) 

w 


K 20(A + 2) A > 2 (236) 

donde se ha hecho uso de la ecuación dei ancho de banda de FM, B T = 2M(A) W~ 
2(A + 2) W. Las ecuaciones (22) y (23) se aplican también a la modulación fase, 
donde A reemplaza a </> A . 

La figura 7.20 demuestra en forma correcta que el comportamiento de la FM 
sobre el umbral es bastante impreciso para llamar la atención, pues la transmisión en 
banda base en el mejor de los casos da (S/N) D = 7 . La figura 7.20 no incluye la 
mejoría adicional que se logra por medio dei filtraje de desacentuación, pero obsér- 
vese lo que sucede si se intenta hacer a (S/N) D arbitrariamente grande si incremen- 


F Ocurre un fenómeno similar con la interferencia co-canal de dos seflales que tiencn amplitudes 
casi iguales en el receptor. Pequefias variaciones de una amplitud relativa originan que la rníis in¬ 
tensa domine en forma súbita la situaciôn, desplazando a la olra completarncnlc en la salida A 
eslo sc lc ha dado el nombre apropiado de efecto de captura. 
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tamos sólo la relación de desviación y mantenemos fija y, digamos en 20 dB. Con A 
= 2(Bt x 1W) se llega poco arriba dei umbral, y (S/N) d k 28 dB; pero con A = 

5 (Br a 14 W) se está bajo el umbral, y la seflal de salida no es útil a causa de la muti¬ 
lación. Por lo tanto, no se puede lograr un trueque ilimitado de ancho de banda por 
relación seflal a ruido, y si se incrementa la desviación puede resultar un serio dete¬ 
rioro en el comportamiento dei sistema. 

Hacer un trueque de ancho de banda por potência reducida, resulta también 
prohibitivo. Supóngase, por ejemplo, que se desea una relación seflal a ruido de 30 
dB con un mínimo de potência transmitida y que el ancho de banda de transmisión 
puede ser tan grande como Bt = 14 W. De no ser por el umbral, se podna emplear 
FM con A = 5 y 7 = 14 dB, un ahorro de potência de 16 dB en comparación con la 
banda base. Pero el punto de umbral para A = 5 es y-èsima = 21.5 dB, para el cual 
( S/N) d = 37.5 dB. Así, lo que dieta el diseflo es el punto de umbral más que la rela¬ 
ción seflal a ruido deseada, y la virtual reducción de potência no se puede realizar 
por completo. 

En vista de estas consideraciones, es útil calcular ( S/N) D en el punto de 
umbral. Así, omitiendo de nuevo la desacentuación, se sustituye la ecuación (23) en 
la (17) para obtener 

(I) -34V^ iim (24») 

' ' ^ésima 

a 60A 2 (A + 2)7 A > 2 (24/>) 

el cual es el valor mínimo de (S/N)„ como una función de A. Dado un valor 
específico para ( S/N) D y sin limitación de ancho de banda, se puede resolver la 
ecuación (24) para la relación de desviación A que da lugar al desempeüo más efi¬ 
ciente en términos de la potência de la seflal. Por supuesto que se debe hacer alguna 
concesión en cuanto a un posible desvanecimiento de la seflal, ya que no es aconse- 
jable operar sin un margen relativo para el punto de umbral. 


EJERCICIO 7.8 Diséflese un sistema de FM de potência mínima sin limitación de 
ancho de banda tal que (S/N) D = 50 dB, dados x 2 = Vi,W = 10 kHz y r, = 10 ■ 
W/ Hz. Resp .: A « 14, B T « 320 kHz, S R > 32 mW. 


Extensión de umbral en FM (FMFB) ★ 

Como la limitación de umbral constituye un serio inconveniente en el diseflo de siste¬ 
mas de FM de potência mínima, se ha suscitado un considerable interês por las técni¬ 
cas de extensión de umbral, sobre todo para la comunicación espacial, pero mucho 
antes de que aparecieran estas últimas aplicaciones, Chaffee (1939) propuso un me¬ 
dio para extender el punto de umbral en FM empleando un lazo de realimentaciòn 
de seguimiento de frecuencia o de compresión de frecuencia en el receptor, cs dccir, 
realimentaciòn en FM (FMFB). Aqui se bosqueja la idea básica de este sistema. Fn 
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FIGURA 7.21 

El receptor de FM con realimentación (FMFB) 


a literatura t se pueden encontrar otras técnicas de extensión de umbral —en forma 
íotable, el receptor con lazo de sujeción de fase (PLL)— con un análisis detallado 
le la FMFB. 

Un receptor de FMFB es un superheterodino en el cual se sustituye al oscilador 
ocal por un oscilador controlado a voltaje cuya frecuencia instantânea de salida se 
:ontrola por medio de la serial demodulada, dando la configuración de realimenta- 
:ión de la figura 7.21. En la forma cuantitativa, el oscilador sigue o rastrea la fre- 
:uencia instantânea de la sefial modulada de tal manera que, como se podrá ver, 
a desviación efectiva de frecuencia en la entrada dei amplificador de FI se reduce y 
1 ancho de banda de la FI puede ser mucho menor que B T (pero, por supuesto, no 
nenor que 2 W). Si B n < B r , la potência dei ruido en la entrada dei detector es 
nucho menor que N R y, en consecuencia, se reduce el nivel de umbral. 

De manera específica, N m = (B F /B T )N R y se evita la mutilación si S R /N F] = 
B T /B Fl )(S/N) R > 10. Por lo tanto, el nuevo nivel de umbral es 



y-ésima 


Bp] Bj Bp\ 

10 -- — = 10 — > 20 


B r W 


w 


(25) 


n comparación con gamma-èsimdL = 20A/(A) para un receptor convencional. Falta 
cmostrar que B m puede ser menor que B T y que el comportamiento arriba dei 
mbral no ha sufrido degradación. Esto se hará primero en el caso de una sefial mo- 
ulada, sin ruido, y despuês el de una portadora no modulada, con ruido. 

En la figura 7.21, la salida dei oscilador controlado a voltaje es igual a 
cos[(co c — w FI )t + K<t> D (t)l donde co FI = K es una constante, y 


<j> D (t) = 2n f y D (Ã) 

J — nr, 


dk 


t Taub y Schilling ( 1971 , Cap. 10 ); Schwaru, Bennell y Slcin ( 1966 , C»p. J) 

/ 
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En ausência de ruido, la sefial recibida v H (í) es 

v R (t ) = A r cos [co c t + con 4>(t) = 2itf à j_ dk 

v (t) = A r cos [w f1 í + <K0 ~ K4> D (t) ] 


Así 


yoif) = 


_1_ d<j> v (t) 

2 n dt 


=/a *(0 “ Ky D {t) 


y resolviendo para >"d( 0 se tiene 


y°^ = Y+K x{t) (26) 




Bpj — 2 M (Apj) 


/ a _ 

(1 + K)W 


y ~ 2 si se elige a K tal que B n «1. ., _ „ /JV „ , si 

Ahora considérese una portadora no modulada, mãs ruido con S„/N » 1 • bi 
„ ,0 e °í S eTcuadrafura a la salida d=l amplificador dc FI, resato Que la 

densidad espectral de éste es constante sobre B n si B Fl « B T por lo que 


G„„ F (/)=>/|tf F ,(/-/F,)| 2 


Entonces, de las ecuaciones (25), (86) y (12) se infiere que el ruido demodulado es 




1 dn q p\(t) 

(1 + K)2ttA r dt 


y 

Y\W 3 

N ° = (1 + K) 2 3S r 

Por último, de la ecuación (26), S D = /^>(1 + K? por lo que (S/N) es ia mis- 
ma que para un receptor convencional, ecuación (17), puesto que ( 
la en la relución. 
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Para no extraviar al estudiante, algunos factores han sido tratados en forma 
superficial en este análisis general. En realidad, se ha apreciado el comportamiento 
en las cercanias dei umbral, y se ha omitido el tema completo sobre el rastreo de 
errores y transitórios. La conclusión de la relación senal a ruido en el destino arriba 
dei umbral es correcta y en consecuencia de la reducción dei ancho de banda. Sin em¬ 
bargo, resulta que el punto de umbral depende de la relación de desviación A que no 
se incjuye en la ecuación (25). Por eso, la extensión de umbral de FMFB queda limi¬ 
tada a aproximadamente 5 a 7 dB factor apreciable, aun en disehos de potência 
mínima. 


7.6 COMPARACIÓN DE SISTEMAS DE MODULACIÓN EN ONDA 

CONTINUA (CW) 

Al fin llegamos a una posición desde la cual podemos comparar bien los tipos de mo- 
dulación de onda continua. La tabla 7.1 resume los puntos comparables: ancho de 
banda de transmisión normalizado, :tf = B T / W\ relación senal a ruido en el destino 
(5/ N) d normalizada por y; punto de umbral, si hay alguno; respuesta de CD o de 
baja frecuencia; y complejidad de instrumentación. La tabla incluye también la 
transmisión en banda base para propósitos de referencia. Como en lo anterior, y 4 
S R / yW donde W es el ancho de banda dei mensaje, S R es la potência de la senal reci- 
bida y Tj = k.r n es la densidad de ruido referida a la entrada dei receptor. Se suponen 
sistemas muy cercanos al ideal, por lo que los valores de ( S/N) D son limites supe¬ 
riores. 

De los diferentes tipos de modulación lineal,’ los métodos de portadora supri¬ 
mida son superiores a la AM convencional en vários aspectos; las relaciones senal a 
ruido son mejores y no existe efecto de umbral. Cuando es importante la conserva¬ 
do jí dei ancho de banda , son particularmente recomendables la banda lateral única 
y la banda lateral residual. Pero raras veces se consigue algo por nada en este mun¬ 
do, y el precio de una modulación lineal eficiente es la gran complejidad de instru¬ 
mentación, de manera especial en el receptor. La detección sincrónica, sin importar 
cómo se logre, necesita circuitos muy complejos en comparación con el detector de 
envolvente. Para comunicãáôn punto a punto (un transmisor, un receptor) el precio 
puede ser digno de tomarse en cuenta. Pero para sistemas de radiodifusión (un 
transmisor, muchos receptores) las consideraciones económicas inclinan la balanza 
hacia el receptor más simple posible, y por ende, la detección de envolvente. 

Desde un punto de vista de la instrumentación, la AM es la modulación lineal 
menos compleja, mientras que la VSB con portadora suprimida, con su filtro de 
banda lateral especial y requisitos de sincronización, es más compleja. Respecto 
de la DSB y la SSB (en sus aplicaciones apropiadas) lo último es menos difícil de instru- 
mentar, dado que la sincronización no es tan crítica. Además, los avances de la 
tecnologia han hecho posible que los filtros de banda lateral se consigan con mayor 
facilidad. Asimismo, la VSB + C está clasificada de complejidad “moderada”, a 
despecho dei filtro vestigial, puesto que la detección de envolvente cs suficiente. 
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una mejora por desacentuación para FM de 7 ' 

12 dB. 


Comparada con la banda base o la modulación lineal, la modulación exponen¬ 
cial puede proporcionar incrementos sustanciales en los valores de (S/N) D sobre 
todo en la FM con desacentuación— con solo una instrumentación moderadamente 
compleja. La figura 7.22 ilustra esto en forma similar a la 7.20 (tomando de nucvo 
x 2 = Vi) excepto que se ha agregado a las curvas de FM una mejora típica por desa¬ 
centuación de 12 dB y se ha omitido el comportamiento debajo dei umbral. Todas 
las curvas están rotuladas con la relación de anchos de banda M . 

Es obvio que para valores iguales de tf. la FM es marcadamente superior a la 
PM en cuanto al desempefto contra el ruido. (La modulación de fase, desde luego, 
tiene sus ventajas sobre la FM para la transmisión de senales digitales , lo que será 
analizado en el Cap. 10.) A medida que el sistema se extienda por encima dei 
umbral, la mejoría se podrá aumentar paulatinamente incrementando a tf , mientras 
que la PM está limitada a tf < 10, puesto que <j> A < tt. 

El precio a pagar por esta mejoría es un ancho de banda de transmisión excesi- 
vo. Por eso es más apropiada la modulación exponencial de banda ancha cuando se 
desean senales de salida extremadamente limpias y la conservación dei ancho de ban¬ 
da es un factor secundário. Las aplicaciones típicas incluyen a la FM comercial y 
audio en televisión. En frecuencias de microondas, resultan ventajosas las propieda- 
des tanto de reducción de ruido como de amplitud constante, por lo que muchos sis¬ 
temas de microondas tienen modulación de portadora exponencial. 

En cuanto a la conservación de potência, la FM con valores moderados dc ^ 
ofrccc un ahorro sobre la modulación lineal, a pesar de las limitaciones de umbiul. 
En este carácter se emplea para comunicación dc radio, punto a punto, espeeialmen- 
te en sistemas núwiles, donde la detección sincrónica seria una moléstia. Más uún, 
gracias a las técnica de extensión de umbral, la FM de banda ancha se emplea en 
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ciertos sistemas de comunicación por satélite y sondas espaciales, donde la potência 
dei transmisor es invaluable. 

Después de observar la transmisión de seíiáles moduladoras que tienen compo¬ 
nentes significativas de baja frecuencia, se probó la superiondad de la modulación 
de doble banda lateral y de lateral residual; esto explica su uso en la transmisión de 
datos, tanto analógica como digital. Para facsimil y video de TV, la restauración 
electrónica de la CD hace posible y deseable la VSB con detección de envolvente. (La 
AM también se podría emplear en este caso, pero el ancho de banda es prohibitivo. 
La banda lateral con portadora suprimida queda, virtualmente, fuera de controvér¬ 
sia.) También, en la sección 6.5 se dijo que un discriminador balanceado tiene una 
excelente respuesta de baja frecuencia; por lo que el comportamiento a baja frecuen¬ 
cia de la FM se puede considerar igual al de la DSB o de la VSB, y sin la problemáti¬ 
ca sincronización. En consecuencia, la FM de desviación pequefia o la modulación 
de subportadora de PM se emplean a menudo en sistemas de telemetria por las sefta- 
les de entrada menos activas. Por razones similares, las grabadoras de cinta magnéti¬ 
ca de alta calidad están equipadas con un modo de FM en el cual se graba la entrada 
como una onda modulada en frecuencia. 

En la tabla no se muestra el comportamiento relativo dei sistema en relación 
con las características de transmisión variando en el tiempo, el desvanecimiento de 
frecuencia selectiva, la propagación multitrayectoria, etc. Un medio de transmisión 
inestable tiene un efecto multiplicativo, el cual es particularmente desastroso para la 
detección de envolvente. (Los radioescuchas nocturnos que gustan sintonizar esta¬ 
ciones de AM distantes están familiarizados con los resultados alterados por mutila- 
ción en las audiciones.) De manera similar, las inestabilidades en la transmisión a 
menudo impiden la modulación de banda ancha. 

Resumir en pocas palabras es imposible. No existe una solución universal para 
todos los problemas de comunicación. Por lo tanto, el ingeniero en comunicaciones 
debe acercarse a cada nuevo problema con la mente abierta y hacer una revisión 
cuidadosa de toda la información de que se dispone. 


7.7 PROBLEMAS 

7.1 (Secc. 7.1) Demuéstrese que las ecuaciones de la (5a) a la (5 d) son modelos apropiados 
al tomar v(í) = K R x c {t) donde x£t) tiene el tipo de modulación correspondiente, es de- 
cir, DSB o SSB, AM, PM y FM, respectivamente. 

7.2 (Secc. 7.2) Encuéntrese una expresión aproximada para la envolvente de una onda dc 

AM de tono modulado más una sinusoide interferente /l, cos[(uc + u,)t + 6} con A, 

A 

7 3 (Secc. 7.2) Investíguese el comportamiento de una detección de envolvente de AM 
contra la detección sincrónica de AM en presencia de la propagación multilrayecloriu 
tal que v(/) = x r (t) + ax c (t - t d ), donde a 2 < 1 y x c (t) = [1 + rwr(í)l cosui.7. Subra- 
yense las diferencias cuando ui c tj xfiw y ui c t d =: (n + > A)v. 

7.4 (Secc. 7.2) Fmpczando con la ecuación (1), demuéstrese que la desviación instantânea 
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de frecuencia de v (0 es/v(/) = coscVXl + 1 + m? + 2m I cosu í t) 

donde m r = A t /A R . Tomando a«i, = 0.5, bosquéjese/v (0 para 0 < o) f t < 180°. 

7.5 (Secc. 7.2) La figura P7.1 es el circuito depreacentuación normal cuando se emplea pa¬ 
ra desacentuación un filtro pasabajas RC. Encuéntrese // pe (/) y demuéstrese que se 
aproxima a la ecuación ( 10 ) dentro de una constante de proporcionalidad cuando 27 rRC 
= l/£ de y R 0 « R. 




V 

i . 




^ X.J 


FIGURA P7.1 


7.6* (Secc. 7.2) Cuando no se satisface la ecuación ( 11 ), el filtraje de preacentuación incre¬ 
mentará el ancho de banda de la sefial de FM. Se puede estimar el incremento emplean- 

do la desviación de frecuencia rms / Ap = f A (x p 2 ) 1/2 , donde x p ft) es la salida de H pç (f) y 
se supone que x(t) y * pe (f) son ambas de banda limitada en W con x = x pe = 0 y x 2 = 1. 
El ancho de banda con preacentuación se calcula despuês empleando / A en lugar de/ A . 

(a) Tomando H p ff) = K/H d ff) y H d ff) por la ecuación (9), demuéstrese que 

(/a p //a) 2 = K 2 [ 1 + í*_ GJf)df\. 

(b) Evalúese B Tpç /B T cuando K = 1, Gff) = (Vi W)U(f/2W) y B de = W/3 y f à = 
5 W. 

7.7 (Secc. 7.3) Bosquéjese G ni (f) cuando y\ = 40 y H R (f) como se ha construido la gráfica 
en la figura P5.1. 

7.8 (Secc. 7.3) Supóngase que H R (f) tiene simetria con ± fyB N ^B T </ c , por lo que se 
puede escribtr \H R Íf) 2 \^\H Lp {f - f) 2 \ + \H LP (f'+ f c ) | 2 donde H LP (f) = H R (f) + 
fc)u(f + f c ). Demuéstrese que la autocorrelación de n(t)csR„(T) = t}B t q(t) cos 2 tt / c 7 
donde (r) = (1 /B T )^~ [ [H LP (f) 2 ], y justifíquese la aproximación (t) = 1 para |r| «% 
1/B t . 

7.9 (Secc. 7.3) Desarróllense todos los detalles entre las ecuaciones (9) y ( 11 ). 

7.10 (Secc. 7.3) Considérese la sefial aleatória y (0 = 2 n ( t) cos( <aj + 0) donde n(t) es 
ruido pasabanda centrado en/ c . Analícense y discútanse las propiedades dey(r), dando 
atención a su dependencia de 0 . 

7.11 (Secc. 7.3) Se procesa ruido pasabanda por medio de un dispositivo cuya salida y{t) es 
el cuadrado de la envolvente de entrada. Encuénírense p>(y), yyy 2 . 

Respuesta: p y (y) = (2a 2 )~ x e~ y/2a ? u(y), 

7.12 (Secc. 1.3) A través de un limitador riguroso pasa, ruido pasabanda con B T -c f. Bos¬ 
quéjese una muestra típica de la salida y(t) y escríbase una expresión para p y {y). 

7.13 (Secc. 7.4) El demodulador de producto de la figura 5.27 tiene DSB más ruido en la 
entrada y existe un error de fase 0’ en el oscilador por lo que su salida es A 0L cos [wj + 
0 ’). Encuéntrese y D (t) y demuéstrese que {S/N) D está reducida en el factor cos V. 

7.14 (Secc. 7.4) Un receptor de banda lateral superior tiene \H R (f)\ 2 como se muestra en la 
I igura P7.2. Bosquéjese el espectro de ruido de salida y encuéntrese ( 5 /7V ) 0 en términos 
de 7 . 
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7.15* (Secc. 7.4) Analícese el comportamiento de un detector homodino de DSB (Fig. 5.29), 
cuando la salida tiene ruido aditivo pasabanda. Tómese x c (t) = [x(0 -I- a] cosco.7 f 
donde a cos wj es la portadora piloto, y sea el filtro piloto uno pasabanda centrado en/, 
con ancho de banda B p < 2 W. 

7.16 (Secc. 7.4) Un sistema de AM con detección de envolvente tiene una ( S/N) D = 30 dB 
bajo condiciones de modulación de tono a plena carga, con W = 8 kHz. Si todos los 
anchos de banda se incrementan en forma conveniente mientras los otros parâmetros 
permanecen fijos, ^ciiéil es el mayor valor de W para el cual el sistema queda sobre el 
umbral? 

7.17 (Secc. 7.4) Un receptor heterodino es un superheterodino sin filtraje de RF. Con ayuda 
de la figura 5.33, explíquese por qué (5/ N) D puede estar a 3 dB abajo que un receptor 
superheterodino comparable. Examínense las diferencias cuando la mayor parte dei 
ruido se genera dentro dei receptor en comparación con el que entra con la sefial. 

7.18 (Secc. 7.4) Empléense consideraciones de ruido para explicar los siguientes enunciados. 

(a) En un receptor de banda lateral única es deseable tener a í H R (J) I rectangular en for¬ 
ma aproximada con B R = B T > mientras que esto no es crítico para la DSB. 

(b) En un receptor de AM con detección de envolvente es deseable tener |// w (/)| muy 
cercana a la rectangular con B R = B T , mientras que esto no es crítico para detección 
sincrónica de AM. 

7.19 (Secc. 7.4) Sea v(t) = 4cosc o c t + n(t), donde/i(f) es ruido pasabanda centrado en/ 4 
20 con B t = 8 y rj = 0.02. Obténgase una expresión aproximada para R v (0 y evalúese 
R 2 . 

7.20 (Secc'. 7.5) Bosquéjese G^ ¥M (f) cuando | H R (f)\ es como en el problema 6.25 cony 0 - J> 
yQ=f t /B r . 

7.21 (Secc. 7.5) Las ecuaciones (10) y (12) son para un filtro pasabajas ideal. Encuéntrese /V„ 
para FM y PM cuando el filtro de postdetección es un filtro pasabajas Butterworth de 
orden Aí-ésimo con) /f(/)| = [1 + (// W) 2M ]~ Yl . Supóngase que HM - f )\ 2 ~ 1 pa- 
ra f/1 s BjflyRj > 2 W. 

7.22 (Secc. 7.5) Estímese el factor de reducción de ruido para FM*con un filtro gaussiaiu> de 
desacentuación H d Jff = exp[-(ln 2)(f/B d f donde B de « W B r /2. Compíirese 
con la ecuación (15). 

7.23 (Secc. 7.5) Cierto sistema de modulación de fase tiene una (S/N) D = 30 dB. Si la mo 
dulación se cambia a FM con el mismo B r y se agrega un filtro de desacentuación Kí 
con B áe = Wf 10, i,cuál es el nuevo valor de (S/N) n l 

Respuesta : 50 dB. 

7.24 (Secc. 7.5) La sefial x(0 = cos27t 200/ se envia en FM sin desacenluación. líxisle un 
filtro pasabanda ideal que pasa 100 <|/| ^ 300 en la salida dei discriminadoi. t alcule 
se (N//V)„ si f t \ - 1 kH/.y 


















296 EL RUIDO EN LA MODULACIÓN DE ONDA CONTINUA (CW) 

7.25 (Secc. 7.5) Modifiquese la ecuación (24) para incluir filtraje de desacentuación RC y 
repítase el ejercicio 7.8 tomando B de = 2 kHz. 

7.26* (Secc. 7.5) Con referencia al problema 7.6a, supóngase que K se elige de tal manera que 
/a = /a» P° r lo Q ue I a desacentuación no incrementa en forma significativa el ancho de 
banda de transmisión. 

(a) Demuéstrese que S D = (Kfffx 2 y por ello ( S/N) D = f±x 2 y/[B á 2 + 
r-„fG x (f)df]. 

. (ó) Simplifíquese esta expresión suponiendo que G/f) = {f/xif 2 + f Q 2 )]Il(f/2 W) donde 
'/o = B de « W . Compárese con las ecuaciones (17) y (18). 

7.27 (Secc. 7.5) Los picos o chasquidos en la FM cerca dei umbral, tambiên ocurren cuando 
hay interferencia con A^Ar. Demuéstrese esto bosquejando a/v( t) en forma burda en 
el problema 7.4 con /w, = 1 + e, e 2 < 1. (Téngase cuidado en las cercanias de cos = 
a~ *.) iQut sucede cuando e — 0? 

7.28 (Secc. 7.6) Un sistema de comunicación tiene 100 dB, rj = 10“ 14 Wf Hz, 3? = 1, y 
W = 10 kHz. Calcúlese el valor de S T en kilowatts que se requieren para (S/N) D > 40 
dB cuando la modulación es: 

(a) SSB 

(b) AM con m = l y m = 0.1 

(c) PM con <j> A = 7T 

(d) FM con/ A = 10, 50 y 100 kHz 

Omítase la desacentuación en el caso de la FM, pero compruébese para las limitaciones 
de umbral. 

Respuesta: (a) 10; ( b) 20, 1, 010; (c) 1; (d) 3.3, 0.14, 0.24. 

7.29 (Secc. 7.6) Repítase el problema 7.28 con W = 20 kHz. 

7.30 (Secc. 7.6) Una seflal con x 2 = Vi se transmite en AM con m = 1 y una ( S/N) D = 13 
dB. Si la modulación se cambia a FM (sin desacentuación) y se incrementan los anchos 
de banda mientras los otros parâmetros permanecen fijos, encuéntrese el mayor valor 
útil de A y la ( S/N) D resultante. 

7.31 ★ (Secc. 7.6) Un sistema de multicanalización por división en frecuencia emplea la modu¬ 

lación de subportadora de banda lateral superior y modulación de portadora de FM. 
Hay K seflales de entrada independientes, cada una de banda limitada en W 0 , y las 
frecuencias subportadoras son f ck = (K - 1 )JV 0 , K = 1,2, . . ., K. La seflal de banda ba¬ 
se aplicada al modulador de FM es x b ( t) = L a K x K ( t) donde x K ( t) es la seflal subporta¬ 
dora k-é sima, teniendo cada una x K 2 = 2, y a K son constantes. En el receptor se tienen a 
continuación dei discriminador un banco de filtros pasabanda y detectores sincrónicos. 
Demuéstrese que la S/Nb. la salida dei canal Á>êsimo es (S/N) K = ffaK}/N K donde 
N k = (3 K 2 *- 3 K + l)r? W 0 3 /3S R . ( Sugerenda : Recuêrdese que la S/Ne n la entrada y 
en la salida son iguales para detección sincrónica de SSB.) 

7.32* (Secc. 7.6) En el sistema descrito en el problema 7.31 las a K se han escogido de tal mane¬ 
ra que x b 2 = 1 y todos los canales tienen el mismo valor de (S/N) K . Obténganse expre- 
siones para a K y (S/N) K bajo estas condiciones. 

7.33a (Secc. 7.6) La multicanalización en FM estéreo emplea filtraje de preacentuación/des- 
acentuación que no se muestra en las figuras 5.37 y 5.38. De manera específica, las sefla¬ 
les matrizadas x/i) = x L (t) + x R (t) y x 2 (t) = x L (t) están cada una de ellas preacentuadas 
antes de ser multicanalizadass en el transmisor; de manera similar, cada una de ellas es 
desacentuada después de demulticanalizada, pero con anterioridad a la matriz en el re¬ 
ceptor. En toda la operación se usan filtros RC con B de = 2.1 kHz. Las entradas de se- 
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ftal más ruido a la matriz dei receptor son y^í) = f A x/t) + n/t) y y/i) = f A x 2 (i) + 
n 2 (t ), y las salidas finales son y/t) ± y 2 (0* 

(a) Demuéstrese que n 2 (t ) tiene G„ 2 (f) = \H de (f)\ 2 ($/S R )(f- + f 2 )TÍ(f/2 W), donde 
f sc = 38 kHz, suponiendo que el filtro pasabanda y la detección sincrónica son ideales. 
Después demuéstrese que n 2 2 :» n ( Sugerenda : Bosquéjese el espectro de ruido en la 
salida dei filtro pasabanda y aplíquese la traslación de frecuencia.) 

(b ) Tomando a = 0 y x L 2 = x R 2 » l A —por lo que x b 2 x 1 si la amplitud piloto es 
pequefta— demuéstrese que la (S/N) D por canal para transmisión en estéreo es alrede- 
dor de 20 dB menos que en la transmisión monoaural. 
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Los datos experimentales y las funciones matemáticas con frecuencia se presentan 
como curvas continuas , aunque se puede emplear un número finito de puntos discre¬ 
tos para construir la gráfica. Si estos puntos discretos o muestras , tienen un espa- 
ciamiento suficientemente próximo, se dibuja una curva uniforme uniéndolos, y los 
valores intermédios se pueden interpolar con un grado razonable de exactitud. Por 
lo tanto, se puede decir que la presentación continua se describe en forma adecuada 
por medio de los puntos muestra. 

En forma similar, una senal eléctrica que satisface ciertos requisitos, se puede 
reproducir enteramente con un conjunto apropiado de muestras instantâneas. Si 
esto se cumple, la teoria dei muestreo establecerá las condiciones necesarias y sólo se 
necesitará transmitir los valores muestra según ocuíran en vez de enviar la senal en 
forma continua. Esto es modulación de pulsos . 

La clave distintiva entre la modulación de pulsos y la de CW es como sigue: en 
la modulación de CW, algún parâmetro de la onda modulada varia en forma conti¬ 
nua con el mensaje; en la modulación de pulsos, algún parâmetro de cada pulso se 
modula por un valor muestra particular dei mensaje. Por lo general, los pulsos son 
muy cortos en comparación con el tiempo entre ellos, por lo que una onda modulada 
por pulsos está “fuera” la mayor parte dei tiempo. 

Por esta propiedad, la modulación de pulsos ofrece dos ventajas potenciales 
sobre la C W: Primera, ia potência transmitida se puede concentrar en rálagas cortas 

2'Ht 
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en vez de ser enviada en forma continua. Esto le da al ingeniero de sistemas una li- 
bertad adicional para la selección dei equipo, puesto que ciertos dipositivos, como 
válvulas de microondas de alta potência y láseres, son operables sólo en una base dc 
pulsos. Segunda, los intervalos entre pulsos se pueden llenar con valores muestra 
de otros mensajes, permitiéndose así la transmisión de muchos mensajes en un siste¬ 
ma de comunicación. A tal multicanalización en el dominio dei tiempo se le conocc 
como multicanalización por división en tiempo (TDM). 

Otra diferencia entre las modulaciones de pulsos y de CW reside en que la on¬ 
da pulsada puede contener CD y contenido de baja frecuencia apreciables. Una 
transmisión eficiente incluye, por tanto, una segunda operación; modulación de CW 
para propiciar una traslación completa de frecuencia. Bajo este punto de vista, la 
modulación de pulsos es una técnica de procesamiento dei mensaje más que una mo¬ 
dulación en el sentido usual. Efectivamente, el uso más común de la modulación de 
pulsos es el procesamiento dei mensaje empleando la multicanalización por división 
en tiempo. 

Existen dos tipos básicos de modulación de pulsos: la analógica, como la mo¬ 
dulación de amplitud de pulsos o la de posición de pulsos, la cual es en muchas for¬ 
mas similar a las modulaciones lineal o exponencial, y la modulación digital o dc 
pulsos codificados , la cual no tiene equivalência con la de CW. Ambos tipos se exa- 
minan en este capítulo, recalcándose la última en razón a sus propiedades únicas y 
deseables. 

Independientemente dei tipo, la operación clave para comunicación pulsada cs 
la extracción de valores muestra de la forma de onda dei mensaje. Más aún, el con- 
cepto dei muestreo juega un papel igualmente importante en la teoria de la informa - 
ción y el tema dei capítulo 9, y la teoria de los sistemas de control de datos 
muestreados. Por ello, se empieza este capítulo con un estúdio dei muestreo, tanto 
en forma teórica, como práctica. 
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Una aproximación simple pero bastante informativa a la teoria dei muestreo, se con- 
sigue por medio de la operación de conmutación de la figura 8.1a. El conmutador se 
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FIGURA 8.1 

Un nuieslreador de conmutación. (ü) Diagrama; (/>) formas de onda; (r) cikuíIo 
eleeli ónico. 
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FICjURA 8.2 

El muestreo interpretado como multiplicaciôn. (a) Diagrama; (b) función de con- 
mutación 5(/). 


desplaza en forma periódica entre los dos contactos a una velocidad de f s = \/T s , 
permaneciendo en el contacto de la seflal de entrada durante r segundos y en el con¬ 
tacto conectado a tierra durante lo que resta de cada período. La salida x s (t) está 
formada entonces de segmentos cortos de la entrada x(t), como se muestra en la fi¬ 
gura 8.1Ó. La figura 8.1c es una versión electrónica de la figura 8.1o; el voltaje de sa¬ 
lida es igual al voltaje de entrada excepto cuando el multivibrador polariza en senti¬ 
do directo a los diodos y con ello se lleva a la salida a cero. Esta operación, a la cual 
se le designa algunas veces como de un solo terminal o troceado unipolar, no es un 
muestreo instantâneo en el estricto sentido. No obstante, ax s (t) se le designará como 
la onda muestreada y a f s como la frecuencia de muestreo. 

Surge ahora la pregunta: iSon suficientes los segmentos muestreados para 
describir a la seflal de entrada original?, y de ser así, £cómo se puede recuperar a 
x(t) de x s (t)l La respuesta a estas preguntas cae en el dominio de la frecuencia, o 
sea, en el espectro de la onda muestreada. 

Como un primer paso en la búsqueda dei espectro, se introduce una función de 
conmutación s(t) tal que 


xft) = x{t)s(t) (1) 

Así, la operación de muestreo viene a ser una multiplicaciôn por s(t), como se indica 
en forma esquemática en la figura 8.2a, donde s(t) no es otra cosa que el tren pe¬ 
riódico de pulsos de la figura 8.2 b. Puesto que s(t) es periódico, se le puede escribir 
como una serie de Fourier. Empleando los resultados dei ejemplo 2.2, sección 2.2, se 
tiene 

s(0 = X /s T senc nf s t e J2mf, ‘ 

n = — oo 

00 

= Co + Z 2c n C0S nü) s t (2) 

n= 1 

donde 


c„ =/,rsenc«/ s T 


", = 2n f> 
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FIGURA 8.3 

Espectros para muestreo de conmutación. (a) Mensaje; ( b ) mensaje muestreado, /, 
>2 W\ (c) mensaje muestreado,/, <2 W. 


Combinando la ecuación (2) con la (1) se llega al desarrollo término a término 

X s (t) = Cq x(t) + 2c í x(t) cos <o„ t + 2c 2 x(t) cos 2(o c t + ■ ■ ■ (3) 

Así, si el espectro de entrada es X{f) =f[x(/)], el espectro de salida es 

X s (f) = c 0 X(f) + c t [X(f-f s ) + X(f + f s )] 

+ c 2 [X(f- 2Q + X(f+ 2:f s )\ (4) 

+ ... 

lo cual procede en forma directa dei teorema de la modulación. 

En tanto que la ecuación (4) se presenta bastante confusa, el espectro de la on¬ 
da muestreada se bosqueja con facilidad si se supone que la seflal es de banda limita¬ 
da, digamos en W. La figura 8.3 muestra una X(f) conveniente y la correspondiente 
Xs(f) para dos casos, f s > 2 W y /, < 2 W. Examinando esta figura se revela algo 
muy sorprendente: la operación de muestreo ha dejado al espectro dei mensaje in¬ 
tacto, repitiéndolo simplemente en forma periódica en el dominio de la frecuencia 
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con un espaciamiento de f s . Tambiên debe notarse que el primer término de la 
ecuación (4) es precisamente el espectro dei mensaje, atenuado por el ciclo de traba- 
jo c 0 = f s r = t/T s . 

Si el muestreo conserva al espectro dei mensaje, debe ser posible recuperar o 
reconstruir ax(í)a partir de la onda muestreada x s (t). La técnica de reconstrucción 
no es completamente obvia en cuanto a las relaciones, dei dominio dei tiempo, 
ecuationes (1) y (3), pero refiriéndonos de nuevo a la figura 8.3, se ve que a X(J) se 
le puede separar de X s (f) por medio de filtraje pasabajas , siempre y cuando las 
“bandas laterales” no se traslapen. Y si se filtra a X(f) sola de X s (f ), se ha recupe¬ 
rado a x(t). De manera obvia, son necesarias dos condiciones para prevenir el 
traslape de las bandas laterales: el mensaje debe ser de banda limitada, y la frecuen- 
cia de muestreo lo suficientemente grande como para que/ 5 — W > W, esto es, 

f,7>m o T,<± (5) 

A la frecuencia de muestreo mínima / jmín = 2 W se le conoce como velocidad de 
Nyquist. Cuando se satisface la ecuación (5) y se filtra a por medio de un filtro 
pasabajas ideal, la sefíal de salida será proporcional a x(t)\ por lo que se ha logrado 
la reconstrucción dei mensaje a partir de la sefíal muestreada. El valor exacto dei 
ancho de banda dei filtro no es dato de importância mientras el filtro permita el paso 
de X{f) y rechace todas las otras componentes, es decir, 

W<B<f s - W (6) 


como se desprende de la figura 8.3Ó. 

Este análisis ha mostrado que si una sefíal de banda limitada se muestrea a una 
frecuencia mayor que la velocidad de Nyquist, se le puede reconstruir en forma 
completa a partir de la onda muestreada. La reconstrucción se concluye empleando 
filtraje de pasabajas. Estas conclusiones pueden resultar difíciles de creer por parte 
dei lector a la primera exposición; pues ciertamente ponen a prueba la fe que se ten- 
ga al análisis espectral. No obstante, son bastante ^orrectas. 

Por último, se debe puntualizar que estos resultados son independientes de la 
duración dei pulso muestra, salvo cuando aparece en el ciclo de trabajo. Si se hace a 
t muy pequena, x s (t) se aproxima a una cadena de puntos muestra instantâneos , lo 
cual corresponde al muestreo ideaL Y mientras el análisis anterior sea representativo 
dei muestreo práctico y sea suficiente para muchos propósitos, la atención deberá 
enfocarse hacia el muestreo ideal, el estúdio dei cual permite llegar a un mejor cono- 
cimiento dei como y porquê dei muestreo y la reconstrucción; además de la prueba 
dei teorema dei muestreo uniforme. 


EJERCICIO 8.1 Considérese el caso de un troceador imperfecto donde los pulsos 
que conforman a s(t) no son rectangulares, por lo que 

v(M V p({ k f\) (la) 
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FIGURA 8.4 

Espectro de un mensaje muestreado en forma ideal. 


donde la forma de pulso p{t) es igual a cero para |/| > T s /2 pero que de otra mane¬ 
ra es arbitraria. Haciendo P(f) =fIp(0] y C. = P(nf s )/T s , demuéstrese que 

o° 

x£t) = c 0 x(t) + X 12c„ | x(í) cos (na> s t + arg [c„]) (7/>) 

n= 1 

y en consecuencia las conclusiones anteriores relativas a la recuperación de x(t) sc~ 
rãn siempre válidas. 


Muestreo y reconstrucción ideales 

Por definición, el muestreo ideal es el instantâneo. El dispositivo de conmutación de 
la figura 8 1 a produce valores instantâneos sólo si r — 0, y asi lo hace x,(t) vèase la 
ecuación (3)— De manera conceptual, esta dificultad se supera multiplicando a 
xXt) por l/r de manera que, conforme r - 0y l/r - °°, la onda muestreada resul¬ 
ta ser un tren de impulsos cuyas áreas son iguales a los valores muestra instantâneos 
de la seflal de entrada. De manera formal se define 

00 

5,(0= X S(t-kT s ) (8) 

fc = — OC 


expresión que se conoce como la función de muestreo ideal. Entonces, en la nota- 
ción dei ejercicio 8.1, /KO = ô(t), P(f) = ^ [6(01 = LV c - = 1/T =/, para toda 
n. Por lo que, de la ecuación (7 b), 

x s (t) = x(t)s õ {t) 


y 


= fs *(0 + X 2x(f)cos nwj 

L n = l 


i'>b) 


X X{ i "f ] 111,1 

K»i — cfi 

lo cual se ilustra en la figura 8.4 como el espectro dcl mensaje de la figu.a K.3«/. lo 
mando/. >2 W. Nótese que X„(f) cs periódica en frecuencia con pei iodo./,, una ob 
servación decisiva cn cl estúdio de los sistemas de dalos muestreados. 
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A x 6 (t) se le denomina como la ondctmuestreada ideal, consiste en un tren de 
impulsos con espaciamiento T, cuyas áreas son iguales a los valores muestra instan¬ 
tâneos x(kT,). Esto se expresa con la combinación de las ecuaciones (8) y (9a), así: 

00 

x d (t) = x(t) X ô(t-kT.) (Ha) 

fc = — 00 


00 

= X x(kT s ) ó(t - kT s ) (11*) 

1 k — ~ (Tj 


puesto que x(t)ò(t — t d ) = x(/ d ). 

Entre parêntesis, se puede desarrollar tambièn una expresión para S 6 (f) = 
> 7'[SJ(t)\ como sigue. De la ecuación (9a) y dei teorema de la convolución, X ò (f) = 
[X{f)\ * [S 5 (/)] mientras que la ecuación (10) es equivalente a 


x õ (f) = Wf)] * 


X fsà(f-nfs) 


Por lo cual, se concluye que 

oo 

W)=/. X Kf-»fs) (12) 

n= — oo 

así, el espectro de una cadena periódica de impulsos de peso unitário en el dominio 
dei tiempo, es periódica de impulsos en el dominio de la frecuencia con espaciamien¬ 
to /, = 1/ T,; en ambos domínios se tiene una función que luce como una cerca de 
puntas. 

Volviendo al tema principal y a la figura 8.4, se ve de manera inmediata que si 
se recurre a las mismas condiciones de antes — x(t) de banda limitada en W y J] > 
2 w— entonces con un filtro de ancho de banda adecuado se reconstruirá a x{t) a 
partir de la onda muestreada ideal. De manera específica para un filtro pasabajas 
ideal de ganancia de voltaje K, con retardo en el tiempo t d , y ancho de banda B, la 
función de transferencia es 


H(f) = KU 



ç-jOJtd 


por lo que filtrando a x 5 (0 se produce el espectro de salida 

Y(f) = H(f)X ô (f) = Kf s X(j)e~ j0itd 


suponiendo que B satisface la ecuación (6). La función dei tiempo de salida es enton¬ 
ces 


y(t) - &- x {Y{f)\ = Kf s x(t - t â ) (13) 

la cual es la sefial original amplificada en Kf s , retardada en t d . 

Se puede adquirir mayor confianza en el proceso de muestreo examinando la 
reconstrucción en el dominio dei tiempo. La respuesta de impulso dei filtro anterior 
es 


//(/) = 2tf Asenc 2/f(/ /,,) 
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Y puesto que la entradax 6 (0 es un tren de impulsos ponderados, la salida es un tren 
de respuestas de impulso ponderados, a saber, 

y(t) = [h(t)] * [x 4 (0] = X x ( kT M t - kT s) 

k 


= 2 BK X x(kT s )senc2B(í - t d - kT s ) (14) 

k = — oo 

Ahora supóngase para efectos de sencillez que B = /,/2, K = \/f 3 y t d = 0, por lo 
que 


y(0 = X x( k T s )senc(f s t - k) 

k 

Se puede desarrollar entonces el proceso de reconstrucción en forma gráfica, como 
se muestra en la figura 8.5. Es claro que los valores correctos se reconstruyen en los 
instantes de muestreo t = kT„ porque todas las funciones senc son cero a estos tiem- 
pos salvo una, que es en la que se encuentra x(kT s ). Entre los instantes de muestreo 
se interpola a sumando los precursores y los postcursores de todas las funciones 
senc. Por esta razón, al filtro pasabajas a menudo se le designa filtro de interpola- 
ción , y a su respuesta de impulso función de interpolación . 


El teorema dei muestreo uniforme 

Los resultados anteriores se resumen bien estableciendo el importante teorema dei 
muestreo uniforme (periódico). Mientras existan muchas variantes de este teorema, ! 
su forma siguiente es la más adecuada para nuestros propósitos. 

Si una sefial no contiene componentes de frecuencia para |/| > W y se describe 
en forma completa por medio de valores muestra instantâneos espaciados dc 
manera uniforme en el tiempo con periodo T s < 1/2 W. Si una sefial ha sido 
muestreada a la velocidad de Nyquist o a una mayor (f 3 > 2 W) y a los valores 
muestra se les representa como impulsos ponderados, la sefial puede ser re¬ 
construída en forma exacta a partir de sus muestras por medio de un filtro pa¬ 
sabajas ideal de ancho de banda B y donde W ^ B s /, - W. 


I Hluck (1953, Cap. 4) lista vários teoremas que se refieren al muestreo periódico. 
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EJERCICIO 8.2 Empleando las ecuaciones (13) y (14), demuéstrese que a cual- 
quier sefial de banda limitada se le puede desarrollar en una serie de funciones senc 

OQ 

x{t) = 2BT s X x(kT s )smc2B(t - kT s ) (15) 

fc = - OQ 

siempre y cuando T s < 1/2 Wy B satisfaga la ecuación (6). Por lo que, en la misma 
forma que una sefial periódica se describe en forma completa por medio de sus coefi- 
cienjtes de serie de Fourier, a una sefial de banda limitada se le describe en forma 
completa por medio de sus valores muestra instantâneos sea que a la serial se le 
muestree en realidad o no . 


Muestreo práctico 

Habiendo establecido y probado el teorema para el muestreo ideal, se debe examinar 
ahora el muestreo para la forma de onda eléctrica como ocurre en la práctica. El 
muestreo práctico difiere dei ideal en tres aspectos obvios: 

1 La onda muestreada está formada de pulsos que tienen amplitud y dura- 
ción finitas, al contrario de los impulsos. 

2 Los filtros de reconstrucción prácticos no son filtros ideales. 

3 Los mensajes sujetos a muestreo son limitados en tiempo y por ello io 
pueden ser de banda limitada. 

Se tratarán estas diferencias una a una y se demostrará que sólo la última resulta 
problemática. 

Considerando los efectos de la forma de los pulsos, la investigación dei trocea- 
dor unipolar y dei ejercicio 8.1 ha demostrado que en forma virtual cualquier forma 
de pulso p(t) funcionará cuando la operación de muestreo se modele en forma mate¬ 
mática como multiplicación, x s (t) = x(t)S(t). Algunos otros dispositivos de mues¬ 
treo, en forma especial la variedad de muestreo y retención, generan una onda 
muestreada de la forma 


de manera que 


x s (t) = X x{kT s )p(t - kT s ) 

k 


= [P(t)} * 


Tx(kT s )ô(t-kT s ) 


(16 a) 


Uf) = P(f) 


fslX(f-nf s ) 


nf)X ô {f) 


(166) 


donde P(f) = \p(t) y Xff) es el espectro de la onda muestreada ideal. 

Si interpretamos la ecuación (166), se puede pensar que P(f) es un filtro ope¬ 
rando sobre X 6 (f) y atenuando a todas las componentes de frecuencia superiores a 
1/r, siendo r la duración nominal de p(t). Por lo general, la sefial reconstruida esta¬ 
rá distorsionada, dado que P(f) atenua la porción superior dei espectro dei mensaje. 
A esta pérdida de los componentes de alta frecuencia dei mensaje se le designa algu- 
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nas veces como efecto de apertura — la apertura dei muestreo (duración de pulso) es 
muy grande— y se puede corregir por medio de un filtro de igualación que tenga 
H eq (f) = 1/P(/). Sin embargo, por lo general 1/t » W , por lo que P(f) es esencial- 
mente constante sobre la banda dei mensaje y la igualación puede no requerirse. Se 
puede así decir que los efectos de forma dei pulso son inconsecuentes de manera re¬ 
lativa, y el teorema dei muestreo resulta válido para ondas muestreadas no impulsi¬ 
vas. 

El efecto de los filtros de reconstrucción no ideales se trata también con facili- 
dad en el dominio de la frecuencia. Considérese, por ejemplo, una respuesta típica 
de filtro superpuesta a un espectro de onda muestreada, como se ilustra en la figura 
8.6. Si el filtro es plano en forma razonable sobre la banda dei mensaje, su salida 
consistirá de x(t) más componentes espúrias de frecuencia en |/| > f s — W , lo cual 
está fuera de la banda dei mensaje. Nótese que estas componentes están atenuadas 
en forma considerable en comparación con x*(/). En sistemas de audio, tales compo¬ 
nentes se escucharían como mutilación de alta frecuencia o silbidos. Sin embargo, su 
intensidad es proporcional al mensaje, desapareciendo cuando *(/) = 0, y el mensa¬ 
je tiende a enmascararles, haciéndolos más fáciles de tolerar. 

Obviamente, el mejor procedimiento para reducir las frecuencias espúrias es el 
disefio de un buen filtro. En forma alterna, para una respuesta de filtro dada, éstas 
se pueden suprimir mejor incrementando la frecuencia de muestreo, la cual crece en 
fs — W y producen bandas de seguridad en el espectro de la onda muestreada. Hay 
en esto una semejanza interesante con la multicanalización por división en frecuencia: 
en ésta, las bandas de seguridad se emplean para permitir la separación dei mensaje 
por medio de filtros pasabanda prácticos con un mínimo de diafonía ; en los sistemas 
de muestreo, las bandas de seguridad se emplean para permitir la reconstrucción dei 
mensaje por medio de filtros pasabajas prácticos con un mínimo de mutilación de al¬ 
ta frecuencia. 


Ejemplo 8.1 Reconstrucción mediante el uso de una retención de orden cero. 

Cuando la sefial muestreada está formada de pulsos rectangulares planos, sc consi- 
gue una aproximación a una escalera simplemente extendiendo los pulsos en x(t) co¬ 
mo se muestra cn la figura 8.7a. En forma analítica, haeiendo h(l) m 111(/ 

Vi T,)/ T,] y la salida es 
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\xm 



(b) 

FIGURA 8.7 

Reconstrucción empleando una retención de orden cero. (a) Forma de onda de esca- 
lera; (b) espectros. 


At) = I x{kT s )h{t - kT s ) = [h{t)] * [*,(*)] 

k 


y 


Y(f) = H(f)X ô (f) H(f) = &[h{t)\ 

expresión similar a las ecuaciones (16a) y (1 6b). Pero h(t) tiene la misma forma que 
la respuesta de impulso de la retención de orden cerotdescrita (Ej. 2.13, Sec. 2.5). 
Por tanto, \H(f)\ = T a \ senc fT s | y \y (f) | es como se bosqueja en la figura 8.76, con¬ 
siderando a X(f) constante sobre |/| < W. 

Es obvio que a este método de reconstrucción le afecta tanto el efecto de aper¬ 
tura como el “ruido” fuera de banda, los cuales se pueden disminuir por medio de 
filtraje adicional. Si, no obstante,/, » 2 W 9 ambos efectos son pequeflos yy(t) es 
una buena aproximación a x(t). La condición f a » 2W no es muy práctica para 
transmisión de seftal, pero lo es para los sistemas de control de datos muestreados y 
simulación digital donde se emplea comúnmente la reconstrucción de escalera. 


Senales de banda no limitada. Interferencia de colas espectrales 

Hasta ahora hemos tomado en cuenta el hecho de que las seíiales reales no son de 
banda estrictamen te limitada. Pero un espectro de mensaje como el de la figura 8.8a 
se considera que, en forma virtual, es de banda limitada si el contenido de frecuencia 

t El nombrc proviene de la propiedad de que una retención de orden m-ésimo puede reconstruir de 
manera per fecla senales de la forma x(t) - a 0 + a t t + . . . + a m í m . 
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X s (f) 



(a) 


FIGURA 8.8 

Efecto de interferencia de colas éspectrales: (a) Espectro de mensaje de banda no II 
mitada; (b) espectro de mensaje muestreado con traslapes. 


arriba de Wes pequeflo y se presume que no es importante en lo que a conducción d« 
información se refiere. Cuando se muestrea tal mensaje, habrá un traslape inevitablc 
de componentes espectrales, figura 8.8b. En la reconstrucción, las frecuencias origl- 
nalmente fuera de la banda nominal dei mensaje apareceràn a la salida dei filtro er 
la forma de frecuencias mucho menores. Así, por ejemplo./i > W resulta ser/, - /, 
< W, como se indica en la figura. 

Este fenómeno de traslación de frecuencia hacia valores menores ocurrc 
siempre que se submuestrea una componente de frecuencia, o sea que,/, < 2/, y s< 
le da el nombre descriptivo de interferencia de colas espectrales (aliasing). El efectc 
de esta interferencia es más serio que el de las frecuencias espúrias que pasan por 
filtros de reconstrucción no ideales, ya que las últimas caen fuera de la banda de 
mensaje, mientras que las componentes interferentes pueden caer dentro de ésta. Ls 
interferencia de colas espectrales se remedia filtrando el mensaje tanto como sea po- 
sible antes dei muestreo y, si es necesario, muestreando a una velocidad mucho ma. 
yor que la nominal de Nyquist. 

Como ilustración, el espectro de voz promedio (Fig. 5.6 b) se extiende más allé 
de los 10 kHz, aunque mucha de la energia se concentra en el intervalo de 100 a 60t 
Hz y un ancho de banda de 3 kHz es suficiente para inteligibilidad. Cuando una ondi 
de voz se procesa primero por medio de un filtro pasabajas de 3 kHz y dcsputs st 
muestrea a/. = 8 kHz, lo normal para sistemas telefônicos, ias componentes tnter l e 
remes de colas espectrales están en forma típica 30 dB debajo de la seflal deseada ' 
en forma virtual no se perciben. 


EJERCICIO 8.3 Demuéstrese el efecto de interferencia de colas espectrales haclen 
do un bosquejo cuidadoso de cos 2 tt 10 1 y cos 2 ir70 1 para 0 :£ t ^ 1/10. Póngansi 
ambos bosquejos sobre el mismo conjunto de ejes y encuêntrense los valore 
muestra en / = 0, 1/80, 2/80. . . , 8/80, lo cual corresponde a f, = 80. Tamblèi 
debe convencerse cl lcctor de que no se puede interpolar ninguna otra forma de ondt 
de banda limitada en 10 < W < 40 a partir de los valores muestra de cos 2irl0f 
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FipURA 8.9 

Troceador bipolar y formas de onda típicas. 


El teorema dei muestreo reenunciado 

Para resumir Ia investigación sobre el muestreo práctico conforme se diferenció dei 
muestreo ideal, se puede reenunciar el teorema dei muestreo de la siguiente manera: 

Si una seflal se ha filtrado a pasabajas dando lugar a un contenido espectral 
despreciable para \f\ > W, ella queda descrita en una forma adecuada para 
muchos propósitos por medio de valores muestra, ya sean instantâneos o de 
duración finita, espaciados de manera uniforme en el tiempo con periodo I, < 
1/2 W. Si una seflal ha sido muestreada a la velocidad nominal de Nyquist o 
mayor (/, > 2 fV) y las muestras se representan por pulsos periódicos cuyas 
amplitudes son proporcionales a los valores muestra, la seflal se puede recons¬ 
truir en forma aproximada a partir de sus muestras por medio de filtraje de pa¬ 
sabajas. 

De acuerdo en que la reconstrucción perfecta, como la transmisión sin distorsión, es 
algo imposible; pero con una planeación cuidadosa, un buen disefio de filtros y una 
frecuencia de muestreo adecuada, la onda recuperada se puede hacer tan parecida a 
la seflal original como se desee para todos los casos, excepto para los muy extremos. 

Modulación de troceador 

Antes de aplicar la teoria dei muestreo a los sistemas de modulación de pulsos, se de- 
be puntualizar que los muestreadores prácticos se pueden emplear como modulado- 
res balanceados para los sistemas de modulación lineal. En particular, regresando al 
espectro de salida dei troceador unipolar (Fig. 8.3 b), se ve que cada armónica de la 
frecuencia de muestreo está modulada a doble banda lateral por la seflal de entrada 
x(t). El filtraje pasabanda de la onda muestreada producirá así modulación de 
doble banda lateral, una técnica conocida como modulación de troceador. La mo¬ 
dulación no se afecta en forma relativa por una conmutación imperfecta, como se 
demostró al estudiar los efectos de la forma de pulso. 

Para los propósitos de la modulación de portadora suprimida, los métodos de 
conmutación o troceado son a menudo superiores al dei modulador balanceado con¬ 
vencional, el cual requiere de más componentes y de elementos no lineales acoplados 
en forma cuidadosa. Sin embargo, el troceador unipolar no es un modulador tan efi¬ 
ciente como el troceador bipolar de la figura 8.9. Este dispositivo produce modula- 
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FIGURA 8.10 

Tipos de modulación analógica de pulsos. 



ción de doble banda lateral sólo a las armónicas pares de /„ y su salida no contiene 
componentes de CD. El análisis procede dei realizado para el troceador unipolar, 
pero con una función de conmutación de onda cuadrada. 

Aparte de la modulación para transmisión de senales, los troceadores bipola- 
res encuentran aplicación en sistemas de control, donde se emplea una onda con por¬ 
tadora suprimida para impulsar servomotores bifásicos, y para la amplificación dc 
seflales que varían con lentitud (amplificadores de CD). De manera adicional, cl 
problema 8.12 indica cómo se puede modificar un troceador bipolar para lograr lá 
multicanalización de banda base en el caso de los transmisores de FM esterco 
fónicos. 


8.2 MODULACIÓN ANALÓGICA DE PULSOS: MODULACIÓN EN 

AMPLITUD DE PULSOS (PAM), MODULACIÓN EN DURACIÓN DE 
PULSOS (PDM), Y MODULACIÓN EN POSICIÓN DE PULSOS (PPM) 

Si un mensaje se describe en forma adecuada por sus valores muestra, se le pucdi 
transmitir por medio de la modulación analógica de pulsos, en donde los valore.' 
muestra modulan en forma directa a un tren periódico de pulsos con un pulso dc cu 
da muestra. Existen numerosas variedades de modulación analógica de pulsos, y lu 
terminologia no se ha estandarizado. Sin embargo, los tres tipos que se analizarár 
aqui se designan por lo general como modulación en amplitud de pulsos (PAM). 
modulación en duración de pulsos (PDM) y modulación en posición de pulso.' 
(PPM). Los dos últimos también se agrupan juntos bajo el encabezado general d( 
modulación de pulsos en tiempo. 

La figura 8.10 muestra un mensaje típico y las correspondientes formas dc 
onda dc los pulsos modulados. Para daridad, los pulsos se mucslran en forma ree 
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tangular, y su duración se representa en forma tosca por lo exagerada. Más aún las 
ondas moduladas reales están ligeramente retardadas en comparación con el mensa- 
je, puesto que los pulsos no se pueden generar antes de los instantes de muestreo 

Como se puede observar en la figura, el parâmetro de pulso modulado 
amphtud, duración o posición relativa— varia en proporción directa a los valores 
muestra. Sm embargo, en la modulación de pulsos en amplitud y en la de pulsos en 
durauòn, los valores muestra que son iguales a cero se representan casi siempre por 
medio de una amplitud o duración diferentes de cero. Se sigue esta práctica para pre¬ 
venir Ia omisión de pulsos y para conservar una velocidad de pulsos constante. 
Esto ultimo es importante sobre todo para propósitos de sincronización en la multi- 
canaljzacion por divisiôn en tiempo, 

Con la ayuda de la figura 8.10, se pueden obtener ciertas semejanzas entre la 
modulación analógica de pulsos y la modulación de CW. Así, a la información dei 
mensaje (en forma de valores muestra) se le conduce en la amplitud de una onda mo¬ 
dulada en amplitud de pulsos, por lo que este tipo de modulación es análogo a 

dumdól !' [ * C ' Òn . lmeal de cw ; de manera particular a la AM. En la modulación en 
duración de pulsos y en posición de pulsos, a la información se le conduce en un parâ¬ 
metro tiempo, o sea, la ubicación de los bordes dei pulso. Recordando que la fre- 
cuencia y la fase instantâneas son también parâmetros de tiempo, se puede decir que 
la modulación en tiempo de pulsos es análoga a la modulación exponencial de CW. 


Sistemas de modulación de pulsos 

Antes de proceder a un análisis más detallado, se pueden establecer tres observa- 
ciones generales acerca de la modulación analógica de pulsos. 

1 Las ondas moduladas por pulsos tienen CD y un contenido de baia fre- 
oiencia apreciables, en especial cerca de las primeras armónicas de/, = 1/7 
Por lo que la transmisión directa puede ser difícil, si no que imposible 

2 Cuando se transmiten las ondas moduladas por pulsos, se debe tener cuida- 
o en prevenir el traslape de los pulsos, ya que éste destruiría la modulación 

Dados los requisitos de resolución de pulsos de la sección 4.4, se necesita un 

deíjulso banda dC banda baSC n ° men ° r 3 1/2 T ’ SÍend ° 7 k duración nominal 

3 Las ondas moduladas por pulsos se pueden demodular mediante la recons- 
twaón. De manera conceptual, los valores muestra se extraen de la onda mo¬ 
dulada, convertidos en impulsos ponderados, y filtrados a pasabajas. 

Q „ r - Ç.™ res f c!0 al P rimer Pnnto, la transmisión de pulsos a corta distancia puede 
ser acnble sobre circuitos alámbricos o por cable coaxial, pero una transmisión efi¬ 
ciente requ.ere una traslacón de frecuencia adicional. En consecuencia, muchos siste¬ 
mas de pulsos tienen un paso de modulación de portadora, en el cuaHospuLos se 
convcrten a pulsos de RF. En forma analítica, si x„{t) es la onda modulada por 
sos, laseftal transm.tida efectiva esx/0 = x f .U)A<ço$o>j, donde/ /.Am, que la 
aci n e portadora se clasifica en forma apropiada como modulación de 


8.2 MODULACIÓN ANALÓGICA DE PULSOS: PAM, PDM Y PPM 313 


V 


xil) 

Filtro 


Muestreador 


Modulador 

XçW 

Modulador 


pasabajas 



de pulsos 


portadora 


; © 


x c Uí 



7 




x h U\ 



i 

Demodu lador 

Convçrtidor 

Filtro 

_ 



dc portadora 



pasabajas 



At) 


FIGURA8.il 

Sistema de comunicación de modulación de pulsos. 


doble banda lateral, se puede emplear la detección de envolvente en el receptor si 
x p {t) > 0 y si no ocurren inversiones de fase en la portadora. 

En la figura 8.11 se muestra el diagrama de un sistema completo de transmisión 
de pulsos. El transmisor está constituido de un filtro pasabajas, un muestreador, un 
modulador de pulsos y un modulador de portadora. El receptor incluye la demodu» 
lación de la portadora seguida de un conversor, el cual cambia la onda modulada 
por pulsos en un tren de impulsos ponderados x b (t) o en el equivalente realizable. La 
recuperación dei mensaje se efectúa despuês por medio de filtraje de pasabajas. 

En cuanto al ancho de banda de transmisión, las ventajas prácticas de la mo¬ 
dulación analógica de pulsos dependen de la duración de estos, siendo pequefla en 
comparación con el tiempo entre ellos, o sea 


por lo que el ancho de banda de transmisión en banda base es 

B t > — »W (2) 

rBB - 2 t 

y la modulación de portadora duplica esto, dando 

B Tkf = 2B Tbb »2W (2) 

Pero, con o sin modulación de portadora, el ancho de banda que se requiere es gran¬ 
de en comparación con el ancho de banda dei mensaje W. 

Por analogia con la modulación exponencial, es de sospecharse que dei gruu 
ancho de banda de la modulación analógica de pulsos resulta una reducción de ruído 
de banda ancha. Y la modulación de pulsos en tiempo en realidad tiene esta útil pi o 
piedad. Además, el ancho de banda se determina esencialmente por la magnilud dc 
la reducción de ruido deseada más que por el ancho de banda dei mensaje en si. 

Por otra parte, como se podría inferir dc su similitud con la AM, la modulu- 
ción en amplitud de pulsos no es mejor que la transmisión de banda base en cuanto a 
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ruido se refiere, y el ancho de banda excesivo es una condición definida. A causa de 
este defecto, la modulación en amplitud de pulsos se emplea raras veces para trans- 
misión de mensajes en canal único. (En efecto, son raros los sistemas de comunica- 
ción de pulsos en canal único, de cualquier tipo.) Sin embargo, la modulación en 
amplitud de pulsos juega un papel importante en la multicanalización por división 
en tiempo, en la reconstrucción dei mensaje, y en el estúdio de técnicas de modula¬ 
ción de pulsos más complejos. Para el efecto, diremos unas pocas palabras mãs acer¬ 
cai de la modulación en amplitud de pulsos. 

Modulación en amplitud de pulsos (PAM) 

La forma de onda usual de la modulación en amplitud de pulsos está compuesta de 
pulsos unipolares no rectangulares cuyas amplitudes pico son proporcionales a los 
valores muestra instantâneos dei mensaje. Concretamente, 

x p(0 = 'L À oV + mx(kTj]p(t - fcr s ) ( 4 ) 

k 

donde A „ es la amplitud dei pulso no modulada, p(t) es la forma dei pulso y m es el 
índice de modulación comparable en forma directa con el índice de modulación de 
AM. La condición [1 + mx(kT s )] > 0 se impone en forma normal para conservar la 
polaridad única y para prevenir la omisión de pulsos, como se menciono antes. Por 
lo tanto, recurriendo a la convención de normalización | x(t) j < 1, el índice de mo¬ 
dulación está limitado por m < 1. 

Puesto que la ecuación (4) tiene la misma forma que la ecuación (16), (Sec. 
8.1), con x(kT,) sustituida por A 0 + A 0 rnx(kT.) , se desprende que el espectro lo da 
la ecuadón (166) más impulsos en CD, /„ 2/„ etc. Por lo que un demodulador para la 
modulación en amplitud de pulsos consiste en forma simple de igualación y filtra- 
je pasabajas con remoción dei término de CD, el cual también remueve a x si el men¬ 
saje tiene una componente de CD. 

Para calcular la potência transmitida promedio S T = (x/(/)), se sigue la apro- 
ximación empleada para seflales digitales de la sección 4.5. Tomando a p(t) como 
un pulso rectangular de duración t, para sencillez, la energia en el pulso A-ésimo es 
A 0 2 [ 1 + mx(kT a )] 2 r por lo que 


suponiendo que x = 0. 


Sr = ^V<[l +mx(kT s )] 2 }T 

* S 

= ~(l +™ 2 ?) 

* s 


( 5 ) 


Modulación en duración de pulsos (PDM) 

En la modulación en duración de pulsos, la duración dei pulso *-ésimo conducc al 
valor muestra. En forma matemática. 
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T (k) = t 0 [1 + mx(kT ;)] (6a) 


donde r 0 es la duración no modulada y m juega el mismo papel que antes. Así 


y 


x p (t) = Z A oP 


t — kT s 
t(&)/t 0 


k L t v'W/ t oJ 
o / n\\ — A ° 2t ° 


ó r = ^<T(A)> = 

Lt * s 


( 66 ) 

(7) 


de nuevo tomando a x = 0 y siendo p(t) rectangular. 

La ecuación (6) representa una onda de modulación en duración de pulsos en 
la cual están modulados ambos bordes de pulso y el espaciamiento de pulso a pulso 
es constante. En la práctica, el borde anterior se fija por lo general en t = kT. y sólo 
el borde posterior se modula, por lo que el espaciamiento de los pulsos es variable. 
Pero independientemente de cuál o cuáles bordes se modulen, el análisis espectral de 
la modulación en duración de pulsos es muy complicado. Empleando una aproxima- 
ción basada en que r 0 » T„ se puede demostrar que t 


x p (t) 


d qTq 
T s 


+ mx{í)] + términos trasladados en frecuencia 


(8 


y por ello, la modulación en duración de pulsos, como la modulación en amplitud dc 
pulsos, se demodula en forma directa por medio de filtraje de pasabajas, etc. 

En la figura 8.12 se ilustra una técnica muy sencilla para la generación de I; 
modulación en duración de pulsos, donde se suman el mensaje y una forma de ondi 
en diente de sierra, para formar la entrada a un circuito de limitación. Este circuito 
que es en esencia un dispositivo de recorte y cuadrador, produce A 0 volts siempre qm 
la entrada exceda el nivel de limitación y que de otra manera tiene salida ccio 
La onda resultante es de modulación en duración de pulsos con modulación de hoult 
posterior, con lo que las operaciones de muestreo y modulación se han combinadt 
en un sólo paso. Invirtiendo el diente de sierra se produce modulación de borde a mo 
rior; sustituyendo ese diente de sierra por una onda triangular, se produce modula 
ción en ambos bordes. Sin embargo, como puede advertir un lector atento, la du 
ración de pulso final corresponde a las muestras de) mensaje ubicadas en el tiempo de 
borde modulado y no el tiempo de muestreo aparente f = kT.. Ast, los valore: 
muestra qucdan espaciados de manera no uniforme, y la teoria dei muestreo uniioi 
me no es aplicable en forma estricta. Por supuesto que la diferencia entre c 
muestreo uniforme y el no uniforme es insignificante si la duración dei pulso es pc 
quefla en comparación con T,. Desde el punto de vista de los componentes lisicos, s< 
prefiere el muestreo no uniforme a causa de lo simplificado de su instrumental ion 
Y como regalo, el muestreo no uniforme origina menos distorsión inherente en e 
mensaje filtrado de salida que el muestreo uniforme. 


I | ; .l mòloclo sc host|iicju cn cl problcnin H 17; vta.se llliuk í ;tp 17) pum tlcliillcs 
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FIGURA 8.12 

Generación de la modulación en duración de pulsos, (a) Diagrama a bloques; ( b ) 
formas de onda. 


Modulación en posición de pulsos (PPM) 

La modulación en duración de pulsos y la modulàción en posición de pulsos están 
íntimamente ligadas, una relación que se hace resaltar en la figura 8.13, donde se 
muestra cómo se puede generar a la segunda a partir de la primera con modulación 
de borde posterior. Los pulsos modulados en duración están invertidos y diferen¬ 
ciados, cambiando los bordes modulados en picos positivos modulados en posición. 
Con un ligero reformado de estos picos se tiene la onda de modulación en posi¬ 
ción de pulsos deseada. 

Es un hecho que el principal uso de la modulación por duración es la genera¬ 
ción (y detección) de la modulación por posición, ya que la modulación en posición 
de pulsos es superior en una forma marcada respecto a la modulación en duración de 
pulsos para transmisión de mensajes. Para apreciar el porquê de esto, recuêrdese 
que la información reside en la ubicación en el tiempo de los bordes de los pulsos, y 
no en los pulsos en si. De esta manera, en forma parecida al caso de la potência de 
frecuencia portadora de la AM, la potência de pulsos de la modulación de pulsos en 
tiempo es potência “desperdiciada”, y se tendría más eficiência ;suprimiendo los 
pulsos y transmitiendo sólo los bordes! Por supuesto que no se pueden transmitir 
los bordes sin transmitir los pulsos para definidos. Pero se pueden enviar pulsos muy 
cortos para indicar la posición de los bordes, o sea, un proceso equivalente a la mo¬ 
dulación en posición de pulsos. La potência reducida requerida para la modulación 
en posición de pulsos es una ventaja fundamental sobre la modulación en duración 
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FIGURA 8.13 

Generación de la modulación en posición 
de pulsos a partir de la modulación en du¬ 
ración de pulsos. 


de pulsos, una ventaja que será más evidente cuando se examinen las relaciones seflal 
a ruido. 

Puesto que la modulación en posición de pulsos con muestreo no uniforme es 
el tipo más eficiente de modulación de pulsos en tiempo para propósitos de transmi¬ 
sión, se tomará el tiempo para analizar su espectro. El método de análisis merece ser 
examinado. 


Análisis espectral de la modulación en posición de pulsos 

Para empezar, sea t k la ubicación en el tiempo (centro) dei pulso Ar-ésimo. Si el 
muestreo es uniforme, el pulso Ar-ésimo conduce al valor muestra en t — kT„ y 

t k = A :T S + t 0 x(kT s ) 

donde t 0 es la constante de modulación, es decir, el desplazamiento máximo con re¬ 
lación a t = kT,. Pero con un muestreo no uniforme, el valor muestra en realidad se 
extrae en t k , y no en kT„ por lo que 

t k = kT s + t 0 x(t k ) ( l A) 


Por definición, la onda de modulación en posición de pulsos es una suma de pulsos 
modulados en posición de amplitud constante, que se pueden escribir como 


x p (t) = £ A 0 p(t - t k ) = A 0 [p(t)] * 

k 


I ô(t - t k ) 


donde A 0 es la amplitud de los pulsos y p(t) su forma. En este punto es posible hacer 
una simplificación notando que p(t) tendrá (o debe tener) una duración muy pc- 
quefia en comparación con T,. En consecuencia, y para los propósitos que se persi- 
guen, la forma de pulsos puede considerarse como impulsiva, o sea, p(t)~ò(t), por 
lo que 


*,( 0*^0 !*/-/,) (|()| 

k 

Si se desea, la ecuación (10) se puede convolucionar conp(í) para expresar la forma 
no impulsiva. 

En sus formas presentes, las ecuaciones (9) y (10) no son adecuadas para una 
manipuladón más dctallada; el problema es con el término de posición t k , cl cual no 
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sc puede resolver en forma explícita. Por fortuna, Rowe (1965, Cap. 5) inventó una 
técnica con la que t se puede eliminar por completo, de la manera siguiente: considé- 
rese cualquier función g(t) que tenga un cero de primer orden único en t = X; o sea, 
g(\) = 0, g(t X) ^ 0, yg'(X) = dg/ dt\, = x ^ 0. Empleando las propiedades de 
los impulsos, se puede mostrar que t 


de donde 


<%M] = 


ôu -;.) 
Wit)\ 


ò(t - À) = \g’(t)\ô[g(t)] (11) 

cuyo segundo miembro es independiente de X. Por lo tanto, la ecuación (11) se puede 
emplear para remover a t k de 6(t — t k ) si se puede encontrar una función g( t) que 
satisfaga a g(t k ) y a las otras condiciones, pero que no contenga a t k . 

Supóngase que se toma a g(t) = t - kT, - la cual es cero en t = kT. 

+ Ahora, para un valor dado de k, hay solo un pulso de modulación en posi- 

ción de pulsos, que ocurre en t = kT s + ^(4). Así, g{t k ) = t k - kT. - t&{t k ) = 0, 
como se desea. Insertando a X = t k , g'(t) = 1 - t 0 x'(t), etc., en la ecuación (11) se 
tiene 

«H* - h) = I I - t 0 x\t)\ò[t - kT s - t 0 x(t)] 

y la onda de modulación en posición de pulsos de la ecuación (10) resulta ser 

x p {t) = A 0 [ 1 - t 0 x’(t)] X õ[í - t 0 x(t) - kT .] 

k 

El valor absoluto decae, pues para muchas sefiales de interés 14*’ (01 < 1 si t 0 « T.. 
Después se convierte la suma de impulsos a una súma de exponenciales por medio 
de| 


v ô(t-kT s ) ./; X <-'■ 

k — — co n— — oo 


para obtener por último 

GO 

x p (t) = A 0 f s [l -t 0 x'(f)] X e 1 * 0 *'-"*™ 


AofÁ} - to^'(0]{ 1 + X 2 cos - na >sto x (t)] 

n- ] i 


( 12 ) 


(13) 


Interpretando la ecuación (13), se ve que la modulación en posición de pulsos 
con muestreo no uniforme es una combinación de modulación de portadora lineal y 


t Vcase Friedman (1956). 

1 La ecuación (12) cs simplemcnte el desarrollo en serie exponencial dc Lourier de.v^ /) pucslo que 
ya se ha demostrado tjuc <■„ = 1/ T, — f„ De manera alterna, consídóresc la Iratislormoda inversa 
dc Lourier dc S h [f), ecuación (12), (Sec. 8.1). 


J 
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exponencial, porque cada armónica de f s está modulada en fasetpor el mensaje x(t) 
y modulada en amplitud por la derivada x'(t). Por lo tanto, el espectro consiste en 
bandas laterales de AM y de PM centradas en todos los múltiplos de /„ más una 
componente de CD y el espectro es un ejercicio tedioso aun para modulación de to¬ 
no. El primer término de la ecuación (13) sugiere que se puede recuperar el mensaje 
por medio de filtraje pasabajas e integraciôn . Sin embargo, el método de integración 
no proporciona una ventaja plena sobre las propiedades de reducción de ruido de la 
modulación en posición de pulsos, por lo que el procedimiento usual es la conver- 
sión de modulación en amplitud de pulsos o modulación en duración de pulsos se¬ 
guida de filtraje pasabajas. 


Relaciones senal a ruido 

Independientemente de la técnica particular empleada, la demodulación de una onda 
modulada por pulsos es en forma inherente la reconstrucción dei mensaje a partir 
de los valores muestra. Este punto de vista permite tratar el ruido aditivo en una for¬ 
ma relativamente sencilla. De manera especifica, si la serial recibida más ruido es 

v(t) = K R x p {t) + n{t) 

entonces la reconstrucción se puede basar en las muestras contaminadas; es decir, 
que la salida dei convertidor de la figura 8.10 es 

^(0 = I W p x{kT s ) + e k ]ô(t - kT s ) (14) 

k 

donde M p es la constante de modulación que relaciona a x(kT s ) con x p (t) y e* es el 
error introducido por la presencia de n(t). Entonces suponiendo un filtro pasabajas 
ideal con B ~ fj 2, la salida filtrada es 

y D (t) = M p x(t) + X £ k senc (f s t - k) (15) 


m 

como se desprende de las ecuaciones (14) y (15), (Sec. 8.1) con K = 1 y t d = 0 para 
sencillez. Puesto que el ruido £(/) en la ecuación (15) es aditivo, se puede formar la 
i elación seiial a ruido en el destino S D /N D donde S D = M p 2 x 2 y N D = f 2 . En general, 
( : (/)no es igual a e(t) porque la forma de onda de ésta, si existe en forma física, no 
cs nccesariamente de banda limitada. Sin embargo, de la ecuación (12), (Sec. 4.5), 
sc tiene en forma inmediata que £ 2 = ? y por ello 


/S\ 

W/i, T 


<i<>) 


I Asl, d sistema serrusoide p«ra la itencración de modulación dc banda ungosla cmpic/a um mm 
onda dc modulación cn posición dc pulsos (vèusc cl Frob H.1H). 
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siendo ? el valor cuadrático medio dei término de error. 

Se supondrà que los pulsos se transmiten sin modulación de portadora sobre 
un sistema que tiene un ancho de banda Bt . Entonces n(t) es ruido blanco de banda 
limitada de densidad de potência ij, y N R = n 2 = t]B T . La potência promedio de la 
seflal es S R = K R 2 S T , como es usual, y la amplitud recibida se denota con A R = 


KrAq. 

■ La modulación en amplitud de pulsos más ruido, se analiza con facilidad, 
puesto que los valores muestra están contenidos en la amplitud modulada 
A R mx(kT,), y el ruido se agrega en forma directa a la amplitud. En consecuencia, 
M„ = A R m, e* = n(kT,), ? = h 2 = r\B T> y 


/S\ A R 2 m 2 x 2 _ m 2 x 2 T s /S\ 
\N/ 0 r]B T 1 + m 2 x 2 T \Y/ r 


0 


S\ m 2 x 2 T S W 
NJd = 1 +mV ^ 7 


PAM 


(17) 


* 


donde y = S R /t)fV. Se estableció antes que la modulación en amplitud de pulsos no 
es mejor que la transmisión directa en banda base en cuanto a ruido se refiere. La 
ecuación (17) demuestra que esto es cierto, para T, < \/2Wy B r > 1/2t, por lo que 
T s W/tB t ^ 1 y (S/N) d < y/2. La igualdad se cumple sólo por muestreo en la 
velocidad de Nyquist con trihc 1 = 1. Estas condiciones se logran raramente en 
la práctica; y ni se les ha buscado, dado que el mérito de la modulación en amplitud de 
pulsos reside en su sencillez en la canalización, y no en su comportamiento ante el 
ruido. 

volviendo a la modulación en tiempo de pulsos, recuerdese que las muestras 


dei mensaje están contenidas en la posición relativa de los bordes de los pulsos. Si los 
pulsos recibidos fueran rectangulares en forma completa, el ruido aditivo no tendría 
efecto sobre los bordes, puesto que el ruido es una perturbación vertical. Pero los 
pulsos rectangulares requieren un ancho de banda de transmisión infinito; con 
ancho de banda finito los pulsos tienen un tiempo de subida diferente de cero r r « 
1/2B t y el ruido alteraria la posición dei borde como se estudió en la sección 4.4, 
(Fig. 4.20). Aplicando los resultados de ese estúdio, 

: 

-f V 


c 2 5= Ar 2 = 


V 


nB T z t 2 _ 

A, 2 4 B t A k 2 




Nótese que el error cuadrático medio disminuye conforme aumenta el ancho de ban¬ 
da; con lo cual se obtiene la reducción de ruido de banda ancha prometida. 

Como en los parâmetros de la seflal, la variación en la duración de los pulsos o 
en la posición de ellos, es t 0 x(kT.), haciendo t 0 = mr 0 en la modulación en duración 

J 
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de pulsos, por lo que M p = í 0 . La potência promedio es S R = (t/ T,)A R 2 - rffi* 2 , 
puesto que la amplitud de los pulsos es constante. Por 

/5\ = t 0 2 x 2 4B T S R = 4t 0 2 B T iV-p (|g) 

U/fl T ?/s ifs 

lo cuál se aplica tanto a la modulación en duración de pulsos como a la modulación 
en posición de pulsos sin modulación de portadora. En el caso de la primera, se debe 
interpretar a r como la duración de pulso promedio r 0 . 

La única diferencia entre uno y otro tipo de modulación, como lo refleja la 
ecuación (18) es la duración más pequefia de pulso en la modulación en posición de 
pulsos. Esta diferencia se puede hacer más evidente considerando lo mejor que se 
puede hacer para un ancho de banda dado B T . Es claro que el aumentar al máximo a 
( S/N) d requiere de la mínima frecuencia de muestreo (J s = 2 W) con t 0 máxima y 
duración promedio dei pulso mínima. En la modulación en posición de pulsos, t 0 y r 
son independientes y se pueden tratar en forma separada. La mínima duración dc 
pulso posible es r - 2r r « \/B T , para la cual el pulso degenera en una forma triangu¬ 
lar. Se debe limitar el máximo desplazamiento dei pulso de tal manera que el interva¬ 
lo de las posibles posiciones de pulso, kT , ± 2f 0 , no exceda el tiempo entre mues¬ 
tras, o sea, t Q < TJ2 = 1/4 W. Considerando que todos los valores son los óptimos, 
se tiene 




Modulación en posición de pulsos 


(l*>) 


el cual muestra el intercâmbio de ancho de banda por relación seiíal a ruido. Sin em¬ 
bargo, a los sistemas prácticos puede faltarles para alcanzar este máximo un orden 
de magnitud, o más. 

Una optimización similar aplicada a la modulación en duración de pulsos re¬ 
sulta en mr 0 » 1/4 W, por lo que 


!-) PDM (20) 

W Dmâx '2 w 


Nótese que la relación sefíal a ruido se incrementa en forma lineal con la relación de 
anchos de banda B T / W en vez de con ( B T / W) 2 . Además, para obtener la ecuación 
(20) la duración promedio dei pulso debe ser la mitad dei tiempo entre las muestras. 
Bajo esta condición, el ciclo de trabajo es r 0 / T s = Vi , con lo que se pierden las vciv 
tajas prácticas de la modulación de pulsos con un ciclo de trabajo pequefto. 

Es de interês particular comparar estos resultados con los de la modulación ex¬ 
ponencial. Recuérdese, por ejemplo, que la FM de banda ancha sin desacentuación 
produjo 


















.122 MUESTREO Y MODULAC1ÓN DE PULSOS 


ancho de banda, suponiendo slB t = fF » 1. La modulación en posición de pulsos es 
mucho mejor si damos una relación seíial a ruido de aproximadamente 8 dB por de- 
bajo en relación con la FM. Aparece así que, mientras la modulación de pulsos en tiem- 
po sí proporciona una reducción de ruido de banda ancha, la reducción es mucho 
menos efectiva que en la modulación exponencial de portadora. Pero se debe recor¬ 
dar que la potência promedio S T sé entrega como pulsos de alta potência y de corta 
duración, mientras que a S T se le debe generar en forma continua en FM. Las limita- 
ciones p^ácticas dei suministro de portadora pueden favorecer la operación pulsada. 


EJERCICIO 8.4 Supóngase que una seíial modulada por pulsos se transmite como 
pulsos de RF con potência promedio S ^ y ancho de banda B R¥ . Demuéstrese que las 
ecuaciones de la (17) a la (20) se deben modificar por medio de las sustituciones 

S r ^2S ky ( 21 ) 

Demuéstrese después que la modulación en posición de pulsos con modulación de 
portadora cae a por lo menos 11 dB debajo de la FM de banda ancha. 


Nível de umbral 

Para concluir este análisis, se debe mencionar que la relación de anchos de banda no 
se puede incrementar sin limite, dado que la modulación de pulsos en tiempo experi¬ 
menta un efecto de umbral en forma similar a la FM. Es cierto que ? — 0 conforme 
B t oo, Pero conforme N R — r\B T aumenta, el voltaje rms de ruido se incrementa a 
su vez, con lo que los picos ocasionales de ruido serán tomados erróneamente por 
pulsos de la seíial. Si tales pulsos falsos ocurren muy a menudo, el mensaje deseado 
se perderá por completo, porque la seíial reconstruída no tendrá ninguna relación 
con x(t). 

Se dirá que los pulsos falsos no ocurren con la suficiente frecuencia si/?(n > 
A r ) < 0.01. Suponiendo ruido gaussiano, la correspondiente condición de umbral 
es aproximadamente 


A r > 2 Jn r 


es decir, que la amplitud dei pulso debe ser bastante intensa para “elevar” el ruido 
por lo menos dos veces su valor rms. (Ésta es la misma condición que existe en la 
sensibilidad tangencial de los sistemas de radares pulsados). Así, puesto qu cA R 2 = 
Sr/ rf en las modulaciones en duración y en posición de pulsos, 



(22 a) 
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7 é si ma =^4T/ s >8 (22 b) 

por lo que el nivel de umbral es menor en forma apreciable que en el caso de la mo¬ 
dulación exponencial. 


8.3 MODULACIÓN DE PULSOS CODIFICADOS: PCM, DM Y DPCM 

Todos los tipos de modulación considerados hasta aqui, sean de pulsos o de CW, 
han sido representaciones analógicas dei mensaje. La modulación por pulsos codifi¬ 
cados (PCM) es completamente diferente en concepto; es una modulación digital en 
la que el mensaje se representa por medio de un grupo codificado de pulsos digitales 
(amplitudes discretas). La modulación en delta (DM) y la modulación diferencial 
por pulsos codificados (DPCM) son variantes de la modulación por pulsos codifica¬ 
dos. El razonamiento en que se apoya el procedimiento de digitalización es como si- 
gue. 

En la modulación analógica, el parâmetro modulado varia en forma continua 
y puede tomar cualquier valor de los correspondientes al intervalo dei mensaje. 
Cuando la onda modulada se altera con ruido, no existe en el receptor forma de dis¬ 
tinguir el valor transmitido exacto. Supóngase, sin embargo, que se permiten sólo 
unos pocos valores discretos para el parâmetro modulado; si la separación entre es¬ 
tos valores es grande en comparación con las perturbaciones de ruido, será algo sen- 
cillo decidir en el receptor con precisión los valores específicos que fueron enviados. 
Así, se pueden eliminar de manera virtual los efectos dei ruido aleatorio, lo cual 
constituye el objetivo de la modulación por pulsos codificados. En forma colateral, 
la propiedad de amplitudes discretas se puede emplear en los sistemas de este tipo de 
modulación para larga distancia con repetidores regenerativos descritos en la sección 
4.5, con lo que se gana una ventaja adicional sobre las demàs formas de transmisión 
analógica. 

Pero surge ahora la pregunta: ^Cómo se representa un mensaje analógico en 
forma digital? La respuesta cae dentro dei terreno dei muestreo, de la cuantificación 
y de la codificación. 

Cuantificación y codificación 

En la figura 8.14 se muestra el diagrama con los elementos de la generación de mo¬ 
dulación por pulsos codificados. La seíial continua primero se filtra a pasabajas 
(òPor qué?) y después se muestrea para dar *,(/)• Los valores muestra se redondean 
o cuantifican al valor discreto predeterminado más próximo o nivel cuántico . La se- 
ftal muestreada y cuantificada resultante x 3q (t) es discreta en tiempo (en virtud dei 
muestreo) y en amplitud (en virtud de la cuantificación). Por último, x gq (t) se opera 
mediante un codificador que convierte las muestras cuantificadas en palabras de có¬ 
digo digital apropiadas, con una palabra de código por cada muestra, y genera la 
correspondiente seftal de banda base de modulación por pulsos codificados como 
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FIGURA 8.14 

Sistema para la generación de la modulación por pulsos codificados. 


una forma de onda digital. Nótese, que vista desde otro punto de vista, la figura 8.14 
es un convertidor analógico a digital (A/D). 

De manera obvia, los parâmetros de la sefial codificada dependen dei número 
de niveles cuánticos Q, porque cada palabra de código debe representar exclusiva¬ 
mente una de las posibles muestras cuantificadas. Para indagar la relación, sea v el 
número de digitos en la palabra de código, teniendo cada una uno de los valores 
discretos. Puesto que hay fi v palabras de código posibles diferentes, se requiere que 
ti v > Q para una codificación única. Por lo tanto, cuando se eligen los parâmetros 
de tal manera que la igualdad se cumpla, 


/í v = & v = log^Q (I) 

Examinando la ecuación (1), se ve que si /t = Q t entonces v = 1, y la sefial cuantifi- 
cada no requiere de traslación de código. Sin embargo, en general, fi < Q y v > 1. 
La forma más común de modulación por pulsos codificados en la binaria , para la 
cual /t = 2; el número de niveles cuánticos se toma entonces como alguna potência 
de 2, a saber, Q = 2 V . 

La figura 8.15 ilustra estas operaciones para modulación por pulsos codifica¬ 
dos binaria. Se muestran ocho niveles cuánticos, correspondientes a ± 1/8, ± 
3/8, . . ., ± 7/8, por lo que los niveles están espadados de manera uniforme en 2 x 
1/8 = 2/Q e incluyendo el redondeo, ellos cubren el intervalo de — 1.0 a + 1.0 lo 
cual es consistente con la convención de normalización | x( t) | < 1. Se asigna un nú¬ 
mero de código 0, 1, . . .,7 a cada nivel cuántico y la palabra de código binário es 
simplemente el equivalente binário dei número de código, por ejemplo, 5 — 101, etc. 
Se necesitan tres dígitos binários por palabra de código, puesto que v = log 2 8 = 
log 2 2 3 = 3. 

Como se requieren vários dígitos para cada muestra de mensaje, resulta que 
el ancho de banda de la modulación por pulsos codificados será mucho mayor que el an¬ 
cho de banda dei mensaje. Una estimación dei ancho de banda se obtiene como si- 
gue. Las muestras cuantificadas ocurren a una velocidad de / 5 > 2 W muestras por 
segundo, por lo que debe haber r = vf dígitos por segundo. Recordando la relación 
ancho de banda velocidad de seftalización de la sección 4.5, se tiene que 

„ r V L 

B r an ~2 = 2~ vW i2) 

El ancho de banda de la modulación por pulsos codificados en banda base es así un 
mínimo de v = log^Q veces el ancho de banda dei mensaje. 
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FIGURA 8.15 


Como paso final de la generación de la modulación por pulsos codificados, la 
seftal de banda base puede modular una portadora de RF para propósitos de trans- 
misión. La modulación de la portadora puede ser de manipulaciôn por corrimiento 
de amplitud (ASK), manipulaciôn por corrimiento de fase (PSK) o manipulaciôn 
por corrimiento de frecuencia (FSK). (Estas son formas de modulación de CW para 
seflales digitales analizadas en el capítulo 10.) Por supuesto que la modulación de 
portadora resulta en un ancho de banda de transmisión aún mayor que el de la 
ecuación (2) pero sólo se prestará atención al caso de banda base. 


Kuido de cuantificación 

I ,a figura 8.16 muestra la porción de un receptor para la modulación por pulsos co¬ 
dificados que sigue a la demodulación de portadora, si la hay. La forma de onda de 
la modulación por pulsos codificados analógica contaminada por ruido aleatorio 
n(t) se opera por medio de un convertidor A/D que regenera las palabras de código 
digitales (más errores) como se describió en la sección 4.5. De estas palabras de códi¬ 
go, el decodificador determina los valores muestra cuantificados (de nuevo con erro- 
i cs) y genera a x 3q {t) la cual se procesa por medio de un filtro pasabajas para obtener 
la seftal analógica de salida. 
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FIGURA 8.17 

Error de cuantificación en 

por codificadón de pulsos. 


Si la relación seflal a ruido en el convertidor A/D es sólo modestamente gran¬ 
de, la probabilidad de error es pequefla, lo suficiente como para que se haga caso 
omiso de los efectos dei ruido aleatorio. No obstante esta condición, x(t) no será 
idêntica al mensaje x(t) puesto que la entrada dei filtro pasabajas es x, q (t) y no 
x,(0> es decir, que la reconstrucción se basa en las muestras cuantificadas más que 
en los valores muestra exactos. Además, no hay forma de obtener valores exactos en 
el receptor; esa información se descartó en el transmisor durante el proceso de cuan¬ 
tificación. Por lo tanto, es imposible una reconstrucción perfecta dei mensaje en los 
sistemas de codificación de pulsos, aún cuando el ruido aleatorio tenga una influen¬ 
cia despreciable. 

Como resultado, el efecto de cuantificación es una limitación básica de los sis¬ 
temas codificados, como el ruido aleatorio es una limitación de los sistemas analógi¬ 
cos convencionales. Es este efecto de cuantificación èl que se desea examinar más de- 
talladamente. 

Para efectos de análisis, se descompone a x(t) en una seflal cuantificada en 
forma de escalón x q (t) en una seflal cuantificada en forma de escalón x q (t)y en un 
término de error de cuantificación e,(f), tal que 



x q (t) = x(t) + e q (t) (3a) 

como se ilustra en la figura 8.17. Dado que es intercambiable el orden de muestreo y 
cuantificación, los valores muestra'cuantificados conforme se decodifican en el re¬ 
ceptor se pueden escribir en la forma • 


x q (kT s ) = x(kT,) + e q (kT s ) (3b) 

y el filtraje de reconstrucción da 

x(t) = x(t ) + £ e q (kT s ) senc (f s t - k) (4) 

k 

En consecuencia, el error de cuantificación aparece en forma idêntica a los errore. 
de ruido aleatorio en la modulación analógica de pulsos, ecuación (15), (Sec. 8.2). 
Por consiguiente, se designa a como el ruido de cuantificación. 
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Este ruido se evalúa con facilidad cuando los niveles cuánticos tienen espa- 
ciamiento uniforme 2/Q así |e ff (0| ^ 1/Q—(vêase la figura 8.17). A falta de infor¬ 
mación por el contrario, se supone que e q está uniformemente distribuído sobre 
[- 1/Q, 1/Q]; es decir, que su función de densidad de probabilidad es p(e q ) = Q/ 2, 
\e q | < 1/Q. Así 


y 



1 

(5) 

3Q 2 * 5 

(6) 


la cual es independiente de la modulación de portadora, potência transmitida y dei 
ruido aleatorio, puesto que aqui no se hace caso de los errores de decodificación. 

Es obvio que la calidad en el comportamiento se incrementa con Q, el número 
de niveles cuánticos. Esto simplemente reitera que si se están empleando muchos ni¬ 
veles cuánticos de espaciamiento pequeflo, las muestras cuantificadas se aproximan 
mucho a los valores muestra exactos y la salida se puede hacer tan cercana a x(t) co¬ 
mo se desee. Sorprende que pocos niveles produzcan un comportamiento satisfacto- 
rio; por ejemplo, Q = 2 7 o 2 8 es normal en telefonia. Sin embargo, se debe seflalar 
que el error rms se fija en 14/3Q sin tomar en cuenta el valor instantâneo de x(t). 
En consecuencia, si |jc( 0| es pequefia en períodos prolongados, la relación seflal a 
ruido aparente será mucho menor que el valor de disefto. El efecto es agudo parti¬ 
cularmente si la forma de onda dei mensaje tiene un factor de cresta grande (la rela¬ 
ción de amplitud pico al valor rms), porque entonces |x(0 I « 1 la mayor parte dei 
tiempo, y x 2 « 1. 

Para la transmisión de seflales de audio, que se caracterizan de manera típica 
por tener factores de cresta grandes, es ventajoso reducir el espaciamiento entre los 
niveles cuánticos, con un espaciamiento cercano a cero y otro grande en los extremos. 
Puede resultar en e g (t) una cuantificación no unifome adecuada y en forma sustan- 
cial proporcional a |x(/)|, enmascarándose así el ruido con la seflal en cuanto al 
oyente concierne. En la práctica, la cuantificación ahusada se afecta con niveles es¬ 
padados de manera uniforme, comprimiéndose no linealmente el mensaje antes dei 
muestreo; un expansor complementario restituye la forma de onda en el receptor. 


EJERCICIO 8.5 El error de cuantificación para un sistema de modulación por 
pulsos codificados con fi = 2 se especifica para que no sea mayor de ± 59b dei inter¬ 
valo pico a pico de x(t ). Encuéntrese el número mínimo de dígitos por palabra de 
código. Resp v = 4 > log 2 , puesto que debe ser un entero. 

Umbral de error 

Ahora considêrese la situación en la cual no se pueden despreciar los errores de deco¬ 
dificación causados por el ruido aleatorio, por lo que se tiene ruido de decodifica- 
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FIGURA 8.18 



Comportamiento bajo ruido de la modulación /S\ 

por codificación de pulsos. \N/r 1 


ción y de cuantificación. El cálculo dei ruido de decodificación cuadrático medio e^ 2 
es complicado porque el número de errores por palabra de código es aleatorio y la se- 
veridad de un error depende de donde ocurra, siendo más serio en el digito principal 
(más significativo) que otros errores en la misma palabra. Suponiendo que la proba- 
bilidad de error por dígito P e no es muy grande, se puede demostrar para la modula¬ 
ción binaria por pulsos codificados que t 


— 4(cl z ~ I )P t 


(7a) 


y 


/£\ 3dV 

\Y/ ( í c „ 2 + e/ 1 + 


(7 h) 


donde P. depende de (S/N) R , la relación seflal a ruido en el receptor. 

En la figura 8.18 se construye la gráfica de (S/W) D conta (S/N) R , (ambas en 
decibeles) para modulación binaria por pulsos codificados con Q = 32 y 128, supo¬ 
niendo ruido gaussiano y x 2 = Vz. El descenso abrupto a baja (S/ N) K sugiere en 
forma contundente el efecto de umbral de FM donde, abajo dei umbral, se 
comprueba que el mensaje queda mutilado al grado de ser inútil. En la modulación 
por pulsos codificados, también se presenta el caso de la mutilación puesto que se 
aprecia con facilidad que la forma de onda reconstruída tiene poca semejanza con el 
mensaje original cuando los errores de decodificación son frecuentes. En otras pa- 
labras, el mensaje resulta mutilado por el ruido de decodificación. 


t Downing (1964, cap 7) 
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Para establecer el nivel de umbral en la modulación por pulsos codificados, se 
expresará que los errores de decodificación son despreciables si P e < 10" 4 . Luego, 
tomando a P. como se dio en la ecuación (15), (Sec. 4.5), es decir; 



se resuelve para (S/A%_ èsima para obtener 



( 8 ) 


(9) 


Por último, puesto que y = ( B T / W)(S/N) s y B T > vW, 


y.. = 5 ^ (jx 2 — 1 ) > 5v(/í 2 - I) (10) 

• esima 


Una implicación sutil pero importante de la ecuación (9) es su limitación en fi , el nú¬ 
mero de dígitos diferentes. Específicamente y para cualquier valor de ( S/N) R el sis¬ 
tema está arriba dei umbral sólo si 


' ,i -5(s)„ +l <ln 

lo cual implica una limitación mayor en Q puesto que fi 2 = Q 2/v . 

Modulación por pulsos codificados contra modulación analógica 

Arriba dei umbral, la relación seftal a ruido en la modulación por pulsos codificados 
es constante y fija en el transmisor por el número de niveles cuánticos. Falta de¬ 
mostrar que la modulación por pulsos codificados tiene las características deseables 
de reducción de ruido de banda ancha con las características indeseables de mutila¬ 
ción abajo dei umbral. Para este propósito, se supone que la frecuencia de muestreo 
cs próxima a la velocidad de Nyquist por lo que el ancho de banda base es B T ~ vW f 
por la ecuación (2). Entonces Q = /a 2 donde $ = B T / W es la relación de anchos 

de banda, y la ecuación (6) resulta ser 

" 2| 

lo cual demuestra que la reducción de ruido es un intercâmbio exponencial de ancho 
de banda por la relación seflal a ruido. Este intercâmbio tiene más consecuencias que 
uquel de la modulación analógica de banda ancha, en donde (S/A% se incrementa 
en forma lineal o conforme al cuadrado de la relación de anchos de banda. 

La figura 8.19 muestra el comportamiento de la modulación binaria por pul¬ 
sos codificados (it = 2) según se describió por medio de las ecuaciones (10) y (12), 
para tres valores de la relación de anchos de banda. También muestra, para compa- 
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ración, el comportamiento correspondiente de vários sistemas analógicos. Las curvas 
para la modulación por pulsos codificados y la modulación en posición de pulsos 
son para la transmisión directa sin modulación de portadora, y en todos los casos se 
supone que x z = Vi. Como es usual, los puntos de umbral se indican por medio de 
puntos gruesos. 

El examen de la figura revela que, en aras de la eficiência, los sistemas de mo¬ 
dulación por pulsos codificados se deben operar precisamente sobre el umbral, dado 
que el incremento de la potência transmitida más allâ dei valor 7 . ésima no ocasiona 
mejoria en ( S/N ) D ; lo último queda determinado sólo por el número de niveles 
cuánticos o, en forma equivalente, la relación de anchos de banda. Pero incluso en el 
umbral, la modulación por pulsos codificados no demuestra ser tan buena como se 
podría haber esperado. Además, la instrumentación es en forma considerable más 
compleja y costosa que la de los sistemas no codificados. (Precisamente por esta ra- 
zón, a la modulación por pulsos codificados se le declaró completamente impráctica 
antes de que surgiera la electrónica digital de estado sólido de alta velocidad en las 
postrimerías de la década de los cincuentas, unos 20 aflos después de la invención de 
la modulación por pulsos codificados.) ^Por qué entonces este tipo de modulación 
tiene tanta demanda? Ésta es una intrincada y controvertida interrogante con varias 
respuestas. 

1 Para una relación de anchos de banda dada, la modulación por pulsos co¬ 
dificados cerca dei umbral resulta superior a todas las otras formas de modula¬ 
ción de pulsos, un factor significativo si se desea la multicanalización por di Vi¬ 
sion en tiempo. 

2 La modulación por pulsos codificados tiene un margen pequeflo, pero defi¬ 
nido, sobre la FM a bajas relaciones seflal a ruido. E incluso una reducción de 
potência de 3 dB, con un factor de 2 puede significar la diferencia entre el êxito 
o el fracaso en aplicaciones de potência mínima. 
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3 Un sistema de modulación por pulsos codificados planeado para transmi¬ 
sión analógica de mensajes se adapta con facilidad a otras sefiales de entrada, 
en particular datos digitales, elevando con ello la flexibilidad e incrementando 
la utilización dei sistema . t 

4 En virtud de la capacidad de regeneración , la modulación por pulsos codi¬ 
ficados es precisamente ventajosa para sistemas que tienen muchas estaciones 
repetidoras. Además, con respecto a la telefonia de larga distancia, a esto se le 
ha considerado como el verdadero desquite de la modulación por pulsos. 

Por lo tanto, a la modulación por pulsos codificados se le debe dar la debida 
consideración para aplicaciones en que se involucre la multicanalización por división 
en tiempo, potência mínima, una diversidad de tipos de mensajes (es decir, analógi¬ 
cos y digitales), o muchas estaciones repetidoras. Dado que muchos de estos factores 
están en la transmisión telefónica de larga distancia, la modulación por pulsos codi¬ 
ficados se presenta como el modo dei futuro en telefonía.í Sin embargo, en muchas 
aplicaciones de rutina, el costo de los componentes físicos para modulación codifica¬ 
da resulta casi siempre prohibitivo en comparación con los correspondientes a la 
modulación analógica —una conclusión a revocarse dados los avances en los cir¬ 
cuitos integrados. 


EJERCICIO 8.6 A partir de las ecuaciones (10) y (12), demuéstrese que un sistema 
de modulación por pulsos codificados en el punto de umbral tiene precisamente 


í s \ 

/ ésima \ 

1 — 1 = 3 

1 + - 

WV 

\ /_ 


Compárese esto con la FM de banda ancha haciendo Á = á£/2 » 1 en la ecuación 
(24), (Sec. 7.5). 

Modulación en delta ^ 

La modulación en delta es descendiente directa de la modulación por pulsos codifi¬ 
cados y tiene la ventaja de que sus componentes físicos están muy simplificados; 
además, es el método conocido más simple para la conversión de una seflal analógica 
a la forma digital. Como contraste con estas ventajas, la modulación en delta re- 
quiere un ancho de banda mayor que la modulación por pulsos codificados. Sin em¬ 
bargo, para seftales de voz, los refinamientos recientes han reducido los requisitos dc 
ancho de banda hasta el punto de que la modulación en delta se ha vuelto un fuerlc 
competidor de la modulación por pulsos codificados. Aqui se bosquejarán los priiu 
cipios operacionales de la modulación en delta, dejando los detalles para que scan 
icvisados por los lectores interesados. 

En un interesante artículo de estúdio, Franklin y Law(l966) examinan los problemas dc la Inlrr 
conexiôn y eompatibilidad en la modulación por pulsos codificados 

[ Vóusc Rccves (1965) para una espcculución adicional, con eslas lineas dei pioncio dc la modula 
ción por pulsos codificados 
| Un buril punto dc partido cs Schindlci (1970) 
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(a) íb) 

FIGURA 8.20 

Modulación en delta, (a) Modulador; ( b ) demodulador. 

Contrastado esto çori ta ecuación (20), muestra que la modulación en duración de 
pulsos queda lejos de alcanzar la reducción de ruido de la FM que tenga el mismo 
La figura 8.20a es el diagrama funcional a bloques de un modulador en delta. 
El mensaje x(t) se compara con una aproximación al escalón v(í) por sustracción, 
pasàndose la diferencia a través de un limitador riguroso cuya salida es igual a ± A 
dependiendo dei signo de x(t) — x(t). Esta, a su vez, modula a la onda de muestreo 
ideal s õ (t) para producir 

x P (0 = I A sgn \x(kT t ) - x(kT s )] ò(t - kT s ) (14) 

k 

una forma de onda de impulso de la cual se genera x(t) por integración. Puesto que 
hay sólo dos pasos de impulso posibles en x p (t ), la seiial que en realidad se transmite 
es una forma de onda binaria. El demodulador (Fig. 8.206) está formado de un in¬ 
tegrador y un filtro pasabajas que originan x(t) más ruido de cuantificación. 

Para hacer más claras estas operaciones, la figura 8.21 muestra las formas de 
onda típicas x(0> x(t)yx p (t). En primer lugar, sea x{t) < *(/) por lo que el primer 
impulso tiene + A de ponderación. Cuando se realimenta e integra, ese impulso pro- 
duce un cambio a escalón en x(t) de altura + A. Este proceso continua durante el 
intervalo de elevación hasta quex(t) excede a x(t) y da lugar a un impulso negativo. 
Si entonces jc(0 permanece constante, v(0 presenta un comportamiento de explora- 
ción conocido como ruido inactivo . Cuando x(t) está cambiando, x(t) le sigue en 
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FIGURA 8.21 

Formas de onda de la niodiilacitSii en delta 
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forma de escalón a menos que la velocidad de cambio sea muy grande, como se 
ilustra a la derecha de la figura. Este fenómeno de sobrecarga dependiente es una li- 
mitación básica de la modulación en delta. 

Aparte de la sobrecarga de pendiente, x(t) se aproxima en forma razonable a 
x(t) —sobre todo si A y T, son pequeflas— y el filtraje de pasabajas en el demodula¬ 
dor mejora más la aproximación. Pero obsérvese que x( t) no es la seiial transmitida. 
En su lugar, la seiial transmitida es una representación binaria de x p (t) y los dígitos 
binários indican sólo \a polaridad de la diferencia entre x(t)yx(t)ent = kT,\ deahi 
el nombre de modulación en delta. 

Para analizar el comportamiento de la modulación en delta, primero se dedu- 
ce una condición para prevenir la sobrecarga de pendiente con modulación de tono, 
x(t) = A„ cos 2irf m t. La máxima pendiente dei mensaje es entonces 


dx(t) 

dt 


= 2nf m A m <2nW 


donde el limite superior proviene de las convenciones de mensaje A m < 1 y f m ^ W. 
Ahora la pendiente máxima de x(t) es A /T, = àf, por lo que una condición sufi¬ 
ciente para que no haya sobrecarga de pendiente es 

/ s >^ ( 15 ) 


y por lo tanto/, » 2 W si A « 1, requiriéndose lo último para que x(t) sea una 
buena aproximación de x{t). La ecuación (15) es muy conservadora a menos que el 
espectro dei mensaje sea plano sobre W. De manera más típica, los espectro de men¬ 
saje desaparecen muy abajo de/ = Wy puede relajarse la condición. Así, si existen 
algunas frecuencias f 0 < W tales que 


G x (f) < G x (f 0 ) /o <\f\<W 

entonces dx(t)dt < 2ir/ 0 y, en lugar de la ecuación (15), 



( 16 ) 


(IV) 


Las seflales de voz por lo general satisfacen la ecuación (16) con/ 0 ~ 800 Hz en com- 
paración con 4 kHz, por lo que la ecuación (17) representa una reducción signi¬ 
ficativa de la frecuencia de muestreo y dei ancho de banda de transmisión. 

Volviendo al ruido de cuantificación, se escribe.Y(í) = x(t) + e(t) en donde, 
de la figura 8.21, |e(0| = |x(í)-x(0| < A en ausência de sobrecarga de pendiente. 
Si suponemos como antes que e(t) tiene una distribución uniforme, el error cuadrá- 
tico medio es igual a ? = AV3. No se puede, sin embargo, tomar a P como el ruido 
de cuantificación de salida N„ porque el filtro pasabajas de la figura 8.20Ó opera 
sobre la seflal de escalón v(r), más aún que sobre los valores muestra cuantificados 
de reconstrucción dc la modulación por pulsos codificados. Fara encontrar a N„. se 
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hace la suposición razonable de que G £ (/) es esencialmente constante sobre |/| < W 
y G,(0) = ? T, = iV/, (i,por quê?). Por lo tanto, 


y i 


We 2 

N d = f G,(/) dfx — 

J -W Js 


A 2 


IV 

W, 




x 


2 


Por último, empleando la ecuación (17) para eliminar a A e insertando la relación de 
anchos de banda 3 = B T / W > fJ2 W , se tiene 


( s \ os) 

W*™* 71 Uo/ 


lo cual también incluye el caso de la ecuación (15) haciendo/ 0 = W. 

Si tomamos como base la ecuación (18) se puede decir que el comportamiento 
de la modulación en delta cae un poco entre la modulación por pulsos codificados y 
la modulación en posición de pulsos, puesto que la reducción de ruido de banda 
ancha cambia coná? 3 . Como en la modulación por pulsos codificados, la serial trans¬ 
mitida es digital, por lo que se permiten los repetidores regenerativos, mientras que 
el equipo terminal es mucho menos complejo que en aquélla. Varias modificaciones 
en la modulación en delta prometen reducir los problemas de sobrecarga de pen- 
diente y de ruido inactivo. 
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FIGURA 8.22 

Modulación por codificación de pulsos diferencial, (a) Modulador; (b) demodula- 
dor. 
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Modulación por pulsos codificados diferencial ^ 

Para concluir este tratado sobre los métodos de transmisión digital para seftales ana¬ 
lógicas, describiremos en forma breve una técnica que combina la estratégia para 
comparación de realimentación en modulación en delta con la cuantificación multi- 
nivel de la modulación por pulsos codificados. Conocida como modulación por pul¬ 
sos codificados diferencial (DPCM), esta técnica contiene una promesa particular 
para seftales de video. 

Funcionalmente, la sefial de modulación por pulsos codificados diferencial es 
una representación de modulación por pulsos codificados de la sefial diferencia x(0 
— x(f) generada como se muestra en la figura 8.22a. Perox(f) ahora tiene un tama- 
fio variable de escalón que va de ± A a ± QA/2, siendo Q el número de niveles 
cuànticos, por lo que ésta sigue con más exactitud ax(0* (Si Q — 2, la modulación 
por pulsos codificados diferencial se reduce a modulación en delta.) Así, en especial, 
si se emplea la compresión-expansión, habrá ruido inactivo mucho más bajo, eleva- 
ción más rápida, y menos posibilidad de sobrecarga de pendiente. La figura 8.22Ó es 
el demodulador. 

Es obvio que en la modulación por pulsos codificados diferencial con Q > 2 se 
requiere equipo casi tan complejo como en la modulación por pulsos codificados 
convencional. En cambio, ofrece una reducción potencial dei ancho de banda de 
transmisión. Esto procede puesto que la sefial diferencia x(f) — x(t) se representa 
en forma adecuada con niveles cuànticos mínimos si x(t) no cambia de manera drás¬ 
tica de muestra a muestra. Por ejemplo, la modulación por pulsos codificados dife¬ 
rencial con Q- 8 = 2 3 (un código de tres bits) produce una reproducción aceptable 
de la sefial de video, mientras que la modulación por pulsos codificados directa debe 
lener Q = 2 8 para una calidad de imagen monocromática f(blanco y negro) compa- 
rable. Así, el ancho de banda de transmisión se reduce en 3/8. 

8.4 MULTICANALIZACIÓN POR DIVISIÓN EN TIEMPO 

La multicanalización por división en tiempo (TDM) es una técnica para transmitir 
vários mensajes con facilidad, dividiendo el dominio dei tiempo en ranuras, una pa¬ 
ia cada mensaje. 

La esencia de la multicanalización por división en tiempo es muy sencilla, co¬ 
mo se ilustra en la figura 8.23. Las diferentes seftales de entrada, todas de banda li¬ 
mitada en W por los filtros pasabajas de entrada, están muestreadas en forma se- 
cucncial en el transmisor por medio de un interruptor rotatorio o conmulactor. El in¬ 
terruptor efectúa una revolución completa en 7 1 , < l/fÍ2 ppj extrayendo una muestra 
ilc cada entrada. Por lo que, la salida dei conmutador es una forma de onda de mo¬ 
dulación en amplitud de pulsos que contiene las muestras individuales de mensa- 
je entrelazadas en forma periódica en el tiempo. Si hay /V/entradas, el espaciamienlo 
entre pulsos es TJM = 1/ Mf„ mientras que el espaciamiento entre muestras sueesí- 


I (J - 2%e cinpleit puru Iransmini6n de TV a color poi medio dc la modulación poi pulsos codill 
cadoR. 
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FIGURA 8.23 

Sistema de multicanalización por división en tiempo. ( 0 ) Qiagrama a bloques; ( b ) 
formas de onda. 

vas de una entrada cualquiera es, por supuesto, T s . A un conjunto de pulsos forma¬ 
do de una muestra de cada entrada, se le designa un cuadro. 

En el receptor, un interruptor rotatorio similar, el deconmutador o distri¬ 
buidor, separa las muestras y las distribuye a un banco de filtros pasabajas, el cual a 
su vez reconstruye los mensajes originales. La acción de conmutación es, por lo ge¬ 
neral, electrónica, y se proporciona sincronización a las sefiales para mantener al 
distribuidor acorde con el conmutador. En efecto, la sincronización es quizà el as¬ 
pecto más crítico de la multicanalización por división en tiempo. t 

Dentro de esta armazón, son muchas las variedades de sistemas de división en 
tiempo que involucran tanto la modulación pulsada como de CW, y muchas las 
combinaciones de modulación de subportadora y portadora en los sistemas de divi¬ 
sión de frecuencia. Los valores muestra entrelazados se pueden convertir en forma 
directa a modulación en duración de pulsos, por posición de pulsos, o por pulsos co¬ 
dificados y transmitidos con o sin modulación de portadora. En efecto, es la modu- 

f Telephone Laboratories (197], Caps 25 y 26) cubre lo sorpresivo y notable de la mullicanali 
zación digital empleando encuadre esladislico, empaquetado dc pulsos y ulinacenes elásticos 
Váase Bcnnet (1970, Cap. 9) para una comparaciòn más dctulludu. 
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lación por pulsos codificados multicanalizada por división en tiempo, la que más 
promete para emplearse en telefonia. Para propósitos de reducción de ruido, la mo¬ 
dulación en posición de pulsos en AM, la modulación por pulsos codificados en FM, 
etc., resultan particularmente atractivas. Pero antes de entrar en detalles, haremos 
una pausa para comparar ambos métodos de multicanalización. t 

Es obvio que la multicanalización por división en tiempo y por división de fre¬ 
cuencia buscan los mismos objetivos, aunque los médios sean diferentes. Además, a 
ambas se les puede calificar como técnicas duales ; porque en la multicanalización 
por división en tiempo las sefiales están separadas en el dominio dei tiempo, pero 
mezcladas en frecuencia, mientras que en la multicanalización por división en fre¬ 
cuencia las sefiales están separadas en el dominio de la frecuencia pero mezcladas en 
tiempo. Por lo tanto, es razonable preguntarse qué ventajas, si existen algunas, ofre- 
ce la multicanalización por división en tiempo en comparaciòn con la multicanaliza¬ 
ción por división en frecuencia. Desde el punto de vista teórico, ninguna. Desde el 
punto de vista práctico, la multicanalización por división en tiempo puede ser supe¬ 
rior en dos aspectos: 

Primero, la instrumentación de este sistema es un poco más sencilla. Recuérde- 
se que la multicanalización por división en frecuencia requiere moduladores de sub¬ 
portadora, filtros pasabanda y demoduladores para cada canal de mensaje; todos 
éstos quedan reemplazados por el conmutador y el distribuidor de la multicanaliza¬ 
ción por división en tiempo. Y la sincronización en la multicanalización por división 
en tiempo es ligeramente más exigente que en la multicanalización por división en 
frecuencia con modulación de portadora suprimida. 

Segundo, e igual de importante, la multicanalización por división en tiempo es 
invulnerable a las fuentes usuales de diafonía intercanal de la multicanalización por 
división en frecuencia; es decir, al filtraje imperfecto de canal y a la modulación cru¬ 
zada debidos a las no linealidades. En efecto, no existe diafonía en la multicanaliza¬ 
ción por división en tiempo si los pulsos están aislados en forma completa y no se 
traslapan, puesto que la separación de los mensajes la da la deconmutación 
o selección en tiempo, más que el filtraje. Por lo tanto, la inmunidad a la diafonía de 
la multicanalización por división en tiempo es contingente con una respuesta de ban¬ 
da ancha y ausência de distorsión por corrimiento de fase (retardo), manteniendo los 
pulsos cortos y confinados. (Nótese que la distorsión de fase no origina diafonía en 
la multicanalización por división en frecuencia.) 

Diafonía en la multicanalización por división en tiempo 

Las formas reales de los pulsos con colas que decaen, tienden a traslaparse. Sin em¬ 
bargo, la diafonía resultante se puede reducir en forma efectiva dando tiempos de 
seguridad entre pulsos, análogos a las bandas de seguriddad de la multicanalización 
por división en frecuencia. Así, un sistema práctico de división de tiempo tendrá tan¬ 
tos tiempos como bandas de seguridad, los primeros para suprimir la diafonía, y las 
últimas para facilitar la reconstrucción de mensajes con filtros prácticos. 


I VOtst, 1 mh cirmplo, Nichols y Kmich (1956) 
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FIGURA 8.24 

Diafonía en la multicanalización por división en tiempo. 


Para una estimación cuantitativa de la diafonía, se sabe que los pulsos decaen 
en una forma más o menos exponencial con una constante de tiempo dei orden de 
1/27TÍ? en donde 5 es el ancho de banda a 3 dB dei canal, tomado como un canal 
de banda base. Si T g es el tiempo de seguridad en el sentido de mínimo espaciamiento 
entre pulsos, entonces el traslape en el peor de los casos es como se ilustra exageran¬ 
do, en la figura 8.24. Puesto que A ct = Ae~ 2irB7 s se define el factor de diafonía 

d a) 



o 

k & — 54.5 BTg dB { b) 

Así, por ejemplo, si queremos mantener la diafonía abajo de — 30 dB se requiere 
que T g > 1/25. 

Los tiempos de seguridad son importantes especialmente cuando los pulsos 
multicanalizados son de modulación en duración de pulsos o de modulación en posi- 
ción de pulsos en vez de modulación en amplitud de pulsos, ya que los pulsos modu¬ 
lados en tiempo “se mueven” en su porción dei cuadro. 


EJERCICIO 8.7 Se van a transmitir diez senales de voz sobre un canal de banda 
base de ancho de banda de 400 kHz empleando TDM-PPM. Tomando r = Sfisyf 
= 8 kHz, calcúlese T g tal que x = — 60 dB y encuéntrese el máximo desplazamiento 
permitido t 0 por pulso. Respuesta : T g = 2.75 fiS, t Q = [(1 /Mf s ) — q — T g \/2 = 2.37 /ls. 


Filtraje de banda base 

Falta un punto más para completar la comparación de la multicanalización por divi¬ 
sión en frecuencia con la multicanalización por división en tiempo, a saber, el 
correspondiente a la conservación dei ancho de banda. Considérese un sistema de 
multicanalización por división en frecuencia con M entradas de banda limitada en 
W . Si las bandas de seguridad son pequeíías en comparación con W y se emplea 
en todo la modulación de banda lateral única, el ancho de banda de transmisión será 
MW % lo cual es de manera obvia el mínimo absoluto. Pero, £què hay en rclación con 
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FIGURA 8.25 

Filtraje de banda base en la multicanalización por división en tiempo. (a) Forma de 
onda filtrada; ( b ) diagrama dei sistema. 


la multicanalización por división en tiempo? Podría parecer, por la figura 8.23Ó y 
por el análisis prévio de la modulación en amplitud de pulsos que el ancho de banda 
de la forma de onda multicanalizada excede mucho al mínimo; es decir, que la dura¬ 
ción dei pulso es r « 1 /Mf s , por lo que la transmisión como pulsos de RF requiere 
un ancho de banda de l/r » MW. 

Pero nótese que la onda multicanalizada no es otra cosa que una serie de pun- 
(os muestra periódicos, aunque de mensajes diferentes. Invertimos el teorema dei 
muestreo, estos puntos pueden ser descritos en forma completa por una forma de 
onda continua x b (t ) que no tiene relación con los mensajes originales salvo que pasa 
por los valores muestra correctos en los correspondientes tiempos de muestra (Fig. 
8.25a). Entonces, puesto que los puntos están espaciados en el tiempo en 1/M/’, 
Xt> ( t ) puede ser de banda limitada en B b = MfJ 2. En efecto, x b (t) se obtiene filtran¬ 
do a pasabajas (banda base) la onda multicanalizada como lo indica la figura 8.25 b. 
Ln el receptor, el distribuidor recoge los puntos de muestra originales de x b (t) para 
la rcconstrucción en la forma usual. 

Si se emplea filtraje de banda base, si la frecuencia de muestreo es cercana a la 
vclocidad de Nyquist (f s = 2 W) y si la modulación de portadora es de banda lateral 
iiiiica; el ancho de banda de trasmisión de la multicanalización por división en licrn- 
po resulta ser MfJ2 = MW. Bajo estas condiciones, la multicanalización por divi¬ 
sión en tiempo puede lograr el mismo 

ancho de banda mínimo que la multicanalización por división en frecuencia, pero 
con perdida de inmunidad a la diafonía. A los sistemas de multicanalización por di¬ 
visión en tiempo de este tipo se les designa modulación en amplitud de pulsos en 
banda lateral imica. 
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FIGURA 8.26 

Sistema Bell de multicanalización en modulación por codificación de pulsos de voz 
TI. 


El filtraje de banda base se emplea más usualmente en aplicaciones que tienen 
ambos tipos de multicanalización, sobre todo para sistemas de telemetríat. El 
arreglo común es combinar varias seflales de variación lenta por medio de la multica¬ 
nalización por división en tiempo con filtraje de banda base, formando una onda 
compuesta, la cual despuês es multicanalizada por división en frecuencia con otras 
seflales de ancho de banda comparable. 

Ejemplo 8.2 Telefonia en multicanalización por división en tiempo 
con modulación por pulsos codificados 

Análogo a su jerarquia de multicanalización por división en frecuencia, el Sistema 
Bell tiene una jerarquia de multicanalización por división en tiempo digital en la cual 
la rapidez de pulsos binários o rapidez de bits juega el mismo papel que el ancho de 
banda en la multicanalización por división en frecuencia. Por lo común, los bloques 
construídos son las “líneas” de TI a T4 (pares torcidos o cables coaxiales) que 
tienen rapidez de bits de, en forma aproximada, 1.5, 6.3, 45 y 274 megabits por se¬ 
gundo (Mb/s), respectivamente y sujetas a câmbios según los avances tecnológicos. 
Estas líneas son capaces de transmitir seflales digitales de datos o seflales analógicas 
de modulación por codificación de pulsos de diferentes velocidades de bits. 

El arreglo de la multicanalización de seflal de voz TI se muestra en el diagrama 
de la figura 8.26. Se muestrean veinticuatro seflales de voz en/, = 8 kHz y la seflal 
resultante de multicanalización por división en tiempo modulación en amplitud 
de pulsos se convierte a modulación por codificación de pulsos con /t = 2 y v = 7. Los 
pulsos binários adicionales (“bits domésticos”) para sihcronización y encuadre se 
insertan elevando la rapidez de salida a 1.544 Mb/s. Se pueden combinar así cuatro 
seflales TI empleando el multicanalizador M12 para producir una seflal T2, y así su- 
cesivamente elevando la jerarquia. 

La figura 8.27 es indicadora de la flexibilidad y muestrea cómo la voz, datos 
digitales, teléfono televisivo o videofono y seflales de TV a color se pueden combinar 
para una transmisión sobre una línea T4. Las seflales TI incluyen voz de modulación 
por codificación de pulsos como se describió antes, y datos digitales multicanaliza- 


t Ver por ejemplo, Niehols y Rauch (1956). 
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FIGURA 8.27 

Configuración ilustrativa de la jerarquia dei Sistema Bell de la multicanalización por 
división en tiempo digital. 


dos por división en tiempo. Las seflales T2 son TI multicanalizadas o de teléfono te- 
levisivo con modulación por codificación de pulsos diferencial (/,%2MHz, n = 2, v 
= 3). Un multicanalizador M23 combina siete seflales T2 para formar una seflal T3. 
De manera alterna, puesto que la TV a color con modulación por codificación de 
pulsos binaria requiere 90 Mb/s (/ =? 10 MHz, v = 9), se deben emplear dos líneas T3 
para este objeto. Por último, la seflal T4 se genera a partir de seis seflales T3. 

Un quinto bloque construído para la jerarquia está actualmente en desarrollo 
en la forma de una guia de onda helicoidal operando en la banda de 100 GHz. De re¬ 
sultar factible, esta guia de onda tendrá una capacidad anticipada de 60 x 274 = 
16 440 Mb/s, equivalente a, ;un cuarto de millón de canales bilaterales de voz! 


8.5 PROBLEMAS 

8.1 (Secc. 8.1) Si se muestrea en forma ideal ax(t) = cos 2wl00t + cos 2ir 220/ en/, = 300 
y si se pasa a x„(t) a través de un filtro pasabajas ideal con B = 150, £qué componentes 
de frecuencia están a la salida? [Sugerencia: Bosquêjese el espectro de líneas de lado 
doble de x 0 (f).] 

Respuesta : 80 y 100 Hz. 

8.2 (Secc. 8.1) La seflal cuyo espectro se ve en la figura P8.1 se muestra en forma ideal en/ 
= 20 Hz. Bosquêjese el espectro de x 6 (t) para |/| < 40 Hz. iSepuede recuperar a *(/)? 
De ser posible, £cómo? Repítase con / = 30 Hz. 
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8.3 (Secc. 8.1) Sea x(0 una seftal pasabanda con ancho de banda B centrado en/ 0 > B . 
Bosquejando los espectros típicos, demuéstrese que se puede recuperar a x(t) de x 6 (t) 
cuando / > 2 B, aun cuando la frecuencia más alta en x(t) sea/ 0 + B/2 > fj 2. 

8.4 (Secc. 8.1) Dedúzcase la ecuación (12) desarrollando a s 6 (t) en una serie exponencial de 

Fourier y aplicando la ecuación (21), (Sec. 2.4). 

8.5* (Secc. 8.1) Dedúzcase la fórmula sumatoria de Poisson E" = _ <x x(kT 3 ) - fE n = 

i (Sugerencia: Considérese ÍÜ oa x(f)s & (t)dtJ 

8.6* (Secc. 8.1) Supóngase que v(t) es limitada en tiempo de manera que v(t) = 0 para 1 1 \ > 
T. Demuéstrese que su espectro está especificado completamente por los valores 
muestra V(nf 0 ), en donde/ 0 < 1/2 T. {Sugerencia : Hágase z(t) = [v(01 * “ 

kT 0 )\, en donde T 0 3 l// 0 , y nótese que v{t) = z(í)TI(í/2r).) 

8.7 (Secc. 8.1) La seftal x(t) = senc 2 eslá muestreada en forma ideal en t = 0, ± LO, ± 
0.2, . . . , y reconstruida por medio de un fíltro ideal con B — 5, ganancia unitaria y 
cero retardo en tiempo. Desarróllese el proceso de recontrucción en forma gráfica, 
como en la figura 8.5, para 1 1\ < 0.2. 

8.8 (Secc. 8.1) Se muestrea un pulso rectangular con r = 2 y se reconstruye empleando un 
filtro pasabajas ideal con B = //2. Bosquéjense las formas de onda de salida resultan¬ 
tes cuando T ; = 0.8 y 0.4. Supóngase que un tiempo de muestra está en el centro dei 

pUlSO. fjr. 

8.9* (Secc. 8.1) La figura P2.3 es una retención deprimer orden y tiene H(f) - T( 1 + j2irJT) 
senc 2 / Tr J2irfr - Tomando T = T sy analícese su comportamiento empleando bosquejos 
como los de la figura 8.7. ( Sugerencia : Encuéntrese h(t) dei diagrama a bloques, no de 

8.10 (Secc. 8.1) Bosquêjese la función de conmutación para el troceador bipolar de la figura 
8.9 y demuéstrese que s(t ) = (4/7r)cos o3 s l — (4/37t)cos 3c o 3 t + (4/57t)cos 5w a ? + . . . 

8.11 (Secc. 8.1) El intervalo útil de frecuencia de un amplificador determinado es/ co a/ c0 + B. 
Idéese un método empleando troceadores bipolares para que el amplificador se pueda 
emplear para una sefíal que tenga un contenido significativo de CD y W > B, suponien- 
do que B f co . ( Sugerencia: Véase el problema 8.10.) 

8.12 (Secc. 8.1) Demuéstrese que el sistema troceador de la figura P8.2 combina las opera- 
ciones de matrizado y modulación de subportadora y con ello produce la seftal de banda 
base que se requiere para FM estéreo (Fig. 5.37). ( Sugerencia : Hay, en efecto, dos fun¬ 
ciones de conmutación que tienen r = TJ2 y difieren en un retardo de T 9/ 2.) 



FIGURA P8.2 


8.13 (Secc. 8.2) Explíquense los dos siguientes enunciados: 

(a) La conversión directa a pulsos de RF, en vez de a AM, FM o PM, es la forma más 
apropiada de modulación de portadora en sistemas de modulación analógica de 
pulsos. 
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(ó) Un sistema de modulación de pulsos en posición de canal único requiere una seftal 
de sincronización, mientras que en la modulación en amplitud de pulsos y en dura- 
ción de pulsos, no. 


8.15 


8.14 (Secc. 8.2) Encuéntrese H^if) para un sistema de modulación en amplitud de pulsos con 
p(t) = cos t t/r y M < t/2. Bosquêjese la relación de amplitudes sobre 0 < / ^ W 
cuando r = 1/5 W. 

(Secc. 8.2) En algunos sistemas de modulación en amplitud de pulsos, el dispositivo dc 
muestreo extrae un valor promedio , así, x(kT s ) se sustituye por x(kT 3 ) A = (1/r) $££ 
— Tx(\)dk. Encuéntrese un filtro de igualación apropiado cuando p(t) = U(t/r). [Suge¬ 
rencia: iQuê filtro produce x(t) cuando x(0 es la entrada?] 

(Secc. 8.2) Una seftal de modulación en duración de pulsos tiene r < T sy y bordes ante¬ 
riores fijos en t = kT s . Bosquejando formas de onda típicas, demuéstrese que el disposi¬ 
tivo de la figura P8.3 reconstruirá en forma aproximada a x(í) si RC > T, y el 
interruptor se cierra en forma momentânea cada t = kT s . 


8.16 
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FIGURA P8.3 


8.17 


(Secc. 8.2) Dedúzcase la ecuación (8) haciendo primero caso omiso de la modulación y 
escribiendo a x p (t) como una serie trigonométrica de Fourier similar a la ecuación (2), 
(Sec. 8.1). Después sustitúyase a r por r 0 [l + mx(t)] y demuéstrese que los términos 
trasladados en frecuencia tienen la forma 


(2Aojnrr) sen {mTr Q f s [\ + mx(t)]} cos tuxjj. 


8.18* (Secc. 8.2) En la figura P8.4 se muestra el diagrama dei sistema serrasoide de Day para 
modulación de fase de banda angosta. La seftal de modulación en posición de pulsos se 
desarrolla empleando un generador de diente de sierra (Figs. 8.12 y 8.13), lo cual explica 
el nombre dei sistema, ya que serra es la forma latina de “sierra”. Empleando la 
ecuación (13) demuéstrese que la salida es de la forma A c cos[üj c í + <t> A x(t)] cuando el 
filtro pasabanda está centrado en f c = Mf ,. 

fc = MU 



FIGURA PH 4 


8.19 


8.20 


(Secc. 8.2) Calcúlese (S/N) n en términos de y para un sistema de modulación en ampli 
tud de pulsos que tiene/ = 2.5 W y t = 0.2 T„ B r = .3/4r, y m 2 x 1 = Vi. 

(Secc. 8.2) C alcúlese 7-ésima y ( S/N) D en términos de 7 para un sistema de modulación 
posición de pulsos con r = 0.1 T t> í 0 = 0.25 T„ y B r /W = 50. Compárese con 


(S/N) li-.,. Rcspucsta: (S/N)„ = 20x 2 7. 
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8.21 (Secc. 8.3) Una sefial que tiene un contenido despreciable superior a 3.6 kHz se va a 
transmitir empleando modulación por pulsos codificados binaria sobre un canal cuya 
rapidez máxima de pulsos es 40 000 pulsos por segundo. Dibújese un diagrama a blo¬ 
ques dei transmisor, especificando valores para todos los parâmetros de diseflo. Res¬ 
puesta: /, = 8 kHz, v = 5, Q = 32. 

8.22 (Secc. 8.3) Una seflal que tiene un contenido despreciable mayor a 20 kHz se va a trans¬ 
mitir empleando modulación por pulsos codificados sobre un canal que tiene B T = 70 

I KHz. Se requiere que Ü > 60. Dibújese un diagrama a bloques dei transmisor, especifi¬ 
cando valores para todos los parâmetros de disefio. 

8.23 (Secc. 8.3) Generalizando en el ejercicio 8.5, demuéstrese que v > log 50/P cuando el 
error máximo de cuantificación no es como para exceder el P°/o de la variación pico a 
pico de la sefial. 

8.24 (Secc. 8.3) Considêrese una sefial con modulación por pulsos codificados binaria, trans¬ 
mitida como pulsos de RF de conexión y desconexión. Si/, = 2.5 Wyx 2 = w constrúya- 
se gráfica de ( S/N) D en decibeles contra Pirf/ W para Q = 4, 16, 64 y 256. Explíquese 
por qué esta gráfica es una línea recta. 

8.25 (Secc. 8.3) Una seflal de voz con un ancho de banda nominal de 3 kHz se va a transmitir 
sobre un canal de banda base de 20 kHz tal que ( S/N) D > 18 000/. Dibújese un siste¬ 
ma de modulación por pulsos codificados para efectuar esto, dando valores para p, v, 
Q, y/,. Respuesta : M = 3, v = 4, Q = 81,/, = 10 kHz. 

8.26 (Secc. 8.3) Un sistema de modulación por pulsos codificados tiene valores fijos de y y 
$. Tomando en cuenta el umbral, obténgase una expresión para el valor máximo de Q. 

8.27 (Secc. 8.3) Cualesquier muestras cuantificadas sucesivas M se pueden representar por 
un número que tenga Q M valores posibles, un proceso al que se designa hipercuantifica- 
ción. Analícese cómo con la modulación por pulsos codificados con hipercuantifíca- 
ción, se puede obtener la compresiôn dei ancho de banda , B T / W < 1. 

8.28* (Secc. 8.3) El ruido de cuantificación en la modulación por pulsos codificados se calculó 
con la ecuación (5) suponiendo que e q (t) tiene una función de densidad de probabilidad 
uniforme, lo cual implica que se presente este mismo caso para x(t) y que los niveles 
cúanticos estén igualmente espaciados. De manera más general, si b k es el nivel cuántico 
fc-èsimo ya k ya k + 1 son los limites de redondeo adyacentes, entonces 

_ Q [°k+l 

e/ = 2 (x ~ b k ) 2 Px(x) dx 

k=L Ja k 


en donde a k < b k < a k + v Demuéstrese que € q 2 ~ Vi Q 2 cuando hay Q > 1 niveles espa¬ 
ciados en forma igual en 2/Q , así a k = b k - 1/Qya k + 1 = b k + 1/Q y p x (x) alisada de 
modo razonable pero no necesariamente uniforme sobre [ — 1, 1]. ( Sugerencia: Nótese 
que (2 /Q)p I (b k )« Prob. [a k < x < a k + J.) 

8.29* (Secc. 8.3) con relación al problema 8.28, supóngase que Q = 2 y que p x (x) = (M)(l - 
|x|) 2 , |x| < 1, la cual es una seflal con un factor de cresta grande. 

(a) Calcúlese e ç 2 para niveles espaciados en forma igual, es decir, b k = - Vi y Vi , a k 
= — 1, 0 y 1. 

( b ) Tomando a b k = ± by a k como en lo anterior, encuéntrese el valor de b que reduz- 
ca al minimo a e q 2 y compárese el valor resultante con Q 2 = 1/12. 

8.30* (Secc. 8.3) Una seflal con WV/ 0 = 4 va a ser transmitida empleando modulación por 
pulsos codificados binaria o modulación en delta. ^Sobre qué intervalo dc.^dará la mo- 
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dulación en delta el valor mayor de ( S/N) D , suponiendo que ambos sistemas están por 
encima dei umbral? 

8.31 (Secc. 8.4) Se van a multicanalizar por división en tiempo, veinticinco seftales de voz que 
tienen W = 3 kHz, y transmitir empleando modulación en amplitud de pulsos en AM, 
es decir, modulación de portadora en AM. Dando una banda de seguridad para la re- 
construcción de 2 kHz, determínese el mínimo ancho de banda de transmisión requerido 
y dibújense los diagramas a bloques dei transmisor y dei receptor. 

Respuesta : / = 8 kHz, B T = 200 kHz. 

8.32 (Secc. 8.4) Se van a multicanalizar por división en tiempo cuatro seftales limitadas en 
banda en W, W t 2Wy 4W t respectivamente. Idéese una configuración de conmutador 
tal que cada seflal sea muestreada en forma periódica a su propia velocidad de Nyquist y 
los valores muestra se entrelacen en forma apropiada. 

8.33 (Secc. 8.4) Se van a transmitir diez seftales, cada una con W = 4 kHz, empleando multi- 
canalización por división en tiempo en modulación en posición de pulsos sin modula¬ 
ción de portadora. Tomando r = 1 y permitiendo un tiempo de seguridad de 2 fis y ban¬ 
das de seguridad para la reconstrucción de 2 kHz, calcúlese el máximo desplazamiento 
posible por pulsos. Estímese la reducción resultante en la relación seflal a ruido de salida 
por canal, en comparación con un sistema de modulación en posición de pulsos de canal 
único que tenga la misma duración de pulso, la misma banda de seguridad, un décimo 
de la potência promedio y un décimo dei ancho de banda de transmisión. 

8.34* (Secc. 8.4) Se van a transmitir cinco seftales analógicas de datos empleando multicanali- 
zación por división en tiempo con modulación por codificación de pulsos de banda base 
con (i = 2 y ü = 256. Las seftales no son de banda estrictamente limitada, pero la experi- 
mentación ha demostrado que pasando una de ellas a través de un filtro pasabajas But- 
terworth de tercer orden (Fig. 2.37) con B = 800 Hz no ocurre una distorsión significa¬ 
tiva. El canal tiene JSf = 60 dB y rj = 10" 10 Wf Hz. Suponiendo que la seflal binaria 
entrelazada tiene conformación de pulsos senc como se analizó (Sec. 4.5), dibújese y ro- 
túlese en forma completa el diagrama a bloques dei sistema, incluyendo el valor mínimo 
de S r . 

8.35* (Secc. 8.4) La diafonía ilustrada en la figura 8.24 es despreciable más allá de la ranura 
adyacente de tiempo para valores razonables de k. Pero también hay diafonía debida a 
una transmisión imperfecta de baja frecuencia, y êsta puede afectar a varias ranuras de 
tiempo. Demuéstrese este efecto considerando la respuesta a pulsos rectangulares cuan¬ 
do H(f) = 1 - TUJ/2f co ) en donde/, l/r. (Sugerencia: Aproxímese la forma de on¬ 
da de salida en vez de hacer el intento de encontrar una expresión exacta.) 

8.36 (Secc. 8.4) Analícense las virtudes relativas de la multicanalización por división en tiem¬ 
po contra la multicanalización por división en frecuencia cuando el canal está sujeto al 
desvanecimiento selectivo , es decir, que una banda angosta de frecuencias experimenta 
una severa atenuación en comparación con el resto de la banda. Considérense dos casos 
extremos: 

(a) Cuando el desvanecimiento es lento y prolongado en comparación con la duración 
dei mensaje. 

(b) Cuando el desvanecimiento es de corta duración en comparación con el mensaje. 
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TEORÍA DE LA INFORMACIÓN 
Y LOS SISTEMAS DE COMUNICACIÓN 


Los pasados capítulos han tratado de la comunicación eléctrica principalmente en 
términos de sefiales, tanto deseadas como indeseables. Se han ideado modelos, exa¬ 
minado los efectos de las redes sobre las sefiales, y analizado la modulación como un 
medio para la transmisión de la sefial. Aunque se han logrado muchos hallazgos y se 
ha obtenido mucho conocimiento por este camino, la teoria de la sefial sola no es su¬ 
ficiente para una comprensión completa de la matéria, en particular cuando se llega 
al disefio de sistemas nuevos y mejorados. Lo que se necesita es un enfoque que 
abarque más ampliamente el proceso de la comunicación, una perspectiva más ex¬ 
tensa que conduzca a los princípios básicos para el disefio y la comparación de los 
sistemas. En pocas palabras, una teoria general de la comunicación. 

Antes de los aftos cuarentas, se dieron unos cuantos pasos hacia tal teoria, con 
las investigaciones en el terreno de la telegrafia por parte de Nyquist y Hartley. Pero 
después, a poco de haber terminado la Segunda Guerra Mundial, Claude Shannon 
(1948) y Norbert Wiener (1949) expusieron nuevos conceptos que han tenido y conti- 
núan teniendo un gran impacto. Tomadas juntas, las ideas de Wiener y Shannon es- 
tablecieron los cimientos de la moderna teoria de la comunicación (estadística). Am¬ 
bos investigadores se ocuparon de la extracción de la información de un fondo de 
ruido, y ambos aplicaron conceptos estadísticos al problema.t Hubo, sin embar¬ 
go, diferencias en los esfuerzos realizados. 

t Ambos hombres fueron famosos también por otros logros. Wiener inició la matéria 
conocida como cibernética, y Shannon fue el primero que seflaló la relación entre cl 
álgebra y el disefio de circuitos de conmutación, ;en su lesis dc maestria! 
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Wiener trató el caso cuando las sefiales que conducen información están más 
allá dei control dei disefiador, total o parcialmente y todo el procesamiento se de- 
sarrolla en el extremo receptor. Entonces es posible establecer el problema de esta 
manera: Dado el conjunto de las sefiales posibles, sin que se puedan elegir, mâs el 
inevitable ruido, £cómo hacer la mejor estimación de los valores presentes y futuros 
de la sefial que se está recibiendo? Las soluciones óptimas para esto y para problemas 
similares, se ven en la disciplina conocida como teoria de la detección. 

El trabajo de Shannon tiene una analogia, más íntima de que se pueda pensar, 
con la comunicación, donde el procesamiento de la sefial puede efectuarse tanto en 
el transmisor como en el receptor. Shannon estableeió este problema: dado el con¬ 
junto de mensajes posibles que una fuente puede producir, no de nuestra elección, 
icómo se representarán los mensajes para que la información sea conducida de la 
mejor manera sobre un sistema dado, con sus limitaciones físicas inherentes? Para 
manejar este problema en términos muy generales, es necesario concentrarse más en 
la información en si que en las sefiales, y el enfoque de Shannon fue propio rebauti- 
zado como teoria de la información. 

La teoria de la información es un tema matemático que trata con tres concep¬ 
tos básicos: la medida de la información, la capacidad de un canal de comunicación 
para transferir información y la codificación como un medio de utilizar los canales a 
toda su capacidad. Estos conceptos están ligados en el que se puede designar, teore¬ 
ma fundamental de la teoria de la información, el cual es resumido así. 

Dada una fuente de información y un canal de comunicación, existe una técni¬ 
ca de codificación tal que la información se puede transmitir sobre un canal a 

cualquier rapidez menor que la capacidad dei canal y una frecuencia de errores 

arbitrariamente pequefia, no obstante la presencia dei ruido. 

El aspecto sorprendente, casi asombroso, de este teorema es la transmisión libre de 
errores sobre un canal ruidoso, una condición que se obtiene por medio dei uso de la 
codificación. En esencia, la codificación se emplea para acoplar la fuente y el canal, 
a fin de que sea completamente segura la transferencia de información, habiendo en 
esto una analogia burda en relación con el acoplamiento de impedancia para máxi¬ 
ma transferencia de energia. 

Pero el estúdio de la codificación está, de cualquier manera, fuera dei objetivo 
inmediato en este análisis. Así, con algún desgano, se limita este capítulo en forma 
primordial a los conceptos de la medida de la información y capacidad de canal, 
sobre todo, a este último. Haciéndolo así, se llegará de manera eventual a las res- 
puestas a estas ecuaciones significativas: 

1 En forma precisa, <,cómo restringen a la transmisión de información, las 
limitaciones físicas fundamentales (es decir, el ancho de banda y cl ruido?) 

2 iExiste algo así como un sistema de comunicación ideal, y de habcrlo, 
cuáles son sus características? 

3 iHasla què punlo los sistemas de comunicación existentes alcanzan cl 
ideal, y cómo pueden mejorar su comporlamiento? 
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Las respuestas a estas preguntas están íntimamente ligadas a la comunicación eléctrica. 

Serán exploradas con algun detalle al final dei capítulo. Pero se debe; empezar 
con la teoria de la información. 

9.1 LA MEDIDA DE LA INFORMACIÓN: ENTROPÍA 

El aspecto crucial de la teoria de la información es la medida de la información. 
Aqui se está empleando la información como un término técnico; no se le confunda 
con sus interpretaciones más convencionales. En particular, la información de la 
teoria de la información tiene poco qué hacer con el conocimiento o significado, con- 
ceptos que constituyen un desafio para una definición precisa, por no mencionar si- 
quiera lo referente a una medida cuantitativa. En el contexto de la comunicación, la 
información es, en forma simple, aquella que se produce en la fuente para ser trans¬ 
ferida al usuário. Esto implica que antes de la transmisión, la información no estaba 
disponible en el destino; de otra manera la transferencia seria nula. Siguiendo esta 
línea de razonamiento, considérese la siguiente situación un poco artificiosa. 

Un hombre está planeando un viaje a Chicago. Para determinar cuál ropa 
debe empacar, telefonea a la oficina meteorológica de esa localidad y recibe uno de 
los siguientes pronósticos: 

Saldrá el Sol. 

Lloverá. 

Habrá un huracán. 

Es obvio que la cantidad de información de estos mensajes es muy diferente. El 
primero, en forma virtual, no contiene información, pues adelanta una seguridad 
razonable de que el Sol saldrá; no existe incertidumbre acerca de esto, y se ha desper- 
diciado la llamada. Pero el pronóstico de lluvia proporciona una información que el 
viajero no poseía antes, porque no llueve todos los dias. El tercer pronóstico con¬ 
tiene aún más información, ya que los huracanes son, relativamente, raros e inespe¬ 
rados. 

Nótese que los mensajes se han listado en orden decreciente en cuanto a proba- 
bilidad y en orden creciente en cuanto a información. El mensaje menos probable, 
lleva mayor información al usuário. Esto conduce a expresar que la medida de la in¬ 
formación está relacionada con la incertidumbre , la incertidumbre de parte dei 
usuário acerca de cuál será el mensaje. Además, la cantidad de información depende 
sólo de la incertidumbre dei mensaje, más que de su contenido real o posibles in¬ 
terpretaciones. Si el pronóstico dei tiempo en Chicago hubiera sido “El Sol lloverá 
huracanes”, conduciría a información, bastante improbable, pero no muy enten- 
dible. 

De manera alterna, yendo al extremo transmisor de un sistema de comunica¬ 
ción, la medida de la información es una indicación de la libertad de elección ejerci- 
da por la fuente en la selección de un mensaje. Si la fuente puede escoger libremente 
entre muchos mensajes diferentes, el usuário tendrá una grande incertidumbre acerca 
de cuál será el mensaje seleccionado. Pero si no hay posibilidad de elección, si sólo 
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v- 

hay un mensaje posible, no hay incertidumbre y, en consecuencia, tampoco infor- , 

mación. Á 

Sea que se prefiera el punto de vista de la incertid umbre o la interpretación de J 
la libertad de elección, es evidente que la medida de la información incluye a las pro¬ 
babilidades, Los mensajes de gran probabilidad de elección de parte de la fuente, 
con conducción de poca información, y viceversa. Esta noción se formaliza efi- 
niendo a la autoinformación en términos de probabilidades. 

Autoinformación 

Considérese una fuente que produce vários mensajes. Desígnese A uno de ellos, y 
sea P A la probabilidad de que A se seleccione para su transmisión. Relacionado con 
el análisis anterior, se escribe la autoinformación asociada con A así: 

=APa) 

donde se va a determinar la función /( ). Como un paso hacia la obtención de 
/( ), el razonamiento intuitivo sugiere que se impongan los siguientes requisitos: 

f(P A ) >0 en donde 0 < P A < I (1) 

lím f\P A )= 0 (2) 

Pa^ 1 

f(P A ) >f(P B ) Para P A < P B (3) 

Es probable que el estudiante tenga algunas dificultades para interpretar estos re¬ 
quisitos. 

Hay muchas funciones que satisfacen la ecuación (1), (2) y 3). El factor final y 
decisivo proviene de considerar la transmisión de mensajes independientes . Cuando 
se transmite el mensaje A , el usuário recibe J A unidades de información. Si se trans¬ 
mite también un segundo mensaje, la información total recibida debe ser la suma dc 
las autoinformaciones, + ^VEsta regia sumatoria se aprecia con facilidad si se 
piensa de A y de B como procedentes de fuentes diferentes. Pero supóngase que am¬ 
bos mensajes proceden de la misma fuente; se puede entonces hablar de mensaje 
compuesto C = AB . Si A y B son estadísticamente independientes, P c = P a Ph y Jv 
= f(P A P B )• Pero la información recibida es aún J c = J A + J B = f(P A ) + ffPn) y. 
por lo tanto, 

f(P A P !i )=f(P A ) \-l\Pit) H) 


lo cual es el requisito final para /( ). 

Existe una y sólo una funciónt que satisface las condiciones planlcadas en las 
ccuaciones de la (1) a la (4), a saber, la función logarítmica f( )= -log, ( ( ), cn 


I Vtn.sc A.sli (l%5, t'np I) puru lu demos! inei^ii 
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donde b es la base logarítmica. Así, la aütoinformación se define como 

A -log„ P A = log b -j- (5) 

* A 

en donde b no está especificada por el momento. El signo menos en — log t Pyi quizà 
provoque confusión a primera vista. Pero, puesto que las probabilidades están limi¬ 
tadas por 0 < Pa ^ 1. lo negativo dei logaritmo es positivo, como se desea. La for¬ 
ma alterna \og b (\/P A ) ayuda a evitar confusiones en esta contabilidad, y se empleará 

así en todo. 

La especificación de la base logarítmica b es equivalente a seleccionar la um- 
dad de información. Mientras que los logaritmos comunes o los naturales (ó = 10 o 
b = e) parecen ser los candidatos obvios, la convención normal de la teoria de la in- 
formación es tomar b = 2. La unidad de información correspondiente recibe la de- 
signación de bit, una contracción de binary digit (dígito binário) sugerida por J. W. 
Tukey. Así 


S a = log 2 3- bits 

El razonamiento en que se apoya ésta un tanto extrafia convención es: La informa- 
ción es una medida de la elección ejercida por la fuente; la elección más simple po- 
sible es aquella entre dos mensajes equiprobables, es decir, una elección binaria no 
polarizada. La unidad de información está, por lo tanto, normalizada con esta si- 
tuación de orden más bajo, y 1 bit de información es la cantidad requerida o condu- 
cida por la elección entre dos posibilidades igualmente probables, es decir, si P A — 
P B = 1 / 2 , entonces J A J B = log 2 2 = 1 bit. 

Los dígitos binários entran en escena por la sencilla razón de que dos cosas 
cualesquiera se pueden representar por medio de los dos dígitos 0 y 1. Nótese, sin 
embargo, que un digito binário puede conducir más o menos 1 bit de información, 
dependiendo de las probabilidades. Para prevenir malas interpretaciones, a los 
dígitos binários, como elementos de mensaje, se les designa en este capítulo como 
binits . 

Puesto que las tablas de logaritmos de base 2 son de manera relativa poco co¬ 
munes, se requiere de la siguiente relación de convçrsión. 

log 2 v = log 2 10 log 10 v « 3.32 log 10 v (6) 

Así, si P A = Vj 0 , tf a = 3-32 log 10 10 = 3.32 bits. En lo que resta de este capítulo, to¬ 
dos los logaritmos serán de base 2, a menos que se indique otra cosa. 

Ejemplo 9.1 La información en una imagen 

Se dice a menudo que una imagen vale más que mil palabras. Con una ligera 
ampliación, la medida de la información apoya a este viejo provérbio. 
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Para efectos de anàlisis se descompone la figura en un número de puntos 
discretos, o elementos, teniendo cada elemento un nivel de brillantez variando en 
pasos dei negro al blanco. La imagen normal de televisión, por ejemplo, tiene alre- 
dedor de 500 X 600 = 3 x 10 5 elementos y ocho niveles que se distinguen con facili- 
dad. Por lo que hay 8 x 8x. . . = 8 3 x ‘° 5 imágenes posibles, cada una con probabi- 
lidad P = 8 _(3 x lo3) si se seleccionan en forma aleatória. Por lo tanto 

J = log 8 3x1 ° s =3 x 10 5 log 8 x 10 6 bits 

En forma alterna, suponiendo que los niveles son igualmente probables, la informa- 
ción por elemento es log 8 = 3 bit, para un total de 3 x 10 5 x * 10 6 bits, como 
antes. 

Pero iqué hay acerca de las mil palabras? Supóngase, por consideración al 
tema, que un vocabulário lo forman 100 000 palabras igualmente probables. La pro- 
babilidad de una palabra cualquiera es entonces P = 1Õ 5 , por lo que la información 
contenida en 1 000 palabras es 

J = 1,000 log 10 5 = 10 3 x 3.32 log 10 10 5 « 2 x 10 4 bits 

o sea, sustancialmente menor que la información de una imagen. 

La validez de la suposición anterior está, por supuesto, sujeta a controvérsia; 
el objeto de este ejemplo es el método, no los resultados. 

Entropia y velocidad de información 

La aütoinformación se define en términos de los mensajes individuales o símbolos 
que una fuente puede producir. No es, sin embargo, una descripción útil de la fuente 
en relación con la comunicación. Un sistema de comunicación no está diseflado para 
un mensaje en particular sino más bien para todos los mensajes posibles, es decir, lo 
que la fuente podría producir para hacer distinción de lo que ésta produce en una 
ocasión dada. De esta manera, aunque el flujo instantâneo de información de una tucn- 
te puede ser errático, se debe describir a la fuente en términos de la información 
promedio producida. Esta información promedio recibe el nombre de entropia de la 
fuente. 

Para una fuente discreta cuyos símbolos son estadísticamente independientes, 
la expresión de la entropia se formula con facilidad. Sea m el número de símbolos di¬ 
ferentes, es decir, un alfabeto de tamafío m. Cuando se transmite el símbolo 
/-ésimo, éste conduce j — log(1 / P ,) bits de información. En un mensaje largo dc N 
» 1 símbolos, ely-ésimo ocurre alrededor d eNPj veces, y la información total cn cl 
mensaje es aproximadamente 

w 

NP v f l + NP 2 J 2 + ■■• + NP - X NP r f i bits 

i i 


cn la cual, atando se divide entre N, da la información promedio por símbolo. Por 
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lo tanto, se define a la entropia de unafuente discreta como 

m m 1 

^ — Z Pj A' = Z Pj I°g 7T bits/símbolo (7) 

j = 1 j = i * j 

Se debe observar que la ecuación (7) es un promedio en ensamble. Si la fuente es no 
estacionaria, las probabilidades de los símbolos pueden cambiar con el tiempo y la 
enttopía tendrá poco significado. Se supondrá en lo sucesivo que las fuentes de in- 
formación son ergódicas, de tal manera que los promedios en tiempo y en ensamble 
son idênticos. 

El nombre entropia y su símbolo se adoptó de una ecuación similar de me¬ 
cânica estadística. Dada la similitud matemática, se han hecho vários intentos para 
relacionar la entropia de la comunicación con la entropia de la termodinâmica, t 
Sin embargo, las relaciones que se han intentado, parecen provocar más confusión 
que claridad, y quizá es más prudente tratar a las dos entropias como cosas diferen¬ 
tes con el mismo nombre. Por esta razón, se ha sugerido la designación alterna 
comentropía para la entropia de la comunicación. 

Pero, £cuál es el significado de la entropia de la comunicación como se escri- 
bió en la ecuación (7)? Sencillamente esto: aunque no se puede decir cuál será el 
símbolo inmediato que la fuente produzca, en el promedio se espera obtener M bits 
de información por símbolo o N bits en un mensaje de N símbolos, si N es grande. 

Para un tamaíio fijo de alfabeto (m fijo) la entropia de una fuente discreta depen¬ 
de de las probabilidades de los símbolos pero está limitada por 


0 < JF < log m (8) 


Estos limites extremos se interpretan con facilidad y se justifican más allá de toda 
discusión. El limite inferior, &C = 0 implica que la fuente no entrega información 
(en promedio), y por lo mismo no existe incertidumbre acerca dei mensaje. Se podría 
esperar que esto corresponde a una fuente que produce los mismos símbolos en for¬ 
ma continua; es decir, que toda las probabilidades de los simbolos son cero, salvo 
para el símbolo que tiene P = 1. Se demuestra con facilidad que = 0 en este caso. 
En el otro extremo, la entropia máxima debe corresponder a la máxima incerti¬ 
dumbre o a la máxima libertad de elección. Esto implica que todos los símbolos pre¬ 
feridos. Un poco más de reflexión revelalíà que las probabilidades de los símbolos 
deben ser las mismas, es decir, = jT mâx = log m cuando todas las Pj = l/m, lo 
cual tiene un significado particular para el trabajo subsecuente. 

La variación de 3C entre los limites de la ecuación (8) se ilustra mejor conside¬ 
rando una fuente binaria (m = 2). Las probabilidades de los símbolos quedan en- 


t Véasc Brillouin (1956). 
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tonces relacionadas y se pueden escribir como P y 1 — P. Así 


#=P log^ + d -P)\og^-j (9) 

la cual se construye gráficamente conta P en la figura 9.1. Obsérvese el máximo un 
poco ancho centrado en P = 0.5, el caso igualmente probable, donde ^ = log 2 = 
1 bit. 

Si introducimos el elemento tiempo en escena, supóngase que dos fuentes 
tienen iguales entropias, pero una es “más rápida” que la otra, se producen más 
símbolos por unidad de tiempo. En un periodo dado, se debe transferir más infor 
mación de la fuente más rápida que de la lenta, lo cual es obvio que establece mayo- 
res demandas en el sistema de comunicación. En esta forma y para estos propósitos, 
la descripción de una fuente no reside en su entropia sola sino en su velocidad de 
entropia , o velocidad de información, en bits por segundo. La velocidad de entropia 
de una fuente discreta se define de una manera sencilla como 

9? — bits/s (10) 

T 


donde r es la duración promedio dei símbolo, o sea, 

in 

f= X PjTj (II) 

1 = I 

por lo que l/r es igual al número promedio de símbolos por unidad de tiempo. 

EJERCICIO 9.1 Calcúlese la velocidad de entropia de una fuente telegráfica que 
tiene ^pu„ 10 = 2 / 3 > u A °- 25 ’ p raya = r raya = 0.4 s. Resp.: .* = 3.44 b/s. 

Ejemplo 9.2 Entropia y rnodulación por codificación de pulsos 

Como ejemplo de entropia aplicada a lo estudiado apenas, considérese un sistema dc 
rnodulación por pulsos codificados cuya entrada es la sefial continua xft) de banda 



piohiihilidml <U‘ un símbolo I* 
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limitada en W = 50 Hz. Supóngase que se muestra a x(t) a la velocidad de Nyquist/, 
= 2W, y que hay cuatro niveles cuánticos tales que los valores cuantificados tienen 
probabilidades V 2 , V 4 , V 8 y Vg. Identificando cada valor cuantificado posible como 
un “símbolo”, entonces la salida dei cuantificador se asemeja a una fuente discreta 
con m = 4 y 

3 tf = X A log 2 + 34 log 4 + K log 8 + y % log 8 

= 1.75 bits/símbolo 

Puesto que la velocidad de los símbolos es 1/t = f s — 100. 

ã = 100 x 1.75 = 175 bits/s 

Así, debe ser posible representar esta misma información por medio de dígitos biná¬ 
rios equiprobables (binits) generados a una velocidad de 175 binits/s. 

Para comprobar esta idea, supóngase que el sistema es uno de modulación por 
codificación de pulsos binaria con las muestras cuantificadas transmitidas como pul¬ 
sos binários codificados. Designando los niveles cuánticos por medio de los números 
de código 0, 1, 2 y 3, supóngase la siguiente codificación: 


Número de código 

Probabilidad 

Código binário 

0 

l Á 

00 

1 

l Á 

01 

2 

V* 

10 

3 

H 

11 


Puesto que hay dos dígitos binários por cada muestra, la sefial de modulación por 
codificación de pulsos tiene 200 pulsos por segundo. Se arguye que deben ser sufi¬ 
cientes 175 dígitos binários por segundo; empero, con este código se requieren 200 
por segundo. 

La anomalia sc resuelve en forma rápida al notar que los dígitos binários no 
son igualmente probables; en efecto; P 0 = n / 16 y P x = V ]6 , como puede verificar el 
lector. Es obvio que el código sugerido no es óptimo/ Por otra parte, éste es sencillo 
y eficiente en gran parte. 

Si continuamos, la velocidad de los binits y las probabilidades dadas antes su- 
gieren que la velocidad de información a la salida dei codificador es 

m = 200(iKe log % + Ke log '%) 

= 200 x 0.897 = 179 bits/s 


De nuevo algo anda mal, porque la velocidad de información cn cl codificador cs 
sólo 175 bits/s. Con Ioda seguridad que la codificación, pio agrega información! 
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Para explicar la discrepância, se debe recordar que la ecuación de la entropia 
(7) está basada en los símbolos estadísticamente independientes . Y mientras puede 
ser verdad que las muestras cuantificadas sucesivas son independientes, los pulsos 
binários sucesivos no lo son, porque se han codificado en grupos de dos. Para el 
caso de símbolos independientes, se debe modificar la medida de la información e 
introducir la entropia condicional. 

Entropia condicional y redundância 

Las fuentes discretas a menudo están restringidas por ciertas regias que limitan las 
oportunidades en la selección de símbolos sucesivos. La influencia intersimbólica 
resultante reduce la incertidumbre y con ello también la cantidad de información 
producida. Se percibe este efecto empleando las probabilidades y la entropia condi- 
cionales. 

La escritura dei texto, estando gobernada por regias de pronunciación y gra¬ 
mática, es un buen ejemplo de la influencia intersimbólica. Sobre la base de la fre- 
cuencia relativa, la probabilidad de la U en inglês impresa en P v = 0.02; pero si la 
letra anterior es Q, la probabilidad condicional de la U, dada la Q, es P(U Q) - 1, 
mientras que, en contraste P(U W) < 0.001. La influencia bien puede extenderse a 
vários símbolos, frases e incluso oraciones completas, como lo demuestra el hecho 
de que en muchos textos, éste inclusive, P(QUE SE PUEDE DEMOSTRAR) ~1. 

Por lo tanto, la expresión para la entropia condicional se forma considerando 
la historia transcurrida completa de la fuente (de manera más precisa, todas las po- 
sibles historias pasadas). Así, si j representa el símbolo siguiente (o grupo de 
símbolos) e i representa la secuencia precedente, la información conducida por j 
dada / es log [1/P(/|/)]. Promediando todas las j e i se tiene la entropia condi¬ 
cional 

I n general, tf c < tf ; la igualdad se aplica sólo cuando los símbolos son indepen¬ 
dientes y P(j | /) = Pj . 

Se dice de una fuente que produce símbolos dependientes que es redundante , 
significando que esos símbolos son generados, los cuales no son necesarios en forma 
absoluta para conducir información. (<,Es en realidad necesario escribir de manera 
explícita la U que sigue a cada Q en inglês?). La redundância de un texto en inglês se 
estima que es, en general, dei 50%. Esto implica que, al fin y al cabo, la mitad de los 
símbolos son innecesarios: yu shld babl t read ths evntho sevrl Itrs r msng (completo 
v en espafíol: debe balbucear para leer esto, ya que se han perdido varias letras). LI 
In (oi quizá desee examinar la observación de que sin redundância, seria posible 
cinplear abreviaturas, y cualquier arreglo bidimensional de letras formaria un cru 
< igi ama válido. 

Para pasajes largos de inglês impreso, la entropia condicional puede ser tan 
ba|a como de 0.5 a 1.0 bits/símbolo, dadas las inferências eonlexluales. Así, con 
mia adccuada codificación, teóricamente, el inglês impreso podría ser transmitido 
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en forma binaria con un promedio de un dígito binário por símbolo. Esto contrasta 
con los sistemas de teletipo existentes, los cuales emplean cinco dígitos binários por 
carácter. 

Desde el punto de vista de una comunicación eficiente, la redundância en un 
mensaje es indeseable; se podría enviar la misma información con menos símbolos 
no redundantes (independientes). Así, la codificación empleada para reducir la in¬ 
fluencia intersimbólica, es un método que mejora la eficiência. Por otra parte la 
redundância es un auxiliar definitivo en la resolución de ambigüedades si el mensaje 
se recibe con errores , un fenómeno común en telegrafia, por ejemplo. Además, la 
codificación para protección de error está basada en la inserción de símbolos redun¬ 
dantes. 

Por lo tanto, la transmisión óptima incluye la codificación para reducir la re¬ 
dundância ineficiente dei mensaje, más codificación con el fin de agregar redundân¬ 
cia “eficiente 1 ’ para control de error. Mucho se ha hecho en el área de la detección 
de errores y los códigos de detección de errores, pero la codificación para reducir la 
redundância en los mensajes es mucho más difícil, y en este sentido se ha hecho rela¬ 
tivamente poco. (En forma retrospectiva, el aspecto de reducción dei ancho de ban¬ 
da en la modulación por pulsos codificados diferencial se apoya en la redundância 
de la sefial de entrada. 

Fuentes continuas de información 

Habiendo examinado las fuentes discretas con cierta extensión, el siguiente paso ló¬ 
gico seria la definición de la entropia para fuentes continuas , fuentes cuyos mensa¬ 
jes son funciones dei tiempo, variantes en forma continua. Tal definición es posible, 
pero no se presentará aqui. Por una razón, ías matemáticas hacen las cosas más 
complicadas y tienden a oscurecer la interpretación física; por otra, la entropia de 
una fuente continua resulta ser una medida relativa en vez de una medida absoluta 
de la información. 

Por fortuna, las metas de este capítulo se pueden lograr adentrándose en la 
formulación discreta, y muchas de las conclusiones se aplicarán a las fuentes conti¬ 
nuas con modificaciones menores. Pero lo más importante, se encontrará que dadas 
las limitaciones físicas fundamentales, la comunicación es en forma inherente un 
proceso discreto sin importar la fuente. La conclusión contundente es una de las 
principales contribuciones de Shannon a la teoria de la comunicación, pero ello fue 
advertido por Hartley mucho antes de 1928. 


9.2 CAPACIDAD DE CANAL Y CANALES DISCRETOS 

Se ha visto que a menudo es conveniente tratar al equipo terminal de un sistema de 
comunicación como algo perfecto (libre de ruido, sin distorsión, etc.), y considerar 
todos los efectos indeseables que ocurren en el canal. Por lo tanto, el canal de comu¬ 
nicación es una abstracción, un modelo que representa al vehículo de transmisión 
más todos los fenómenos que tienden a restringir la transmisión. Hl hecho de que 
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existan limitaciones físicas fundamentales para la transferencia de la información 
por médios eléctricos, conduce a la noción de capacidad de canal . 

Tal como la velocidad de la entropia mide la cantidad de información produci- 
da por una fuente en un tiempo dado, la capacidad es una medida de la cantidad de 
información que un canal puede transferir por unidad de tiempo. La capacidad 
de canal se simboliza por , y sus unidades son bits/segundo. Reestableciendo el 
teorema fundamental en términos de $ y <€ se tiene: 

Dado un canal de capacidad ^ y una fuente con una velocidad de entropia 
entonces si M < <€ , existe una técnica de codificación tal que la salida de la 
fuente se puede transmitir sobre el canal con una frecuencia de errores de ma- 
nera arbitraria pequefta, no obstante, la presencia de ruido. Si $><€ , no es 
posible transmitir sin errores. 

Aunque se intentara hacer plausible el teorema, la demostración completa 
implica profundizar mucho acerca de la teoria de la codificación y se omite aqui. En 
vez de ello, se enfocarán aspectos más pertinentes a la comunicación eléctrica. 


Capacidad de canal 

El teorema fundamental define de manera implícita a la capacidad dei canal como la 
velocidad máxima a la cual ei canal surte de información segura al destino. Con esta 
interpretación en mente se puede formular una expresión general para la capacidad 
por medio dei siguiente argumento. 

Considérense todos los mensajes diferentes de longitud T que una fuente 
podría producir. Si el canal es ruidoso, será difícil decidir en el receptor cuál mensaje 
en particular fue intentado y se cancela en forma parcial el objetivo de la transferen¬ 
cia de información. Pero supóngase que se restringen los mensajes a sólo aquellos 
que son “muy diferentes” entre si, de tal manera que los mensajes recibidos se 
pueden identificar de manera correcta con una probabilidad de error suficientemen¬ 
te pequefta. Sea M(T) el número de estos mensajes muy diferentes de longitud T . 

Ahora, en cuanto se refiere al destino o usuário, a la combinación fuente-canal 
se le puede considerar como una nueva fuente generadora de mensajes en el extremo 
receptor. Con la restricción de mensaje anotada antes, esta fuente equivalente es 
discreta y tiene un alfabeto de tamafto M(T). En correspondência, la máxima 
entropia producida por la fuente equivalente es log (MT), y la máxima velocidad de 
entropia en el destino es (\/T) log M(T ). Por lo que, haciendo que T — oo para ase- 
gurar generalidad, 


1 

^ = lím - log M{T) 

T-cr; T 


bits/s 


(I) 


una definición alterna dc capacidad de canal. El siguiente análisis de canales discre¬ 
tos demucslra que la ecuación (1) es una definición significalivamente intuitiva. 
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Canales discretos sin ruído 

Un canal discreto es aquel que transmite información en forma sucesiva, suponien- 
do diferentes estados eléctricos disjuntos-niveles de voltaje, frecuencia instantânea, 
etc. Sea fi el número de estados posibles y r la velocidad de sefíalización en estados 
por unidad de tiempo. Si la relación seftal a ruido es suficientemente grande, la pro- 
babilidad de error en el receptor puede ser muy pequefia, tan pequefia que a todos 
los ^propósitos se considera al canal como sin ruido. Bajo esta suposición, cualquier 
secuencia de símbolos se identificará de rnodo correcto y el cálculo de la capacidad 
resulta de fiar. 

Un mensaje recibido de longitud T consistirá de rT símbolos, siendo cada uno 
de los cuales uno de los fi estados posibles. El número de mensajes diferentes es así 
M(T) — fi rT y en consecuencia 


1 T rT 

V = lím — log pt r> = lím — log /( 

T~>ac * í -*oo T 

= r log [i bits/s (2) 

La capacidad de un canal discreto sin ruido es, por lo tanto, proporcional a la veloci¬ 
dad de sefíalización y al logaritmo dei número de estados. Para un canal binário (/* = 
2) la capacidad es numéricamente igual a la velocidad de sefialización, o sea, = r. 

De acuerdo con la ecuación (2), se puede duplicar la capacidad dei canal dupli¬ 
cando la velocidad de sefíalización, (lo cual es con certeza razonable) o elevando al 
cuadrado el número de estados (algo más sutil de apreciar). Atendiendo a lo último, 
supónganse dos canales idênticos pero independientes operados en paralelo con lo 
que sus capacidades combinadas son de manera,obvia 2 (r log fi) = 2r log fi = r log 
fi 2 . Se puede decir que a la salida se están recibiendo 2 r símbolos por segundo, extra- 
yéndose cada símbolo de un alfabeto de tamafío fi; o puede verse la salida como r 
símbolos compuestos , extrayéndose a cada uno de un alfabeto de tamaíio/t x fi = /t 2 . 

El siguiente ejemplo expone una técnica de codificación en la que se lograi 
= ^ en un canal discreto sin ruido. 

Ejemplo 9.3 

Considérese la fuente de modulación por codificación de pulsos dei ejemplo 9.2. 
En teoria, un canal binário sin ruido bastará para conducir la información si r 
— 175binits/s. Para reducir al mínimo a $ no se puíede emplear el código anterior 
dado que ello requiere de dos dígitos binários por símbolo de fuente y r = 200. Un 
código más eficiente es el que se muestra a continuación 


Número de código Probabilidad Código binário 


0 

J/í 

0 

1 

Va 

10 

2 

J/R 

110 

3 

J/H 

111 
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Con este código, un mensaje que contiene N » 1 símbolos de fuente, requiere 
la transmisión de N/2 + 2(N/4) + 3(/V/8) + 3(A/8) = 1.75 N símbolos de canal, 
o sea, 1.75 dígitos binários por símbolo de fuente. La capacidad de sefialización re¬ 
querida es entonces r = 1 .75/t = 175, y se ha logrado una transmisión a 0 = V ; la 
codificación ha dado lugar a un acoplamiento perfecto entre fuente y canal. 

Aunque es de admitirse que este ejemplo es un caso especial, hay dos sugeren- 
cias generales en relación con una codificación eficiente que se pueden obtener a par¬ 
tir de éste. Primera, el código es tal, que los símbolos de canal 0 y 1 son igualmente 
probables y estadísticamente independientes. (El lector escêptico debe verificar 
esto.) Segunda, al símbolo de fuente con la màs alta probabilidad se le asigna el có¬ 
digo de palabra más corta, y así, sucesivamente, hasta el símbolo menos probable, al 
cual se le asigna el código màs largo. En la literatura se describen los procedimientos 
para proyectar tales códigos.t 

Entre parêntesis, se podría anotar que el sentido común aconseja asignar las 
palabras de código más cortas a los símbolos más probables. Hace más de una cen¬ 
túria, mucho antes de Shannon, Samuel Morse construyó su código telegráfico 
empleando este principio. 


Fuente- 


Canal sin ruido equivalente I 

_ ncartnr i— 


Canal 

ruidoso 

M 


Compensador 
de error 


<? 


Correcdón 
de error 


ll>>! » 


FIGURA 9.2 


representando a la letra E con un punto sencillo, etc. A falta de los datos necesarios, 
Morse estimó las frecuencias de letras tomando en cuenta la distribución de los tipos 
en el frente de un impresor. 

Canales discretos con ruido 

Cuando el ruido no se puede menospreciar, la capacidad es menor que r log n it 
causa de los errores. Se calcula la reducción de la capacidad considerándola como 
un compensador de error fictício, figura 9.2, el cual examina la entrada y salida dcl 
canal y establece las correcciones que se deben hacer. Considérese que el canal cstíi 
operando a su máximo de bits/s, y que la velocidad de información suministradu 


I |>oi cicmplo, (iitllaKcr (I96K, Cup .1) o Thitnm.s (l%9, Cap 8). 
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por el compensador es bits/s. Entonces, puesto que el canal ruidoso más el com¬ 
pensador son equivalentes al mismo canal sin ruido, la velocidad de información 
neta sobre el canal ruidoso es r log /x menos la velocidad de información dei compen¬ 
sador, o sea, 


^> = r log p — ^ ec (3) 

Si log fi , el teorema fundamental afirma que es posible obtener una veloci¬ 

dad diferente de cero, de información en forma virtual exenta de errores, en la salida 
dei canal. 

EJERCICIO 9.2 El renombrado canal simétrico binário es aquel en el cual ambos 
estados tienen la misma probabilidad de error, digamos p, Demuéstrese que M tc = 
r\p log (1 /p) + (1 - p) log [1/(1 - p)]j y por ello 

= r[\ +/?log/> + (l — p) log (1 -p)] (4) 

Nótese que % = 1 si p = Vi. ^Por quê? ( Sugerencia : El compensador de error pro- 
duce dos mensajes posibles, “Error” y “Sin error”.) 

Codificación para el canal simétrico binário 

Como parte de su demostración dei teorema fundamental, Shannon comprobó la 
posibilidad de una transmisión muy cercana a la exenta de errores a 0t < <€ en un 
canal simétrico binário. Su demostración, bosquejada en seguida, incluye la selec- 
ción de palabras de código en forma aleatória , la cual al principio se enfrentó con la 
crítica. Desde entonces, se le ha considerado como un método de gran trascendencia. 

Considérese que el canal tiene por conveniência r = 1 y que q = 1 — p, así, de 
la ecuación (4), 


# = 1 + p log p + q log q (5) 

Supóngase que la fuente tiene m mensajes equiprobables, cada uno de los cuales se 
representa por una palabra de código con N dígitos binários. Esto requiere que f = 
N y, por lo tanto, 




log m 
N " 


( 6 ) 


puesto que Jf = . 

A causa dei ruido, las palabras de código recibidas tendrán errores y, por lo 
que se sabe acerca de la distribución binomial, el número de errores esperado por pa¬ 
labra es n = Np. Pero esto no significa de manera necesaria que el mensaje decodifi¬ 
cado será erróneo porque, sin m « 2 N t se pueden seleccionar las palabras de código 
m de tal manera que ellas sean “muy diferentes” unas de otras y reconocidas en for- 
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ma correcta no obstante los errores. A modo de ilustración, supóngase que m = 2 y 
N = 3; hay 2 3 = 8 palabras de código binarias de tres dígitos posibles, pero sólo se 
necesitan m = 2 de éstas. Si las palabras seleccionadas son 000 y 111, un error único 
se corrige con facilidad en forma automática empleando la regia de la pluralidad, 
por ejemplo, se decodifica a 001 como 000 y a 101 como 111. Generalizando, si se se- 
leccionan las palabras de código en tal forma que difieran entre sí por lo menos n + 
1 dígitos; entonces, la probabilidad de errores por decodificación resulta ser, por pe- 
quefia, despreciable siempre y cuando N » m. 

Sin embargo, Shannon dijo que las palabras de código debían seleccionarse de 
manera aleatória cuando N » 1 y p < Vi.{S\p > Vi 9 isólo se intercambian los 1 y 
los 0 en el receptor!). Bajo estas condiciones, demostró que la probabilidad de un 
error de decodificación es 



(7) 


lo cual aproxima la probabilidad de que dos o más palabras difieran en Np dígitos o 
menos. Entonces, multiplicando la ecuación (5) por - TV se tiene 2~ N = 2~ N p- pN q-^ N 
(una manipulación muy hábil) por lo que 


Por lo tanto, imponiendo la condición 


m2~ N<é 



m < 


N* 


a > 


y haciendo que N -* oo, se tiene 


P„< 


lím 

N-* oo 


N a 


2nq 


= 0 


Por último, insertando la ecuación (9) en la (6), 


< 


lím — f N<% — (—) log 
jv -► oo N L \nJ * 


N 


= % 


( 8 ) 


(9) 


( 10 ) 


(II) 


lo cual da como resultado una transmisión exenta de errores en ^ , por lo me¬ 
nos en el limite cuando N — oo. 

Hablando en forma más práctica, parece razonable inferir que se puede acer¬ 
car de manera arbitraria a esta situación por medio de una cuidadosa elección de las 
palabras de código y con N grande pero finita. Las técnicas para la codificación de 
control de error prácticas se examinan en el capítulo 10. Por ahora, se enfoca la 
atención al caso dc los canales contínuos. 
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9.3 CANALES CONTÍNUOS 

Un canal continuo es aquel en el cual los mensajes se representan como formas de 
onda, es decir, funciones continuas dei tiempo, y los parâmetros apropiados son el 
ancho de banda B y la relación senal a ruido S/N. Por sencillez, se tratará sólo un 
canal de banda base cuya respuesta de frecuencia se ha igualado para hacer la plana 
sobre |/|< B. Aunque el canal es continuo y tiene ruido, resulta instructivo des- 
arrolliar una relación intuitiva para r y /*, los parâmetros de un canal discreto sin 
ruido. 

En relación con la velocidad de sefialización r, se ha demostrado ya en la sec- 
ción 4.5 que r < 2B en conde la igualdad incluye el empleo de pulsos senc. Como al 
número equivalente de “estados” de canal (es decir, niveles de voltaje, etc.), no exis¬ 
te limitación inherente para g en ausência de ruido; los niveles de voltaje que tienen 
espaciamiento arbitrariamente pequeno aún se podrían distinguir en la salida. El va¬ 
lor de (i en un canal ruidoso se estima en términos de la relación sefíal a ruido, de la 
siguiente manera. 

Sean S y N la potência promedio de la sefíal y la potência de ruido en la salida 
dei canal respectivamente, por lo que la potência total recibida es S 4 TV, y el voltaje 
rms de salida es >JS 4 TV. Por razón de la contaminación por ruido, nunca se puede 
identificar con exactitud el voltaje de senal propuesto. Pero se le puede identificar 
con una razonablemente baja probabilidad de error si los niveles de voltaje están se¬ 
parados en una cantidad igual o que sobrepase al voltaje rms a de ruido. Así, en el 
extremo receptor se tienen niveles de voltaje espadados en a = \[N~y un intervalo de 
voltaje rms de yJS + N. El número máximo de estados de canal es, por lo tanto, en 
forma aproximada 



Por ejemplo, un canal binário requeriría (1 4- S/N) Vl = 2, o S/N = 3; con ruido 
gaussiano, la probabilidad de error correspondiente es de alrededor de 0.05. 
Combinando estos valores de r y fx se tiene 


/ S\ í/2 

% = r log = 2B log 11 4- —1 

Por lo que, 

^=2?log^l+— j bits/s (1) 


Esta famosa ecuación es conocida como la ley de Hartley-Shannon . (Hartley hizo el 
trabajo preliminar y Shannon la dedujo rigurosamente.) Está escrita en términos de 
parâmetros que se aplican lo mismo a canales discretos que a contínuos, sugiriendo 
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que la capacidad de un canal continuo es B log (1 4 S/N). En efecto, la deducción 
de Shannon se basó en el caso continuo y se examinará en breve. 

La ley de Hartley-Shannon, con el teorema fundamental, tiene dos implica- 
ciones importantes para los ingenieros en comunicaciones. Primera, expresa la 
forma óptima absoluta con que se puede obtener una transmisión de información se¬ 
gura, dados los parâmetros dei canal. Segunda, en caso de una velocidad de infor¬ 
mación específica, expresa que se puede reducir la potência de la sefíal, siempre y 
cuando se incremente el ancho de banda en una magnitud apropiada, y viceversa. 

El intercâmbio de ancho de banda por potência o relación sefíal a ruido no es 
nuevo, porque se ha notado el efecto en sistemas con reducción de ruido de banda 
ancha como la FM y la modulación por pulsos codificados. Pero la ley de Hartley- 
Shannon especifica el intercâmbio posible óptimo y además implica que es posible la 
comprensión dei ancho de banda. Para aclarar, supóngase que se desea transmitir 
datos digitales a una velocidad de 30 000 bits/s. De acuerdo con la teoria, se podría 
emplear un canal que tenga B = 30 kHz y S/N = 1, puesto que 

<£ = 30 x 10 3 log (1 + 1) = 3 x 10 4 bits/s 

En forma alterna, se puede reducir el ancho de banda a B — 3 kHz si la potência se 
incrementa en un factor de 1 000, o sea, S/N = 10 3 = 30 dB. (Nótese la aproxima- 
ción 10 3 « 2 10 .) En forma incidental, los últimos parâmetros son típicos de circuitos 
telefónicos de voz normales; pero cuando se emplean para sefiales digitales, la velo¬ 
cidad de los datos es normalmente de 4 800 bits/s o menor, indicando un conside- 
rable espacio para un empleo ventajoso. 

Algunos de los temas anteriores serán examinados más a fondo en la sección 9.4 
después de analizar el canal continuo en forma más minuciosa. Puesto que práctica- 
mente todos los sistemas de comunicación son capaces de manejar sefiales continuas 
y todos los sistemas tienen ruido, el canal continuo ruidoso amerita una investiga- 
ción detallada. Como preliminar, se describirán las características de un sistema dc 
comunicación ideal con un canal continuo. 

EJERCICIO 9.3 Si (S/N) » 1, demuéstrese que el tiempo mínimo que se requierc 
para transmitir K dígitos binários es 


3K 

mín * B(S/N \|„ 


( 2 ) 


( Sugerenda : Véase la ecuación (6), (Sec. 9.1).) 

Sistemas de comunicación ideales 

Un sistema de comunicación capaz de transmitir sin errores a una velocidad dc B log 
(1 + S/N) bits/s, en donde B y S/N son los parâmetros dei canal, recibe la designa 
ción dc sistema ideal. Micntras que un sistema práctico no es o no puede ser ideal, cs 
posible visuali/ai sistemas cuyo comportamiento se acerque a esa condición. Como 
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ayuda en el disefio de tales sistemas, se examinan las características de un sistema 
muy cercano al ideal. 

Para empezar, el número de sefiales diferentes (o mensajes o símbolos) de lon- 
gitud T es M = (1 + S/N) BT y y la máxima velocidad de información es (l/r) 
log M. Las sefíales dei canal se escogen de manera que se puedan identificar en el 
receptor con una muy pequefia probabilidad de error. Shannon demostró que si las 
sefiales en sí son funciones muestra de ruido gaussiano seleccionadas en forma ale¬ 
atória y que si 2BT » 1, entonces esta condición resulta bastante aproximada. 

La información producida por una fuente es conducida a través dei sistema de 
la siguiente manera: se observa la salida de la fuente por T segundos, y el mensaje 
se representa (codificado) como una de las sefiales dei canal parecidas a ruido, que se 
transmite después; así, la información se codifica en bloques de longitud T. (Esto 
implica que el número de mensajes de fuente posibles de longitud Tno es mayor que 
M). En la salida, la sefial recibida más ruido se compara con las copias almacenadas 
de las sefiales dei canal, t La que mejor acopla la sefial más ruido se presume que es 
la sefial que en realidad se transmite, y el mensaje correspondiente se decodifica. Se 
requiere Un retardo total en tiempo de 2T para las operaciones de codificación y de 
decodificación. 

En la descripción anterior se ha supuesto en forma tácita que T — oo, porque 
sólo en este limite se satisfacen todas las condiciones, de tal manera que $ = B 
log(l + S/N). Así, las características de un sistema ideal son como sigue: 

1 La velocidad de información se acerca a B log(l + S/N). 

2 La frecuencia de errores se aproxima a cero. 

3 Las propiedades estadísticas de ia sefial transmitida se aproximan a las dei 
ruido blanco gaussiano de banda limitada. 

4 El retardo en tiempo de codificación se incrementa en forma indefinida. 

De manera adicional, como se demostrará, el sistema tiene un efecto de umbral 
agudo. 

Por supuesto, que si el ancho de banda dei canal es suficientemente grande, se 
puede aún tener 2BT » 1 con valores razonables de T . Sin embargo, el disefio de los 
sistemas cercanos al ideal no es un asunto trivial, porque se debe desbalancear el re¬ 
tardo en la codificación y la selección de la sefial contra la seguridad. Se arguye una 
identificación precisa de la sefial por una T grande. Pero conforme T aumenta, M 
debe aumentar en forma exponencial para mantener constante la velocidad de infor¬ 
mación. Rice Demostró (1950) que para lograr = 0.96# con S/N = 10 y una 
probabilidad de error de 10 -5 , el número de sefiales de canal que se requiere ;es M = 
210 0001 

Es obvio que una codificación de bloque eficiente con su enorme número de 
sefiales de canal es casi tan impráctica como el retardo de codificación infinito de un 
sistema ideal. Los esquemas alternos que emplean la codificación secuencial son casi 
tan eficientes y requieren de un equipo relativamente sencillo. 


| El Apêndice A comprende la implementación dc este proceso de comparación bajo 
el eneabezado dc Teoria de la Delección, 
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Descripción dei espacio de la sefial en la comunicación 

No hace mucho que los números imaginários eran juguetes de las matemáticas puras, 
juzgados como sin valor práctico. Pero los físicos e ingenieros electricistas desde en¬ 
tonces les han asignado una útil interpretación como f— 1, y en la actualidad es casi 
inimaginable examinar el análisis de sefiales, las ondas electromagnéticas, o la teoria 
de sistemas sin la ayuda de esta herramienta. De manera similar, la una vez esotérica 
geometria de los espacios multidimensionales (hiperespacio) tuvo un nuevo signifi¬ 
cado debido a Shannon (1949) para el estúdio de la comunicación en canales contí¬ 
nuos, reduciendo un problema que de otro modo hubiera sido intratable, a términos 
más familiares. En esta sección se bosqueja su deducción de la ley de Hartley 
Shannon, empleando los conceptos dei espacio de la sefial. 

Considérese un canal continuo de banda base con un ancho de banda B de tal 
manera que, por nccesidad, todas las sefiales en el extremo receptor son de banda li 
mitada en B . Recurriendo a la teoria dei muestreo —a saber, la ecuación (15), (Scc. 
8.1)—, cualquiera de las sefiales de información se puede escribir como 


en donde 


x(t) = £ x k senc (2 Bt - k) ( M 

k 

x k 4 x (kT s ) T s =^~ 


Se supone que estas sefiales se extraen de un ensamble ergódico con una restricciói 
de potência promedio; así, 

S = l?=7? H 


como se desprende de la ecuación (12), (Sec. 4.5). 

Ahora, en forma temporal, supóngase que x(t) es esencialmente cero fuera d< 
un intervalo de tiempo “largo” de duración T\ entonces se le describe en form; 
completa por medio de D = 777$ = 2BT valores muestra, x u x 2 , . • • ,x D . (Cicito 
una sefial de banda limitada no puede ser en forma simultânea en tiempo, y even 
tualmente se hará que T — oo para compensar esto.) El hecho de que D número 
especifiquen de manera única a x(t) conduce a la noción de espacio de la sefial , m 
espacio D -dimensional en el cual se representa a x(t) por medio de un vecto 
(o D-ada) 

A' - (.Y i. .Y . X») D -2/11 (5 

El vector empieza en el origen y termina en un punto cuyas coordenadas son v ( 

X2, . . . , Xp. ... . 

El espacio D-dimensional es como el espacio ordinário salvo porque tiene / 
ejes mutuamente perpendiculares. Y no obstante que no se puedan construir más d' 
tres ejes de tales condiciones en nuestro mundo tridimensional,' se puede tratai e.i 


1 Abholl ( P>S(>) cs im;i tlivci lul;i plát ic;i ;ioor c;i ilc los inisler ios dcl osp.it 10 1 1 itlmion 
moimI tomo lo vio un luilivo dc PUnohmdi;!;, un osp;ido lmlimunsion;il 
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forma lógica y matemática con espacios de mayor dimensionalidad. En particular, el 
cspacio de la serial es euclidiano , es decir, que el cuadrado de la distancia dei origen 
a cualquier punto es la suma de los cuadrados de las coordenadas. La magnitud o 
norma al cuadrado de un vector de sefial es, por tanto 

|| X || 2 = X\ 2 + *2 2 + ' * ' + X D 2 = Y, X k 2 ( 6 ) 

k= 1 

Si T » 1/2 B, lo cual cuantifica el significado dei intervalo “largo”, entonces D » 1 y 

(7) 

k = j 

Por lo que, combinando las ecuaciones (4), (6) y (7) 

11*11 jjj= DS = yj2BTS (8) 

la longitud de todos los vectores de seiial es proporcional a la raiz cuadrada de la po¬ 
tência promedio de la seiial. 

Si el extremo de x se desplaza alcanzando todas las posiciones posibles, la su¬ 
perfície generada así es una hiperesfera de radio ||x|| y todos los vectores de sefial po¬ 
sibles terminan en la superfície de esta hiperesfera. El “volumen” encerrado por tal 
esfera esí 


r D = K D \\x\\° (9) 

en donde la constante K D no es en forma particular de la incumbência de este enfo¬ 
que. Una consecuencia curiosa de la ecuación (9) es que la mayor parte dei volumen 
de una hiperesfera de alta dimensionalidad (D » 1) se concentra en la superfície. 
Como aclaración, el volumen relativo entre ||x||/2 y x es I — 2~ D , por lo que si 
D = 3 (una esfera convencional), el 87.5% dei volumen está en la “mitad” exterior; 
si D = 100, el volumen relativo de la porción exterior es de aproximadamente 1 — 
10“ 30 . Este efecto de concentración de volumen demuestra ser útil en este desarrollo 
porque la dimensionalidad de los espacios de sefial típicos es además grande. Por 
ejemplo, una llamada telefónica de tres minutos con B = 4 kHz tiene D ~ 10 6 . 

Nuestra descripción vectorial de las sefiales de canaHambién se aplica al ruido 
siempre y cuando sea ruido blanco gaussiano de una fuente ergódica, de banda limi¬ 
tada en B. Con esta condición, los valores muestra espaciados en 1/25 son no corre¬ 
lacionados y estadísticamente independientes. La energia de ruido en el tiempo Te s 
entonces muy cercana a AT, siendo AUa potência promedio de ruido. Por lo tanto, 
el ruido se representa en el espacio de la seiial por medio de un vector de longitud 
V/W, y todas las sefiales posibles de ruido están contenidas dentro de una esfera de 
ese radio. Dado que el ruido es aleatorio, podría parecer que la esfera de ruido debe 
estar “velluda”; es decir, una función muestra de longitud T puede tener una 


I Somiiici villc (1929) 
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FIGURA 9.3 

Representaciones dei espacio de la sefial. 
(tf) Vectores de sefial y ruido; ( b ) esfera de 
incertidumbre debida al ruido. 


energia muy diferente de NT. Pero si la dimensionalidad es alta, la concentración de 
volumen indica que la esfera de ruido está definida en forma muy aguda, más como 
una pelota de ping pong que como una nube de gas. 

Considérese ahora el estado de cosas en la salida dei canal, donde se tiene la se- 
nal deseada contaminada con ruido. Bajo la suposición usual de que la sefial y el rui¬ 
do son independientes, sus potências promedio se suman, y el vector de sefial más 
ruido tiene longitud -JD(S + N). La figura 9.3a muestra la interpretación geométri¬ 
ca de la sefial transmitida, ruido agregado y la senal más el ruido. Se ve que la seiial 
transmitida cae dentro de una esfera de radio yfDN en el extremo dei vector de la se¬ 
iial más ruido (Fig. 9.3 b), y esta esfera de ruido indica la incertidumbre dei receptor 
respecto a cuãl sefial fue destinada. 

Si las sefiales transmitidas posibles se conocen de antemano en el receptor, y si 
la esfera de incertidumbre contiene el extremo de uno y sólo uno de los vectores de 
seiial posibles, entonces la sefial intentada se puede determinar de manera exacta, 
no obstante el ruido. Así, supóngase que se pone dentro de la hiperesfera de r adio 
VD(S + N) un número grande de esferas de ruido que no se traslapan de radio \JDN 
y después se envían sólo aquellas sefiales correspondientes a los puntos centrales de 
las esferas de ruido (Fig. 9.4). Cuando se seleccionan de esta manera las sefiales 
transmitidas, es posible conducir información sobre un canal continuo ruidoso con 
una probabilidad de error pequena que tiende a desaparecer. 

iCuántas esferas pequenas de ruido se pueden empacar dentro de la esfera 
grande de seiial más ruido sin que se traslapen? El cálculo es importante, porque 
expresa que M = M(T ), el número de sefiales (mensajes) “muy diferentes” de longi¬ 
tud T que se pueden identificar de una manera correcta en la salida dei canal, dei 
cual se puede encontrar después la capacidad. Es obvio que M no excede el volumen 
de la esfera grande dividido entre el volumen de una de las esferas pequefias, es de¬ 
cir, empleando la ecuación (9), 


K^D( S +N)] n / ^ óV ,/2 

k„\J DNf \ N > 


( 10 ) 


Obsérvese que M es finito para lodos, cxccpto para los canales verdadcrnmcnle 
exenlos de ruido. Además, dado que un canal real tiene ruido y que M es finito, una 
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FIGURA 9.4 

Vectores de serial para transmisión de mo¬ 
do virtual sin errores. 



Radio 


Sefial 

permitida 


Radio 


comunicación sobre un canal continuo es en forma inherente un proceso discreto . El 
poner D = 2BT e insertar a M en la ecuación (1), (Sec. 9.2), da 

1 / S\ BT / c \ 

* s l™r lo ‘( l+ /v) = BIo «( i+ n) <"> 

lo cual es un limite superior en la capacidad de un canal continuo. 

Para demostrar que la información se puede transmitir con efectividad en 
M < B log(l + S/N) con errores despreciables, Shannon propuso la selección de las 
M formas de onda de manera aleatória. Si se envia una forma de onda o sefial en 
particular y da por resultado el vector de serial más ruido recibidos cuyo diagrama 
aparece en la figura 9.5, no habrá confusión ni error de “decodificación” siempre y 
cuando todos los otros M — 1 vectores de serial caigan fuera dei volumen en forma 
de lente indicado. En consecuencia, puesto que las sefíales se escogen de modo alea¬ 
tório, la probabilidad de error P e es igual a (M — 1) veces la relación dei volumen en 
forma de lente al volumen de la esfera de la sefial. 

El volumen de una lente dimensional resulta difícil de calcular, pero es ob¬ 
viamente menor que el volumen de una esfera de radio h donde, por simple 
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FIGURA 9.5 
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geometria h = x / DSN/(S + N). Por lo tanto, 

por lo que a P e se le puede hacer tan pequefia como se desee 

M — 1 < (1 




( 12 ) 


(13) 


similar a la ecuación (9), (Sec. 9.2). Por último, tomando el logaritmo de la 
ecuación (13), se tiene 


f lo 8 (M — 1) < B log + yj - f lo g y 


Por lo que, se puede elegir a M tal que ^ = (1 /T) log M se aproxime en forma ar¬ 
bitraria a un valor próximo a ^ = B log(l + S/N) en el limite conforme T — oo. 
Además puesto que la ecuación (12) supone sefíales seleccionadas en forma aleató¬ 
ria, debe haber algunos conjuntos específicos de M sefíales que originen una proba¬ 
bilidad de error aún menor. 

Efecto de umbral y modulación de banda ancha 

Es importante observar que la obtención de transmisión de información a una velo- 
cidad de B log(l + S/N) bits/s requiere queZ) = 2BT » 1 y M(T) = (1 + S/N) BT \ 
en otras palabras las esferas de ruido se deben empacar tan juntas como sea posible 
sin que se traslapen. Ahora supóngase que la relación sefial a ruido cae ligeramente 
abajo dei valor de diseflo. Las esferas de ruido entonces se traslaparán y el receptor 
tendrá frecuentes errores de decodificación. Por ello, hay un efecto de umbral agudo 
en el que un pequeflo incremento de la potência de ruido (o una disminución de la 
potência de la sefial) produce un incremento grande en la probabilidad de error. 
Como resultado de estos errores, se pierde la información. 

Con bastante sorpresa se comprueba que esta misma explicación es válida para 
el efecto de umbral en la transmisión analógica de mensajes que emplea la modula¬ 
ción banda ancha, por ejemplo, la FM y la modulación por codificación de pulsos. 
La descripción dei espado de la sefial de la modulación es un mapeo uno a uno dei 
espacio de los vectores de mensaje dentro dei espacio de los vectores de sefial modu¬ 
lada; si la modulación es de banda ancha (B T » W), el mapeo es entre espacios de 
diferente dimensionalidad. Pero un teorema muy conocido de topologia dice que 
cualquier mapeo uno a uno entre espacios de diferente dimensionalidad debe ser dis- 
continuo en el sentido de que una trayectoria continua en un espacio se mapea en 
una trayectoria interrumpida en el otro. Por lo tanto, los vectores adyacentes en el 
espacio de la sefial modulada no representan necesariamente vectores adyacentes en 
el espacio dei mensaje, y un ligero traslape de las esferas de ruido puede ocasionar 
que el receptor “dcmodulc” un mensaje totalmente diferente dei que fue enviado. 
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De conformidad, se concluye que la mutilación y el efecto de umbral son inevitables 
en todos los tipos de modulación de banda ancha . 


9.4 COMPARACIÓN DE SISTEMAS 

La ley de Hartley-Shannon se aplica a un reducido tipo de canales, a saber, los 
canales continuos que tienen una restricción de potência promedio y ruido blanco 
gaussiano aditivo. Pero esta descripción se adapta a muchos sistemas prácticos de 
comunicación en un grado razonable, por lo que sistema hipotético ideal entrega in- 
formación a una velocidad V = B log (1 + S/N) es lo normal que por lo general se 
acepta para comparaciones de sistemas. En esta sección se reexaminan los diferentes 
sistemas existentes a la luz de la teoria de la información y se ve cómo se comportan 
éstos respecto dei ideal. 

Un aspecto de particular interês es la reducción de ruido de banda ancha. Por 
lo que, como preliminar, se investiga el intercâmbio de ancho de banda por relación 
seftal a ruido (o potência transmitida) que implica la ley de Hartley-Shannon, dado 
que éste es el intercâmbio ancho de banda-potencia óptima. 

Intercâmbio ancho de banda-potencia óptima 

Supóngase que se desea transmitir una serial, de banda limitada en W, tal que la re¬ 
lación seftal a ruido de salida en el destino sea ( S/N) D . Sin importar como se efeetúe 
la transmisión, la velocidad de la información en la salida no puede ser mayor que 
^ màx = H^log[l + (S/A%]. Supóngase además que se dispone de un sistema ideal 
para este objetivo y que el ancho de banda dei canal (de transmisión) es B T , la densi- 
dad de potência de ruido es tj, y la potência promedio de la seftal en el receptor es S R . 
En otras palabras, la capacidad dei canal es W = B T log[l + ( S/N) R ], en donde 
(S/N) r = Sr/tjBt- En la figura 9.6 se resumen estos factores. 

Si la información no se destrüye ni se acumula en el receptor, la velocidad de 
salida es igual a la velocidad de información en el canal. Soponiendo que el sistema 
esta oprando a su capacidad y que la velocidad de salida es máxima, entonces M máx = 
^, por lo que 


B t log 



Resolviendo para 



se tiene 


W log 





0 ) 


lo cual dcmuestra que el intercâmbio óptimo de ancho de banda por potência es ex¬ 
ponencial. Para recalcar esta relación, nótese qu e(S/N) n « (S/N) K I1r/w sin las rela¬ 
ciones seftal a ruido son grandes. EI intercâmbio exponencial se cfeclúa por medio de 
un sistema ideal operando a su máxima capacidad. 
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Entrada 


Bf y (S/N) r — S R }t\B t 
C = B t log [ I +(S/N) r 1 



Receptor 



ideal 



Salida 
K ( S/N) d 

& < W log [ 1 + (S/N)p } 


FIGURA 9.6 


Sin embargo, con una densidad de ruido de canal fija, para diferenciaria de la 
potência fija de ruido, la ecuación (1) no expresa lo mismo. Porque conforme el 
ancho de banda dei canal aumenta, la potência de ruido N R = rjB T se incrementa 
también; y ( S/N) R disminuye. Se obtiene una base más equitativa para la compara- 
ción, reescribiendo la ecuación (1) en términos de los parâmetros normalizados 


y 


Sr 

yjW 


y 


m 


Bj 

W 


que se emplearon en capítulos anteriores. 

La relación seftal a ruido en la entrada dei receptor es entonces (S/N) R = 
(SR/t]W/)(W/Bt) = y/& , y la ecuación (1) resulta ser 



Así, mientras que el intercâmbio no es exponencial en forma estricta, si resulta muy 
cercano a ello para relaciones seftal a ruido grandes. Esto significa que duplicando el 
ancho de banda de transmisión de un sistema ideal se eleva al cuadrado (en forma 
aproximada) la relación seftal a ruido de salida. De manera alterna, puesto que y es 
proporcional a S T > se puede reducir la f>otencia transmitida a aproximadamente la 
raiz cuadrada de su valor original sin reducir a (S/N) D si se incrementa el ancho de 
banda en un factor de 2. Como recién se demostro, este intercâmbio resulta mucho 
mejor que el de muchos sistemas existentes. 

La ecuación (2) demuestra también lo que está involucrado en la compresión 
dei ancho de banda — la transmisión de una seftal de ancho de banda W en un canal 
de ancho de banda B T < W , de tal manera que $ < 1. Dando valores típicos, sc en 
cuentra que tal compresión es excesivamente costosa en términos de la potência 
transmitida. Como aclaración, supóngase que se desea (S/N) u = 10 4 y supóngase 
que rjW = IO -6 . La transmisión en banda base (,# = I) requierc S H m r]W(S/N) t} 

10 mW. Pero para comprimir el ancho de banda en un factor de Vi sc nccesila que y 
= I {S/N) lt \ x/ * - ^ ,4(10 4 ) 2 -- 5 x IO 7 , o S R ■ 50 W, la cual es 5 (KM) veces 

la potência de banda base. jDe manera similar, para l / I0 , el re(|iiisitode pólen 
cia es un colosal IO" W! 














372 TEORÍA DE LA 1NFORMAC1ÓN Y LOS SISTEMA.S DE COMUNICACIÓN 


Como corolário se puede decir que incluso el intercâmbio ancho de banda po¬ 
tência óptimo, es pràctico sólo en un sentido, aquel de ancho de banda creciente y 
potência decreciente. 

Transmisión de una seiial analógica 

Es algo difícil evaluar la velocidad de información de seriales analógicas, formas de 
onda de voz y música, video de televisión, etc. Además, los sistemas de comunicación 
disenados para tales seíiales tienen como objetivo la reproducción razonablemente 
fiel de las propias senales, con un mínimo de ruido y distorsión. Este objetivo no es 
exactamente lo mismo que la transferencia de información segura en el sentido de la 
teoria de la información; es decir, que al ingeniero de comunicaciones debe intere- 
sarle más el ancho de banda de transmisión, los requisitos de potência de umbral y 
las relaciones seiial a ruido que la capacidad dei canal y su utilización. 

No obstante, la teoria de la información si tiene algo que ver en relación con la 
transmisión de seflales analógicas. De manera específica, expresa la mejor relación 
serial a ruido que se puede obtener con unos parâmetros de canal dados; dice la 
mínima potência que se requiere para lograr una relación seiial a ruido específica, 
como función dei ancho de banda; e indica el intercâmbio óptimo posible de ancho 
de banda por potência. Por tanto, compárese el comportamiento de los sistemas 
existentes con el de un sistema ideal como el descrito por la ecuacion (2) 

En la tabla 9.1 se resumen muchos de estos resultados. Se supone que las rela¬ 
ciones seiial a ruido son grandes, que todos los sistemas están encima dei umbral, y 
el mensaje es normalizado de manera que x 2 = Vi . Los valores para los sistemas pul¬ 
sados suponen que f, = 2fV, etc., y no se lograria en la práctica. Es obvio que ningu- 
no de los sistemas prácticos presentan la mejoría en la salida que se puede obtener en 
un sistema ideal incrementado a uno u otw. a y (potência) oaí (ancho de banda). 
La modulación por pulsos codificados si tiene una dependencia exponencial de 
ancho de banda, pero, una vez encima dei umbral, la potência transmitida en 
aumento no produce una mejora adicional de 

Tabla 9.1 COMPARACIÕN DE SISTEMAS 
DE TRANSMISIÓN ANALÓGICA 
DE MENSAJES 


Sistema 

C S/N) d 

AM 

y/3 

SSB 

y 

PDM 

%/4 

PPM 

^ 2 y/16 

WBFM 

3^ 2 y/8 

DMf 

3^ 3 /tt 2 

PCM 

3/x 2 á?/2 

Ideal 

(y/«)« 


| Suponiendo que/ 0 - W. 
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Modulación 
en delta 


FIGURA 9.7 

S/N de postdetección contra 7 - S„/rilV. 


( S/N ) d ; su valor se determina por medio de la cuantificación. También se podría ad¬ 
vertir que la banda lateral única (SSB) es casi tan buena como un sistema ideal que 
tenga $ = 1. Por supuesto que la relación de anchos de banda en banda lateral úni¬ 
ca está fija en $ = 1, por lo que no hay posibilidad de reducción de ruido de banda 
ancha. 

Puesto que, en general, la relación seftal a ruido de salida depende de y como 
de á?, resulta difícil proporcionar un desplegado gráfico completo de las relaciones 
en la tabla 9.1. Como alternativa, se puede construir de gráfica ( S/N) D como una 
función de y para relaciones tipicas de anchos de banda (Fig. 9.7), o dei valor de y 
que se requiere para una ( S/N) D específica como una función de (Fig. 9.8). 



«rt 


FIGURA 9.8 

Potência normalizada 7 = S K /rtW que se 
requiere para ( S/N) t , = 50 dB como una 
función de la relación de anchos de banda 

íA = Br/W. 
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En la figura 9.7 se repiten algunas de las curvas de los capítulos 7 y 8 , aumen¬ 
tadas en una curva para un sistema ideal que tenga ââ = 6 . También se muestran los 
puntos de umbral de los sistemas prácticos —lo cual constituye precisamente la razón 
de ser de la figura. Se puede ver que los sistemas prácticos para reducción de ruido 
de banda ancha, como la FM, la modulación en posición de pulsos y la modulación 
por codificación de pulsos, quedan lejos dei comportamiento ideal principalmente 
por las limitaciones de umbral. Por ejemplo, la FM y la modulación por codifica¬ 
ción de pulsos con $ = 6 tienen puntos de umbral que se desvían en forma horizon¬ 
tal alrededor de 8 dB de un sistema ideal con la misma relación de anchos de banda. 
El umbral en la modulación en posición de pulsos es mucho más cercano, pero 
ocurre muy abajo de un valor de (S/N) D que sea útil para seôales analógicas. 

En cuanto al intercâmbio de ancho de banda por potência, la figura 9.8 
muestra el valor mínimo de y que se necesita para ( S/N) D = 50 dB como una fun- 
ción de la relación de anchos de banda. Para esta relativamente alta relación sefíal a 
ruido de salida, se ve que la modulación por codificación de pulsos es mejor en for¬ 
ma considerable que la FM o la modulación en posición de pulsos, pero requiere de 6 
a 8 dB más potência que un sistema ideal. (Cómo se obtiene la curva para modula¬ 
ción por codificación de pulsos se examina a partir dei siguiente encabezado.) Se 
podría puntualizar también el incremento agudo en y para el sistema ideal cuando ^ 
< 1 , repitiendo la reciente observación respecto de la compresión dei ancho de banda. 

En resumen; a altas relaciones sefíal a ruido, la FM y la modulación por codifi¬ 
cación por pulsos dan el mejor comportamiento en banda ancha, siendo algo mejor 
la segunda. Desde el punto de vista potencia-ancho de banda, todos los sistemas 
prácticos de banda ancha están en orden de magnitud abajo dei ideal. A bajas rela¬ 
ciones sefíal a ruido, sólo la banda lateral única y la doble banda lateral son útiles, en 
las que no se presenta el efecto de umbral. 


La capacidad de canal de la modulación por codificación de pulsos 

De los diferentes sistemas que se han examinado, el de modulación por pulsos 
codificados es el más tratable para el análisis directo en términos de la teoria de la 
información. Esto sucede así porque la sefíal transmitida es discreta, aunque éste 
representa una sefíal analógica, y la velocidad de información se puede calcular con 
facilidad. Por lo tanto, se debe encontrar la capacidad dei canal en la modulación 
por pulsos codificados y hacer una comparación directa con la ley de Hartley- 
Shannon. 

Considérese un sistema de modulación por codificación de pulsos de banda 
base que tenga un ancho de banda de transmisión B , p amplitudes codificadas de 
pulso espadadas en forma igual, y relación sefíal a ruido de canal (S/N) R . Puesto 
que la entropia de la sefíal digital es tf < log p y la velocidad de sefíalización es r < 
2 B, la velocidad de información en el canal es & < 2 B log 71 . Por lo que 

- 2fl log /i /No H/I* 
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FIGURA 9.9 

Capacidad de canal por ancho de banda 
unitário para modulación por pulsos codi¬ 
ficados (con P. » 10 -4 ) en comparación 
con un sistema ideal. 


siempre y cuando se puedan despreciar los errores de decodificación, pero se deter- 
minó antes que esta clase de errores son despreciables si el sistema esta arriba dei 
umbral, lo cual requiere que 


p 2 < 1 + 


1 

5 



(3) 


Por lo que, exactamente arriba dei umbral, 


( f> = B log 



(4) 


por lo que, si (S/N) R » 5, ^ ^ B log [(SIN) R I5] o 


^~^idc..-£log, 5 <S) 


Basada en la ecuación (4), la figura 9.9 es la gráfica de ( /» /B contra (S/N)». 
También se da para comparación la curva correspondiente para un siilema ideal. 
Visto de esta manera, se aprecia que la modulación por codificación de pulsos ie 
quiere alrededor de 7 dB más potência que un sistema ideah Sin embargo, es bucno 
llevar en mente que un sistema ideal tendría probabilidades de error pequefias len 
dientes a desaparecer, mientras que la curva de modulación por codificación por 
pulsos cs para /\, - 10 4 . La razón por la que la modulación por codificación de pul 
sos se compara lan favorablcmcnlc con un sistema ideal, procede de la reciente 
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conclusión de que, dado el ruido dei canal, la comunicación eléctrica es de manera 
inherente un proceso discreto. El disefio de la modulación por codificación de pulsos 
reconoce y acepta este hecho; la sefial transmitida de este tipo de modulación, siendo 
discreta, se adapta mejor al canal ruidoso que las sefiales continuas no codificadas. 

Eficiência en Ia comunicación 

Por último, se deben examinar los requisitos de potência mínima en términos de la 
velocidâd de información. Este punto de vista es aplicable en forma particular a sis¬ 
temas de largo alcance que no tienen restricción de ancho de banda —por ejemplo, 
los sistemas de comunicación espacial— y conduce a la tan mencionada eficiência de 
comunicación. Como en lo anterior, la referencia es el sistema ideal con 

S R / S R 

= 7 Io8 ( i+ ^) (6 > 

lo cual se ha reescrito para demostrar que si S R y 17 son fijos, & se aumenta al máxi¬ 
mo haciendo que B T —■ 00 . Por tanto, aprovechando que lím„ _ 0 (1 + v) 1/v = e, la ve- 
locidad máxima de información en un sistema ideal es 

= lím <ê = — log 2 e = 1.44 — (7a) 

b t -> x f] 

o, para una velocidâd específica de información 01 y 

Sjtmin =0.693 (7Z>) 


donde ambas requieren una técnica de codificación tal que el ancho de banda de 
transmisión se acerque al infinito, j Y al mismo tiempo (S/N)* = S r /tjB t tiende a ce- 
ro! 

Ahora, considérese cualquier sistema que tenga una velocidâd de información 
y una potência recibida S R . Su eficiência de comunicación se puede definir como 
$ = ^/^ máx = S Rííún /S R o, empleando la ecuación ( 7 ) 


â 0.693 2? 


( 8 ) 


por lo que si ti = 0 . 2 , por ejemplo, el sistema requiere cinco veces más potência que 
un sistema ideal operando con B T — oo. Para subrayar el significado de ti , hágase 17 
= kíT N donde k es la constante de Boltzmann y 2T N la temperatura de ruido dei siste¬ 
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ma; si 3/ es la pérdlda dc transmisión, entonces la potência transmitida que se re¬ 
quiere es 


S T = SeS R = 0.693A; 


ê 


10 ‘ 




t 


(9) 


Es obvio que rcduclcndo al mínimo a S T da por resultado el aumento al máximo 
de $ . 

En relaclón con el dibujo de los sistemas pràcticos eficientes, se infiere de la 
ecuación (7) que sc aumenta al máximo a $ si se hace a B T tan grande como sea po- 
sible y a ( S/N) n tan pequefto como se pueda. Se puede obtener un B T grande con téc¬ 
nicas de modulación de banda ancha , pero el inevitable efecto de umbral prohíbe 
valores muy pequenos de (S/N) R y con ello se impide la operación a la mayor efi¬ 
ciência. Este punto se demuestra con mayor amplitud examinando de nuevo la mo¬ 
dulación por pulsos codificados. 

Suponiendo que la velocidâd de información en la modulación por pulsos co¬ 
dificados es áSP = Hl , con ( é ? dada por la ecuación (4), la eficiência es 


o - 693 Í b M' + 'AÍ) 

HG)J 


0.693 

(S/N)r 


Sin embargo, de la ecuación (3), la condición de umbral es ( S/N) R > 5(fi 2 — 1), por 

10 que no se puede tomar a ( S/N) R arbitrariamente pequefla. Lo mejor que se puede 
hacer es fi = 2 (modulación por pulsos codificados binaria) y lo cual da el mayor 
ancho de banda de transmisión, la menor relación seíial a ruido dei canal y la ma¬ 
yor eficiência. Con anterioridad, varias veces se ha sospechado que la modulación por 
pulsos codificados binaria es superior a la modulación por pulsos codificados 
con fi> 2; esta sospecha se confirma ahora desde el punto de vista de la potência. Para 

11 = 2, (S/N) R > 15, y 

0.693 

<T=-^-log 4 =0.0924 


Por tanto, la eficiência está en la vecindad dei 9%. Esta baja eficiência puede pare¬ 
cer desalentadora al principio. Situando las cosas en la perspectiva apropiada, es 
mejor decir que la modulación por codificación de pulsos binaria requiere alrededor 
de 10 dB más potência que un sistema ideal con ancho de banda infinito . 

Volviendo a la modulación analógica, se enfrenta con el problema de la cstl- 
mación de la velocidâd de información 0t de una seflal analógica, t Un recurso im- 
perfecto pero sencillo es tomar el limite superior 0t ^ W logfl + (S/Nu J, donde 


t Sanders (1960) proporciona un an&ll\ln mA.i completo. 







378 TEORÍA DE LA INFORMACIÓN Y LOS SISTEMAS DE COMUNICACIÓN 


(S/N) d y W son los parâmetros de la sefial despuês de la demodulación. Esto pro¬ 
porciona un limite superior en la eficiência, a saber, 


0.693 

<-log 


Mf)J 


( 10 ) 


Para mqdulación lineal de portadora suprimida (banda lateral única y doble banda 
lateral), se tiene ( S/N) D = y y tales sistemas se operan en forma normal con rela¬ 
ciones sefial a ruido de 30 a 40 dB. La eficiência correspondiente es sustancialmente 
menor dei 1 %, lo que no se esperaba, puesto que el ancho de banda de transmisión 
es relativamente pequefio. Por otra parte, la modulación analógica de banda ancha 
debe demostrar que es mejor, y de hecho lo es. 

Para FM (sin desacentuación) se puede demostrar que hay una relación de des- 
viación óptima, A 6pt w 2, dando 8 < 0.1; con A < 2 la pérdida de reducción de 
ruido de banda ancha disminuye la eficiência, mientras que para A > 2 el nivel 
de umbral superior equilibra la mejora de S/Ny de nuevo disminuye la eficiência. Es 
obvio que las técnicas de extensión de umbral mencionadas en la sección 7.5 serían 
benéficas aqui, puesto que ellas disminuyen el valor 7 -ésimo. En teoria, la FM con 
realimentación compresiva de frecuencia en el receptor (FMFB) es capaz de lograr el 
50% dei máximo de eficiência; en la práctica, son posibles las eficiências de 25 al 
30%. La modulación en posición de pulsos parece tener eficiências comparables a la 
FMFB gradas a su bajo nivel de umbral. 


Ejemplo 9.4 

Para aclarar las implicaciones de la ecuación (9), supóngase que se desea transmitir 
una imagen fija de Marte a la Tierra con S T = 10 Wz, % = 200 dB y N = 50°k. Si 
cl sistema tiene 100 % de eficiência ( 8 = 1 ), la velocidad máxima de información es 


s s 

% = IO 23 = 200 bits/s 

a> or _ 1 


Suponiendo que la fotografia se cuantifica en 200 x 200 = 4 x 10 4 elementos, te¬ 
mendo cada elemento uno de los 64 niveles posibles de brillantez, la información to- 
<al a transferirse es J = 24 x 10 4 bits (véase el ejemplo 9.1). Por lo tanto, el tiempo 
lolal de transmisión 7" debe ser 


J _ 24 x I0 4 

~à ~ 200 


1,200 s =20 min 


I a misión Mariner IV, empleando un sistema menos eficiente, pero práctico, nccesi 
ló 8 h para Iransmilir cada imagen. 
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9.5 PROBLEMAS 


9.1 


9.2 


9.3 


9.4 


9.5 


9.6* 

9.7* 


9.8 


9.9 

9.10 

9.11 


9.12 

9.13 


(Secc. 9.1) Enúnciense en palabras e interprétense los requisitos para/( ) en las 
ecuaciones dc la (1) a la (3). 

(Secc. 9.1) Se selecciona una carta en forma aleatória de una baraja de 52. Se le dice a 
usted que se trata de un corazón. ^Cuánta información (en bits) ha recibido usted? 
iCuánla información más se necesita para especificar en forma completa la car¬ 
ta? Respuesía : 2 bits, 3.7 bits. 

(Secc. 9.1) Calcúlese la cantidad de información que se necesita para abrir un candado 
cuya combinación son tres números, abarcando cada uno de 00 a 99. 

(Secc. 9.1) Una fuente produce seis símbolos con probabilidades V 2 , V 4 , Vg, Vig, V 32 
y */ 32 . Encuéntrese la entropia^. 

(Secc. 9.1) Una fuente tiene un alfabeto de tamafio m . Un símbolo tiene una probabili- 
dad e mientras que los otros son igualmente probables. Encuéntrese $ en términos de m 
y de e. 

(Secc. 9.1) Demuéstrese que x P, log 2 (l /mPj = $ -\og 2 m y empléese esto con el 
hecho de que ln v < v- 1 , para demostrar que $ < log 2 m. 

(Secc. 9.1) Supóngase que se dan nueve centavos, ocho de los cuales son buenos. La mo- 
neda restante es falsa y pesa más o menos lo que una buena. Dada una balanza sin 
calibrar, ^cuántas veces se necesita pesar en teoria para localizar la moneda mala y de¬ 
terminar si es ligera o pesada? (Sugerencia : La balanza tiene tres posiciones posibles, 
balanceada y desbalanceada sobre un lado o sobre el otro. La información promedio 
por pesada, es decir, la entropia, se aumenta al máximo si cada una de estas posiciones 
es igualmente probable. Aunque no es necesario, quizá se desee idear el procedimiento 
correcto de pasaje.) 

(Secc. 9.1) Una fuente de datos determinada tiene ocho símbolos que se producen en 
bloques de tres a una velocidad de 1 000 bloques por segundo. El primer símbolo 
en cada bloque es siempre el mismo (se presume que para sincronización); los dos lugares 
restantes se llenan con cualquiera de los ocho símbolos con igual probabilidad. ^Cuál es 
la velocidad de la entropia ^ ? Respuesta : 6 000 bits/s. 

(Secc. 9.1) Una fuente de datos determinada tiene 16 símbolos posibles y equiprobables, 
cada uno de 1 milisegundo (ms) de longitud. Los símbolos se envían en bloques de 15, 
separados por un pulso de sincronización de 5 ms. Calcúlese M. 

(Secc. 9.1) Una fuente de datos binados tiene P 0 = V 8 , P x = V 8 , e influencia intersim- 
bólica que se extiende sobre grupos de dos símbolos sucesivos tal que P(l/0) = V 4 y 
P( 0 / 1 ) = V 16 . Calcúlese la entropia condicional y compárese con W . 

(Secc. 9.1) En forma análoga a la ecuación (7), la entropia de una serial continua , se 
puede definir como 


Jf(x) 


J p(x) log p(x) clx 


donde p(x) es la función de densidad de probabilidad. Demuéstrese que esto es más una 
medida relativa que absoluta de información, considerando a (x) y 'd,W ( y ) euáiido 
y(t) -- Kx(t) y x(t) está uniformemente distribuída sobre [-1, 1]. 

(Secc. 9.2) Verifíquese que P( 1) - P( 0) en cl ejemplo 9.3. 

(Secc. 9.2) Un canal discreto sin ruido va a conducir información a una velocidad de 900 
bils/s. Dcterminese cl número mínimo de estados de canal que se requiere si r 200 o 
1 000 Respuesta: 23, 2. 
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9.14 (Secc. 9.2) Una fuente discreta produce los símbolos Ay B con P A = 3/ 4 y p a = i/ 4 a 
una velocidad de 100 símbolos/s. En un intento de acoplar la fuente a un canal binário 
sin ruido, los símbolos se agrupan en bloques de dos y se codifican como sigue: 


Símbolos agrupados Código binário 


AA 

AB 

BA 

BB 


1 

01 

001 

000 


Calculando la velocidad de entropia de la fuente y la velocidad de símbolos dei canal, 
demúestrese que este código no es óptimo pero es razonablemente eficiente. 

9.15* (Secc. 9.2) Considérese un canal binário con ruido que afecta a los símbolos de canal en 
bloques de tres, tales que se recibe un bloque sin errores o que hay exactamente un error 
en el primero, segundo o tercer dígito. Estas cuatro posibilidades son equiprobables. 

(a) Demuéstrese que # = r/3. 

(b) Idéese un código que produzca una transmisión exenta de error en M = 

9.16 (Secc. 9.2) En la figura P9.1 se indican en forma esquemática las probabilidades de 
error-pordígito y de no error para un canal binário no simétrico , es decir, P(0 recibido 
0 enviado) = a, etc. Demuéstrese que 



9.17 (Secc. 9.2) Se dice dei canal dei problema 9.16 que es inútil si a = 0. Justifíquese esto en 
forma matemática e intuitiva. 

9.18 (Secc. 9.3) Un canal discreto sin ruido tiene r = 10 5 . Investíguese la posibilidad de reem- 
plazarlo con un canal continuo que tenga B = 8 kHz y S/N = 31. 

9.19 (Secc. 9.3) Encuéntrese el tiempo mínimo que se requiere para transmitir 600 dígitos de- 
cimales en el canal continuo dei problema 9.18. Respuesta : 0.05 s. 

9.20 (Secc. 9.3) Un sistema dç comunicación determinado emplea*pulsos de RF con cuatro 
niveles de amplitud posibles. Si se desea una velocidad de información de 10 6 bits/s, 
icuál es el valor mínimo práctico para la frecuencia portadora f/l (Sugerencia : Recuér- 
dense Ias restricçiones dei ancho de banda fraccioTiario:) ' * 
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9.21 (Secc. 9.3) Estímese a M(T) para un canal telefónico típico con 5 = 3 kHz, S/N = 30 
dB y T = 3 min. 

9.22* (Secc. 9.3) Considérese el conjunto de sefiales de canal x/t) = senc (2 Bt — i), i = 0, ± 
1, ± 2, . . . Examínese la interpretación dei espado de la seftal y determínese el limite 
superior en superior en i para un espacio de D dimensiones. 

9.23* (Secc. 9.3) Un canal continuo tiene S/N = 63 y B = 1 kHz. Obtênganse limites numéri¬ 
cos en A/y T tales que M = 5 000 con P, < 10 -3 ~ + _1 °. 

9.24 (Secc. 9.4) Un ingeniero pretende haber diseflado un sistema de comunicación que da 
(S/N) d = 10 6 cuando (S/N) R = 3y£ r = 10 W. <,Le cree usted? Explíquelo. 

9.25 (Secc. 9.4) Un sistema ideal tiene $ = 4 y ( S/N) D = 40 dB. ^Cuál es el nuevo valor de 
(S/N) d si B t se triplica mientras todos los otros parâmetros permanecen fijos? Respues¬ 
ta: 72 dB. 

9.26 (Secc. 9.4) Repítase el problema 9.25 con B T cambiada a W/2 en vez de que se triplique. 

9.27 (Secc. 9.4) Un sistema de comunicación tiene B T = 5 kHz, = 30 dB, y ij = 10 -7 
W/Hz. Encuéntrese el mínimo valor teórico para S T que produzca ( S/N) D = 50 dB 
cuando W = 1 kHz. 

9.28* (Secc. 9.4) Considérese la eficiência de un sistema ideal con B r finito. 

(a) Demuéstrese que i = 0.693(^/5 r )/(2 áf/ ^ - 1). 

(b) Bosquéjese a $ contra B T I& y examínense las implicaciones de esta curva. 

9.29* (Secc. 9.4) Empleando la ecuación (10) y la regia de Carson, obténgase un limite supe¬ 
rior en ê en términos de A para sistema de FM (sin desacentuación) operando justo por 
encima dei umbral. 

9.30* (Secc. 9.4) Supóngase que se desea tener una transmisión de voz en vivo de Marte a la 
Tierra por medio de modulación por codifícación de pulsos binaria con f 3 = 8 kHz y Q = 
64. Estímese el requisito de potência en el transmisor de Marte empleando valores 
típicos en la ecuación (9). 
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SISTEMAS DIGITALES DE DATOS 
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Hasta alrededor de 1950, la transmisión analógica de sefiales era la única mercancia 
disponible de la industria de la comunicación, salvo, por supuesto, el telégrafo y el 
teletipo. Pero eso fue antes dei advenimiento de la autoínatización y de la revolución 
causada por los computadores. Hoy, se generan enormes cantidades de datos digita¬ 
les en el gobierno, el comercio y la ciência. Además, la necesidad de eliminar el ma¬ 
nejo manual y los errores humanos, condujo al concepto de los sistemas integrados 
para el procesamiento de datos. Estos desarrollos, con una tendencia creciente hacia 
la descentralización, hicieron de la transmisión y distribución de las seflales digitales 
la larea más vasta de la comunicación eléctrica. 

Mientras que de acuerdo con la teoria de la información es posible la transmi¬ 
sión de datos con mucha eficiência y virtualmente sin errores, la mayor parte de las 
aplicaciones sencillamente no justifica el costo y la complejidad que demanda un sis¬ 
tema de comunicación cercano al ideal. Esto no quiere decir que la teoria de la infor¬ 
mación no tenga cabida en el estúdio de la transmisión de datos, sino más bien que 
piiecle ser mejor hacer el trabajo ahora, en una forma menos que óptima, que espe- 
i ar hasta que los avances tecnológicos permitan una solución más compleja. En con- 
çmiencia, el diserto de un sistema práctico de datos es por lo general bastante prag¬ 
mático, basado en dos consideraciones elementales: la velocidad tosca de fuente en 
lígilos por segundo para diferenciaria de la velocidad de entropia en bits por segun- 
lo; y la seguridad buscada en la transmisión, es decir, la frccucncia tolerada de 
;rror. Antes de continuar, es quizá útil tcner cierto lacto para los valores típicos 
le cs las parâmetros. 
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Ruido 


Temporizaciôn 



FIGURA 10.1 

Sistema de datos en banda base 



V 

Así como las senales analógicas tienen un intervalo amplio de anchos de bali¬ 
da, también las senales digitales tienen un intervalo amplio de velocidad de bits, t 
dependiendo de la fuente y la aplicación. La salida de los dispositivos de teclado ma¬ 
nual, como el teleimpresor, raras veces es mayor de 100 bits/s. Las velocidades en 
telemetria pueden ser aún menores. En el extremo opuesto, una serial de TV a color 
en modulación por codificación de pulsos requiere, a groso modo, unos 100 
megabits/s. Se obtienen velocidades intermedias de 1 a 100 kilobits/s por medio de 
lectores de datos electromecánicos y electromagnéticos. Es común que los mejores 
sistemas de banda ancha tengan capacidades de velocidad de vários cientos de mega- 
bits por segundo. Pero la mayor parte de la transmisión digital se efectúa por medio 
de circuitos telefónicos de voz normales con velocidades limite de 1 000 a 5 000 
bits/s. 

A diferencia de la rapidez de seflalización, la cuestión acerca de la frecuencia 
aceptable de error resulta bastante confusa. Es obvio que los errores son de grave 
implicación en los sistemas de agrupación de computadores (en especial, si se ve 
afectado en forma adversa el equilibrio dei grupo de usted) mientras que los requisi¬ 
tos pueden ser menos exigentes si se están procesando datos en telemetria con instru¬ 
mentos de medición de un 10% de precisión. Para lo primero es probable que sea 
intolerable una probabilidad de error de 10 5 ; para lo último, una probabilidad dc 
10" 3 seria un desperdicio rayando en la extravagancia. No obstante, las probabili¬ 
dades de error dei orden de 10" 4 son representativas y adecuadas a muchas aplica¬ 
ciones. Se tomará este valor como guia para propósitos de comparación, sin olvidar 
su naturaleza arbitraria. 

En este capitulo serán examinados los sistemas digitales de datos, sus proble¬ 
mas y principios de diseno, a partir de donde se dejó, sección 4.5, con las técnicas de 
diseho en banda base, muchas de las cuales se aplican después a los sistemas dc mo¬ 
dulación digital. El capítulo se cierra con una introducción a la codificación para 
control de error. 
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Los elementos funcionales de un sistema de datos en banda base sc despliegan en la 
figura 10.1. Una fuente de datos que tenga un alfabeto dc /x dígilos posiblcs (o 


| Pgr qoiivcnciím, sc emplean en esle eapllulo los tOminos hit y ili^ihj hmaiin cn luiinn pamii 
inhfc, 
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símbolos) entrega r dígitos/s a un generador de pulsos que conforma la sefial analógica 

x(t) = X a k p s ^t - p s (0) = 1 (1) 

donde p s {t) es la forma de pulso normalizado y los a k representan a los dígitos de 
fuente. Después de pasar a través de un filtro de transmisión H T {f) y dei canal 
H c {f), la sefíal se contamina con el ruido aditivo, por lo que la sefíal más el ruido çn 
la salida dei filtro de recepción H R (f) es 

y(t) = Ç A k p(t n(t) (2) 

donde t d es el retardo total en tiempo y K R la amplificación, es decir, 

A k =K R a k p(0) = 1 

El convertidor A/D opera sobre y(t) muestreándola a los tiempos óptimos 

m 

= -|-'V 

r 

dando 

y(t m ) = + Y* ^kp( -) + w (0 ( 3 ) 

k*m \ r / 

en la cual el primer término representa al dígito m-ésimo, mientras que los otros dos 
términos son interferencia intersimbólica y ruido, respectivamente. Por último, el 
mensaje digital (más errores) se regenera comparando a y(t m ) con un conjunto de ni¬ 
veles de umbral. 

La ecuación (3) muestra dos aspectos de disefio dei sistema de banda base para 
una transmisión segura de datos, a saber, reduciendo el ruido y eliminando o redu- 
ciendo la interferencia intersimbólica. De manera adicional, si existe una restricción 
de ancho de banda, se puede desear aumentar al máximo la velocidad de sefializa- 
ción r para un ancho de banda de canal dado B o reducir al mínimo el ancho de ban¬ 
da que se requiere para una velocidad dada. Aqui se consideran estos aspectos. A 
menos que se establezca otra cosa, se presume que el ruido es gaussiano de valor me¬ 
dio cero con densidad espectral G(f) = 17 / 2 . La fuente se considera siempre como 
ergódica con dígitos equiprobables. 

Sistema de banda base ideal 

En la sección 4.5 se supuso que el canal era sin distorsión, con ancho de banda B, es 
decir, H c {f) = K H e~ cuando se incluye el retardo en tiempo. En conformidad, se 
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tomó la forma de pulso de banda limitada p,(t) = senc rt con r = B/2 y siendo 
H R (f) un filtro pasabajas ideal. Por lo tanto, la velocidad de seflalización es máxima 


r=2B 


(4) 


y no hay interferencia intersimbólica, puesto que 

p(t) = senc rí p i~y~) = |o 


m — k 
0 m ^ k 


También se supuso una sefíal polar con espaciamiento de nivel 2 A, es decir, 

= 

por lo que la potência de la sefíal recibida es 

S r =A 2 = 


ÍO, ±2^4, ±4^4,..., ±(fi — 1)^4 impar 
i ±A, ±3 A, ..., ±(// — 1 )A n par 


-n (p 2 -m 2 


(5) 


( 6 ) 


(7) 


Se demostró después que, con ruido gaussiano de valor medio cero, los niveles 
de umbral óptimos están a la mitad, entre los valores de A K y 



en donde a es el valor rms de n por lo que 


Así 


en donde 


cr 2 = n 2 = N = rjB = — 
2 


'^4\ 2 3 Sr _ 3 S _ 6 

pj ~ \i 2 — 1 t]B~ n 2 — 1 N ~ \i 2 - 1 9 


P 


A 


Sr 

rjr 


( 8 ) 


(9) 

( 10 ) 


Este sistema recibirá el nombre de sistema de banda base ideal , y su comportamiento 
sirve como un dato para comparaciones de sistemas —en especial en términos dei 
parâmetro normalizado p. 

Sistema de pulsos rectangulares—filtraje de integrado y descarga 

Oracias a su forma de pulso muy especial, el sistema ideal obtiene la máxima rapidez 
de sefíalización cn un canal de banda limitada. Pero si no existe restricción de ancho de 
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banda, en la misma forma se podrían emplear pulsos rectangulares que no se 
traslapen 

Ps (t) = nQ x<X (íi) 

los cuales son mucho más sencillos de generar. Recordándo lo estudiado de las on¬ 
das binarias aleatórias (Ej. 3.7), (Sec. 3.5), se desprende que el ancho de banda dis- 
ponible debe ser B 1/t ^ r para impedir que los pulsos se contaminen y evitar la 
influencia íntersimbólica. Sin embargo, esto no significa que el filtro de recepción 
deba estar abierto de par en par para que se Ilegue a un excesivo ruido de salida y a 
altas frecuencias de error. Es claro que el elemento sobre el que gira tal sistema es 
el cual se debe diseflar para que reduzca al mínimo en forma simultânea el 
ruido y la influencia íntersimbólica debidos a la contaminación a la salida dei filtro. 

En cuanto al ruido, se sabe que un filtro acoplado tiene el efecto deseable de 
aumentar al máximo el pico de un pulso de salida en comparación con el ruido rms. 
En consecuencia, recurriendo a la ecuación (12*), (Sec. 4.4), supóngase que la res- 
puesta al impulso dei filtro de recepción es 

h R {t) = n|—(12) 

conforme se bosquejó en la figura 10.2a para t 0 = r/2. Para analizar el comporta- 
miento se supondrá una sefial binaria y se despreciará cualquier distorsión o retardo 


i 


j— h — 

0 r 


ia) 


0 


FIGURA 10.2 


Filtrajc acoplado, (a) Respuesta al impulso; 
{b) pulso rccibido; (c) salida dc filtro aco¬ 
plado 



U'I 


0 


t 
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en la transmisión, por lo que el pulso fc-êsimo a la entrada dei receptor es de la forma 
± flll[(í - k/r)/ r], (Fig. 10.2b). Convolucionando con h R (t) se produce un pulso 
triangular de altura ± ar y anchura 2r (Fig. 10.2c), es decir, 


A k p 



±A^~ 


tp - k/r 


A = az 


(13) 


Es obvio que los tiempos óptimos de muestreo son ahora t m = {m/r) + t$ ( en l° s 
cuales se debe agregar cualquier retardo en tiempo (*), y no existe interferencia inter- 
simbólica, puesto que p(t — k/r) = 0 para \t — k/ r\ > l/r si r < l/r. 

Suponiendo el muestreo a los tiempos óptimos, la probabilidad de error es p. 
= Q{Aó) para el caso binário sujeto a examen. Pero de la ecuación (12a), (Sec. 
4.4) (A/a) 2 = 2E R /i] en donde E R es la energia en el pulso recibido. Con pulsos bi¬ 
nários polares rectangulares, E R = (± a) 2 r = S R /r,y 



2£* = 2S* 

t] rjr 


(14) 


expresión idêntica a la ecuación (9) con n = 2. El análisis que es similar para el caso 
/i-ario demuestra que la ecuación (9) aún es válida, y se concluye que la frecuencia de 
error de un sistema de pulsos rectangulares es casi tan buena como en un sistema ideal, 
siempre y cuando el filtro de recepción se disefle de conformidad con la ecuación 
( 12 ). 

Desafortunadamente, esa condición resulta ser un obstáculo, porque no se 
puede sintetizar una respuesta al impulso rectangular en forma perfecta, y todas las 
aproximaciones tienen colas que decaen, las cuales originan interferenca intersimbó- 
lica. Pero, por lo general, existe más de una forma de resolver un problema y en re- 
lación con la figura 10.2c se demuestra que la parte posterior dei pulso triangular 
después d e t = t 0 + K/r es innecesaria. Por lo tanto, supóngase que simplemente se in¬ 
tegra cada pulso entrante y que después se restablece o “descarga” el integrador 
y en forma inmediata al tiempo de muestreo. Este filtraje de integrado y descar¬ 
ga se ocupa dei problema de la interferencia íntersimbólica (como se ilustra en la 
Fig. 10.3c) y permite el mismo valor máximo de A/a. La figura 10.3b es la realiza- 



Filtrujc dc iiilcgrmlo y tlcsLiirga. (a) Formas 
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ción dei circuito; si RC » l/r, la salida aparece en forma lineal sobre la duración dei 
pulso de entrada hasta que el cierre momentâneo dei interruptor descarga al capaci- 
tor y restablece la salida en cero. No es necesario decir que el muestreo y la descarga 
se deben sincronizar con sumo cuidado. Aún así, el filtro de integrado y descar¬ 
ga representa de manera virtual el único caso donde el filtraje acoplado se acerca con 
bastante aproximaciòn en la práctica. 

EJERClClO 10.1 Considérese un sistema de pulsos rectangulares con r = l/ 2 r y 
un filtro de recepción que es un filtro pasabajas RC sencillo sin interruptor de des¬ 
carga. Suponiendo que RC sea suficientemente pequefio como para que la interfe¬ 
rência intersimbólica sea despreciable, demuéstrese que 

(A\ 2 25o 

(?) =WiÍc, = 4SCrM 

¥ 

Evalúese 4RC tal que los pulsos de salida decaigan a 0.001 de su valor máximo por 
el siguiente tiempo de muestra. Respuesta: 0.58. 

Formación de pulsos de Nyquist 

Entre los extremos de los pulsos senc (B = r/2) y los rectangulares (B » r), existe 
un compromiso que hace posible el empleo de los pulsos de formación de Nyquist, 
pulsos de banda limitada en B > r/2 que tienen cruzamientos cero periódicos para 
eliminar la interferencia intersimbólica. Se considerará sólo el caso de r/2 < B < r, 
el cual es dei mayor interés práctico y para el cual se puede presentar el teorema de la 
simetria residual de Nyquist, como sigue:| Sea 


con 


Entonces 


n/) = w)]* 



(15a) 


W)= 0 \f\>P< r -z 

(156) 

f P,U)df = p£ 0) = 1 

J - 00 


p(t) = & 1 [P(f)} = p fi (t) senc n 



k = 0 
k # 0 


(16a) 
(16 b) 


t Vèase Lucky, Salz y Weldon (1968, Cap. 4) para el enunciado general y Ia demostración dei crité¬ 
rio de Nyquist, asi como la con formación especializada de pulsos conocida como respuesta par¬ 
cial o duobinaria que acepta en intercâmbio cantidades controladas de interferencia inlcrsimbôli- 
ca para scílalización más rápida. 
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y P(f) es de banda limitada en B = (r/2) + 0 < r por lo que 

r = 2B - 0 

La demostración de estas aseveraciones debe ser autoevidente. 

Un número infinito de funciones satisfacen las condiciones anteriores, inclu- 
yéndose el caso ideal p(t) = senc rt ; es decir, si p e (f) = ô(f) entonces p fi (t) = 1,0 
= 0, y r = 2 B. Una de estas funciones tiene la característica de frecuencia de caída 
senoidal o de subida cosenoidal como se ve en la gráfica de la figura 10.4a. En forma 
analitica, 


/>,(/)-^c°sg n (i) 0<f<'~ (17.) 


por lo que 


/I 

r 


p(/)= 7 cos 2 5 ( 1/| -^ + ^) 


l/i <- 2 -P 
r 2 -P<\f\+ P 


(17 b) 


0 


l/l >2 +P 


y los filtros de formación de pulsos que se requieren resultan ser relativamente fáci- 
les de sintetizar de manera aproximada. Las correspondientes funciones dei tiempo 
son 


cos 2nBt 

p(t) = - 77—2 senc rí 


1 - (W 
senc 2 rt 
1 - ( 2 rí ) 2 


P = - 


(18a) 

(186) 




Formación dc pulsos dc Nyquist. (a) Es¬ 
pectros; (b) funciones dei tiempo. 
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t 

0 

FIGURA 10.5 -l 

Forma de onda en banda base para 10110100 
empleando pulsos de Nyquist con & ~ r/2. 

i 

mostradas en la figura 10.46 para /? = /•/4 y r/2 con senc rt. Nótese que las oscila- 
ciones anteriores y posteriores de V(t) decaen en forma más rápida que las de senc 
rt; esto significa que la sincronización será menos crítica que en un sistema de pulsos 
seno, puesto que unos modestos errores de temporización no originan grandes canti- 
dades de interferencia intersimbólica. í 

Una inspección más a fondo revela otras dos propiedades convenientes de p (f) 
cuando (3 — r/2, el ancho dei pulso a la mitad de la amplitud es exactamente igual al 
espaciamiento entre pulsos l/r, y hay cruzamientos cero adicionales en t = ± 3/2r, 
± 5/2 r, . . . En consecuencia, una seflal digital polar construída con tales pulsos 
los centros de pulso dondequiera que haya un cambio de polaridad. La figura 10.5 
ilustra esto para el mensaje binário 10110100. Estos cruzamientos cero se pueden 
emplear después para generar una seflal de temporización para efectos de sincroniza- 
ción, haciendo obvia la necesidad de transmitir la información de temporización por 
separado. Nyquist demostró que p(t), por la ecuación (186), es la única forma de 
pulso de banda limitada que posee todos estos aspectos convenientes. Pero al precio 
de una reducción dei 50% en la veloddad de seflalización, puesto que r = B en vez de 2 B. 



Filtros terminales óptimos ★ 

Ahora considérese el diseflo general de un sistema de banda base que emplee pulsos 
de formación de Nyquist; es decir, que la forma de los pulsos de salida tengan la for¬ 
ma de la ecuación (16). Con referencia a la figura 10.6, la seflal de entradax(t) = L k 
o k Ps(t — k/r) se filtra por medio de H T (f) produciendo la potência tr ansmi tiria 
promedio S T ; en el extremo receptor la seflal más el ruido pasan a través de H R (f) 
dando la salida y(t) = X k A k p{t - t d - K/r)n(t). si p s (t), S T , H c (f), G(f), y p(t) 
estân especificados, se necesita encontrar Ht{J) y H R (J) tales que se reduzca al 
mínimo a ri 1 /S T y así se aumente a (A/a) y se reduzca P.. La estratégia dei filtro 
acoplado no se aplica aqui porque se ha especificado la forma de pulso de salida. En 
vez de eso, el análisis seguirá los lineamientos de la sección 4.3, en donde se deduje- 
ron los filtros terminales óptimos para transmisión analógica. 

Puesto que se dan p(t) yp s (t), una restricción en el diseflo es 

P S {f)H T (f)H c {f)H R (f) = K R e-j‘°'-P(f) (19) 


t Por otra parte, Ekfrn Akp[m - k)/r) puede ser en rcalldad limitada si p(() - senc (r + t)í 
en donde e ei un error pequeno en la veloddad de senalIzaclAn. 
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G(f) 



FIGURA 10.6 


donde P{f) = & [p (01 > etc. La segunda restricción comprende la potência transmiti¬ 
da S T la cual se calcula encontrando la potência promedio en una función muestra y 
tomando después el promedio de ensamble, siendo necesaria esta técnica indirecta 
porque los pulsos no son necesariamente ortogonales. Prosiguiendo con el cálculo, 
la seiíal en la salida de Hjif) es 'L k a k p 7 (t — k/r) donde pj{t) = f “ 1 [//i<AP,(/)], por 
lo que 


,. M M .M/r / k \ / m \ 

= lím ^ I I PT\t--)pT[t-—)dt 

2M k= m= -M ^ — M/r \ Tf \ T / 

Si los dígitos de fuente son estadísticamente independientes 


E [a k aj = 


m = k 
m ^ k 


_ ,00 _ -OO 

S T = ra 2 I p T 2 (t) dt = m 2 f \H T {f)P s {f)\ 2 df (20a) 

^ — 00 “ — oo 

en donde, puesto que A k = K R a k9 


K , 


A 2 (ii 2 - 1 )A 2 

a 2 = — = ; (20A) 


3 K r 


lo cual procede de la ecuación (7) aun cuando S R puede no ser igual a A 2 , Como para 
la potência de ruido de salida, 

— r 00 

N = o 2 =n 2 = \H r U) \ 2 G( f) df ( 21 ) 

^ - OO 

Combinando las ecuaciones (19), (20) y (21), se elimina a H T (f) para obtencr 


íí 


3S, 


U> ~ Ur 


f \H R (f)\ 2 G(f)dff 


\P(f)\ : 


, I "c (/)//«(./ )l' 


úf 


el produeto dc las inlegrales tiene una forma como la de la ecuación (11), (Sec. 4.3). 
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Empleando la desigualdad de Schwarz en la misma forma, el producto se simplifica 
cuando 


i^(/)i 6Pt 2 
i^(/)i 6P , 2 = 


K\P{f)\ 

K R 2 \P{f)\G l ' 2 {f) 

K\P s(/)| 2 1 ff cif) \ 


(22 a) 

(22 b) 


en donde K es una constante arbitraria. Éstas se pueden comparar con los filtros ter- 
minales óptimos para transmisión analógica, ecuación (13), (Sec. 4.3). Como en- 
tonces, los commientos de fase de los filtros son arbitrários, siempre y cuando se 
satisfaga la ecuación (19). 

Con, los filtros óptimos 



3 S T 

Õ? - l)r 



l'P(/)|G 1/2 (/) 

|H C (/)| 



(23) 


En el caso de ruido blanco y un canal sin distorsión, sustituyendo a G(f) = r//2 y 
\H c (f)\ = K* se tiene 



6 K r 2 S t 
(H 2 - l)rjr 


í \P(f)\ df 

d — m 


(24) 


Pero K r 2 S t = S R cuando el canal es sin distorsión, y los pulsos de formación de Ny- 
quist, por la ecuación (17), tienen J* m \P{f)\df = 1, por lo que 

!A\ 2 6S R 6 

W/mta (/-l )nr t?-l V 


Así, el comportamiento dei sistema es de nuevo idêntico a uno ideal de banda base. 

EJEMPLO 10.1 

Para aclarar estos resultados, tómese el caso de ruido blanco y un canal sin distor- 
ción con p.(t) = n(í/r), r = l/r, y p(t) dados por la ecuación (18ó). Entonces 


s 
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Insertando éstas en la ecuación (22) y prescindiendo de las constantes de propor- 
cionalidad, se tiene 

'"«</>'-os(IMé) 

como se ve en la gráfica de la figura 10.7. Nótese la ligera elevación de alta frecuen- 
cia en \H T (f )\; si r « l/r, esta elevación es despreciable y \H T (f )\« \H R (f)\ por lo 
que un diseflo sirve para ambos filtros; una ventaja de producción cuando se van a 
implementar muchos de estos sistemas. 

Igualación 

Sin importar la forma de pulso que en particular se escoja para la sefial digital de 
banda base, ocurre inevitablemente cierta cantidad de interferencia intersimbólica 
residual, que obedece a un diseflo imperfecto de filtros, a un conocimiento in¬ 
completo de las características dei canal, etc. En consecuencia, a menudo se inseria un 
filtro de igualación ajustable entre el filtro de recepción y el convertidor A /D, en parti¬ 
cular en sistemas conmutados en donde no se conocen de antemano las características 
específicas dei canal. Tales igualadores que se asemejan a un “trapeador”, por lo gene¬ 
ral toman la forma de una línea de retardo con derivaciones o filtro transversal analiza- 
do antes cuando se vio la distorsión lineal en la sección 4.2. Sin embargo, la estratégia 
para e squematizar este tipo de igualación es algo diferente y merece que se le considere 
aqui. 

La figura 10.8 muestra un igualador transversal con 2 M + 1 derivaciones y un 
retardo total 2 M/r. Si p(t) es la forma dei pulso de entrada, entonces la salida 
igualada es 


Peq (0 = 



m + M 
r 


) 



„ ,2M 

Retardo total — 




(26) 


FIGURA 10.8 
Igualador traimvenal 
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Suponiendo que p(t) tiene su pico en t = 0 e interferencia intersimbólica en ambos 
lados, a los tiempos de muestreo en la salida se les debe tomar como 

k + M 


M / Is tfi\ 

PtqOk) = Z C mP\ -) ( 27 ) 

La ecuación (27) tiene la forma matemática conoçida como convolución discreta . 

En forma ideal, seria bueno tener 

, ._íl k= 0 

p eq Vk) |o k ^ o 

eliminàndose con ello, por completo, la interferencia intersimbólica. Pero esta con- 
dición no es posible conseguiria porque sólo se tienen 2 M + 1 variables disponibles, 
o sean, las ganancias de derivación c m . Además, la colocación óptima para estas ga- 
nancias no es obvia de manera inmediata. Una aproximación es situar los c m tales 
que 

Peq(tk) = |o lc = ±1, ±2,..., ±M (28) 

lo cual, con la ecuación (27), da lugar a 2 M + 1 ecuaciones lineales simultâneas que 
se pueden resolver par los c m ’s. La ecuación (28) describe a un igualador deforza - 
miento cero y puesto que p (t k ) tiene M valores cero en cada lado. Esta estratégia es 
óptima en el sentido de que reduce al mínimo el pico de la interferencia intersimbóli¬ 
ca, y tiene la ventaja adicional de la sencillez. Se conocen otras estratégias que son 
óptimas, pero en un sentido diferente. 

Cuando no se conocen de antemano los valores de p[(k — m)/r], las ganan¬ 
cias de derivación se deben situar empleando un proceso iterativo y un critério 
de error; es decir, empezando con una posición inicial, se transmite un pulso, se mide el 
error, se restablecen las derivaciones, y la operación se repite una o más veces. Lo in¬ 
cómodo, de manera obvia, de este procedimiento, lleva aparejado un considerable 
interès en los igualadores automáticos o de adaptación que se ajustan a sí mismos 
empleando mediciones de error derivadas de la sefíal efectiva de datos.tLa iguala- 
ción de adaptación tiene un especial valor cuando las características dei canal cam- 
bian con el tiempo. 

La igualación de trapeado (fija o de adaptación) presenta el efecto de que 
incrementa algo la potência de ruido en la entrada dei convertidor A/D . Pero por lo 
general, ese efecto queda más que compensado por la reducción de la interferencia 
intersimbólica. 


por lo que 

i 


t En Lucky, Sal/ y Weldon (1968, Cap. 6) se analizan los algoritmos para ajuste de igualadores y la 
implemcnlación de la igualación de adaptación 
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pU> Peq( 0 




Ejemplo 10.2 

Se va a diseflar un igualador de forzamiento cero y tres derivaciones (M = 1) para el 
pulso distorsionado p(t) de la figura 10.9a. Las ganancias de derivación se calculan 
con facilidad expresando las ecuaciones (27) y (28) en la forma matricial 


' 1.0 

0.1 

0 . 0 " 



" 0 " 

- 0.2 

0.1 

1.0 

- 0.2 

0.1 

1.0 

c o 

S \ - 

— 

1 

0 


Por lo tanto, 


= -0.096 Co = 0.96 c x = 0.2 

y los correspondientes valores muestra p cq (t) se pueden ver en la gráfica, en la fi¬ 
gura 10.9Ó con una curva interpolada. Como se esperaba, existe un cero a cada lado 
dei pico. Sin embargo, el forzamiento cero ha producido alguna pequefla interferen¬ 
cia intersimbólica en puntos muy afuera de donde el pulso no igualado fue cero. 

Sefialización binaria contra /t-aria 

Hasta ahora se han tomado los valores de r y fi conforme los dieta la fuente. Pero es¬ 
ta limitación no debe ser motivo de preocupación mientras que la velocidad de infor- 
mación en la transmisión surta los datos fuente. Un conocimiento superficial dc la 
teoria de la información ayuda a poner esto en forma cuantitativa. De munem 
específica, si los parâmetros de fuente son r y fi 9t entonces la velocidad de informa 
ción de la fuente es 


:*V rs /',s 


hí t s/s 
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mientras, que despreciando los errores, el sistema tiene capacidad 

= r log 2 n bits/s 

En consecuencia, el diseiiador debe seleccionar cualesquier de los valores conve¬ 
nientes de r y fi siempre y cuando > M s . 

Si la potência se tiene en alta estima y no así el ancho de banda, se debe emple- 
ar el valor más pequefto de fi —es decir, sefialización binaria . Puesto que #= r cuan¬ 
do ^ = 2, y puesto que B > r/2, el ancho de banda que se requiere es 

B > yim s (29) 

La extensión en que se excede el ancho de banda disponible de ^,/2, indica la canti- 
dad de flexibilidad de que dispone el diseiiador en la selección de la forma de pulso. 
Suponiendo ruido blanco gaussiano y filtros óptimos para la elección de la forma de 
pulso, el requisito de potência de la sefial st calcula de la probabilidad deseada 
de error P, por medio de 



lo cual procede de las ecuaciones (8) a la (10) con /x = 2 y r = @ s - 

Por otra parte, el ancho de banda se reduce al mínimo si se toma a /x como el 
valor más grande posible, puesto que r = ^,/log 2 /x. En conformidad, se debe en¬ 
contrar el mayor valor de yx tal que 


Entonces 


«*> 


B> 


21o g 2 ^ n 


(32) 


en donde para la obtención dei limite inferior se incluyen pulsos senc. 

En cualquier caso, se debe dar una traslación apropiada de código en transmi- 
sor y receptor siempre que fi /x 5 . Esta codificación sólo sirve para crear un mejor 
acoplamiento entre la fuente y el canal, y no se debe confundir con la codificación 
para control de error o la codificación que disminuye la redundância en los mensajes 
dc fuente. 


EJERCICIO 10.2 Un computador determinado produce dígitos octales (/x, = 8) a 
una velocidad de 10 000 por segundo. Si el ancho de banda disponible es de 20 kHz y 
t; = 5 x 10 - 8 W/Hz, selecciónense los parâmetros apropiados dei sistema tales que 
p m <; 10 4 . Respuesta: fi = 2 y r = 30 000; la forma de pulso la da la ecuación (18a) 
con (3 <> 2B - r m 10 kHz; S N ;> <3.7) 2 iy :# iV /2 - 2.1 mW. 
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Otras consideraciones de diseno 

Hay otros numerosos factores que, de manera bastante apropiada, deben ser consi¬ 
derados importantes al diseflar sistemas prácticos de banda base. Uno de éstos es el 
ruido de impulso , o sean, los pulsos esporádicos causados por tormentas eléctricas y 
equipo de conmutación que pueden constituir un problema particularmente molesto 
para la transmisión de datos por medio de circuitos telefónicos. Otros factores inclu¬ 
yen métodos de sincronización, remoción y restauración de CD para sistemas de 
acoplamiento de CA, y diferentes técnicas de codificación de línea. 

Sin embargo, cada uno es en sí mismo, un tema especial y se deben omitir aqui 
en ateríción a los de interés más general. El estudiante encontrará suficiente material 
de literatura profesional en la lista de lectura suplementaria seleccionada, la cual 
constituye una guia y punto de partida. 

10.2 MODULACIÓN DIGITAL: (ASK), (FSK) Y (PSK) 

Así como existe una multitud de técnicas de modulación para sefiales analógicas, 
también la información digital se puede imprimir sobre una onda portadora de 




f oi mas dc onda dc modulación digital para el mensaje binai io 10110100 ( a ) Manipulación poi coi i imieii 
lo dc amplilud; (h) manipulación por corrimicnlo de trccucncia; (r) manipulación poi eoiiimienlo dc 
lasc, O/) doble banda lalcial con lormación dc pulsos cu banda base 
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muchas maneras. Esta sección se ocupa de los tipòs básicos y algunas de sus variantes, 
recurriendo a los resultados de la sección anterior aunados a la teoria de la infor- 
mación de los capítulos 5 al 7. Se recalcará principalmente lo relativo al comporta- 
miento dei sistema en presencia dei ruido, es decir, las probabilidades de error como 
una función de p. En la mayor parte se concentrará la atención en las seflales bina¬ 
rias; la extensión a las seflales parias no es en forma conceptual difícil, pero ello in- 
volucra el ^mpleo de matemáticas más arduas. 

Dado un mensaje digital, la técnica de modulación más sencilla es la manipula¬ 
ción por corrimiento de amplitud (ASK), donde la amplitud de la portadora se con- 
muta entre dos o más valores, por lo general el puesto (on) y el fuera (off) de las 
seflales binarias. La onda modulada resultante consiste entonces de pulsos de RF o 
marcas , que representan al binário I, y espacios , que representan al binário 0 (Fig. 
10.10a). De manera similar, se podría manipular la frecuencia o la fase (Figs. 10.10Ó 
y c) dando la manipulación por corrimiento de frecuencias (FSK) o la manipulaciôn 
por corrimiento de fase (PSK). Estos tipos de modulación corresponden a la AM, 
FM y PM respectivamente, con una seflal modulante de pulso rectangular. Claro 
que el precio de esta sencillez es una ancho de banda de transmisión excesivo; es de¬ 
cir, B t » r. La manipulación por corrimiento de amplitud también tiene potência 
desperdiciada en la portadora, tal como la AM analógica. 

El ancho de banda de transmisión se puede reducir si los pulsos se conforman 
(limitados en banda) antes de la modulación. Por ejemplo, la figura lOAOd es la ver- 
sión modulada a doble banda lateral de la seflal de banda base de la figura 10.5 y 
tiene B T = 2B = 2 r. El ancho de banda mínimo posible es B T & r/2, correspondiente 
a pulsos senc en banda base y modulación de banda lateral residual. Otros tipos de 
modulación incluyen la FM, la PM y VSB + C formados en banda base. f La mo¬ 
dulación de banda lateral única no es factible por las razones expuestas en la sección 
5.4. 

No obstante la cantidad de opciones de modulación, el análisis de comporta- 
miento depende principalmente dei tipo de demodulación o detección, de las cuales 
hay dos tipos principales: la detección coherente (sincrónica) y la detección no cohe- 
rente (de envolvente). La detección no coherente es la más sencilla de implementar y, 
hablando en términos generales, se emplea asociada con la manipulación por corri¬ 
miento de amplitud y manipulación por corrimiento de frecuencia. Tales sistemas, 
por lo general, incorporan filtros acoplados (de integrado y descarga) puesto que la 
seflal modulada consiste de pulsos rectangulares. La detección coherente se emplea 
para manipulación por corrimiento de fase, doble banda lateral y banda lateral resi¬ 
dual, con filtros terminales acoplados o bien óptimos o cercanos a éstos. 

Se analizarán los sistemas de modulación digital coherentes y no coherentes 
más importantes. Sin embargo, es útil primero examinar las propiedades estadísticas 
de una sinusoide contaminada con ruido pasabanda, esa situación que es común a 
Iodos los casos. 


| Croisler y Pierrcl (1970) han ideado una alternativa prometedora que ellos designun como mociu 
lación diyiíut de ceo 
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FIGURA 10.11 



Envolvente y fase de una sinusoide más ruido pasabanda 

Considérese un sistema de modulación digital con frecuencia portadora/ c . En el re¬ 
ceptor, la seflal se contamina con ruido blanco, despuês se pasa a través de un filtro 
pasabanda H R (f) centrado en / c , figura 10.11. El ruido pasabanda de salida es, de la 
sección 7.3 

n{t) = nft) cos ( co c t + 6) — n q {i) sen(a) c t + 6) {\à) 

= R n {t) cos [a> c t + 0 4- </>„(/)] (lá) 


en donde se ha incluído una fase constante arbitraria 0. Recuêrdese que las compo¬ 
nentes en fase y cuadratura n^t) y n q (t) son variadas gaussianas de valor medio cero 
independientes con 


mientras que la envolvente R n 
lidad de Rayleigh 


^ = ^ = -2 =N= lf , 

Z * — 00 

Hn(f)\ 2 df 

(2) 

x/”; 2 + n q 2 ti ene función de densidad de probabi- 


R„>o 


— InN 


(3) 

Wt- 

R? = 2 N 



en tanto que la fase <t>„ = arctan(n,/ n q ) está uniformemente distribuída sobre | </>„ | 

< 7T. 

En ausência de ruido, sea la seflal modulada en la salida de H R (f) de la forma 


KrXÀO = A k cos (o) e ( + <f) k ) í 

i 

donde A k y/o </>* representan el dígito de mensaje fc-ésimo. Tomando a 0 </>* cn In 

ecuación (1), la seflal más el ruido es 

y(f) \A k 4 A7,(/)] cos {<o i2 i I - <j> k ) - //,,(/) sen(<<>, / l </>,,) H</l 

H{f) cos |ff) ( / I r/> A ) ('!/») 
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en donde 


R 2 = ( A k + Az,) 2 + n 2 cj) = arctan ——— (5) 

A k + n v 

La ecuaçión (5) relaciona la envolvente y la fase de una sinusoide más ruido pasa- 
banda con la sefial y los componentes de ruido, y se tiene interès de manera 
específica en las funciones de densidad de probabilidad de R y 0. 

Antes de profundizar en detalles, especúlese sobre la naturaleza de p R (R) y 
Pt(4>) bajo condiciones extremas. Cuando A k = 0, R y </> se reducen a R n y 0„, la en¬ 
volvente y la fase dei ruido solo, los cuales tienen funciones de densidad de probabi¬ 
lidad de Rayleigh y uniforme, respectivamente. En el otro extremo, si A k » ^//V, R « 
A k + rii y <t>&n g /A k por lo que ambas serán aproximadamente gaussianas. Puesto 
que A k 2 es proporcional a la potência de la sefial S R , este caso corresponde a S R /N » 1. 

Para casos intermédios se sigue el procedimiento que condujo a la ecuación 
(11), (Sec. 7.3), sustituyendo a n { por A k + v t . Esto origina la función de densidad 
de probabilidad conjunta 


p(R$) 


R 

2nN 


e ~(R 2 ~2A k R cos<f> + A k 2 )/2N 


( 6 ) 


con R > 0 y | </> | < ir por definición. Diferente al caso dei ruido pasabanda solo, el 
término producto R cos $ en la ecuación (6) significa que R y <f> no son 
estadísticamente independientes. La separación de p R (R) y p 0 (</>) requiere, por lo 
tanto, integración, es decir, 


Pr(R) = f P(R,4>) d(f> 

J -n 


R 

N 

R 

N 


e ~(R 2 +A k 2 )/2N 

2 n 



(A k R/N) cos <j> 


d(j) 


~(R 2 +A k 2 


)/2 »I 



R> 0 


( 7 ) 


en donde 7 0 es la función de Bessel modificada de primera clase y de orden cero. La 
ecuación (7) se conoce como la distribución de Rice ; su apariencia formidable quizá 
sea desalentadora, y además no es una función trivial. Por fortuna, muchos sistemas 
satisfarán la condición de sefial grande A k » J~N para la cual L(A k R/N)x 
y N/2izA k Re A - R/N . Por lo que, si S R /N » 1, 


n ,<(!<) 


(K-A k )*/2N 


'2nl k N 


R > 0 


(«) 
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la cual es en forma esencial gaussiana con R = A k y a R 2 = N. Esa condición procede 
dei hecho de que R/2irA k N « 1/2%N en la vecindad de R = A k en donde p R (R) 
tiene la mayor parte de su área. 

Volviendo a la fase, se puede encontrar a p^(<t>) de manera exacta, integrando 
la ecuación (6) sobre R = 0 a oo; la integración es algo larga y el resultado es 
analiticamente engorroso —(véase el Prob. 10.14). Consistente con S R /N » 1, ello 
simplifica a 

p^.^cos^-— 2 - 4 >\ < (9) 

la cual para valores pequefios de <£, se aproxima a gaussiana con 4> = 0 y <t> 2 = 
N/A k 2 . La ecuación (9) se invalida para |</> | > tt/ 2 (ipor qué?), pero la probabilidad 
de ese evento es pequefia pues tiende a desaparecer bajo la condición supuesta. 

Manipulación por corrimiento de amplitud no coherente 

Poniendo los resultados anteriores a trabajar, se empieza con la manipulación por 
corrimiento de amplitud binaria no coherente. Se supone que las formas de onda 
recibidas se asemejan a la figura 10.10a con r = l/r y f c » r. Si E R es la energia en 
cada pulso marca recibido (representando a I), entonces la potência promedio de la se¬ 
fial es S R = 1/2 rE R puesto que las marcas y los espacios son igualmente probables. 

El sistema de detección de un filtro pasabanda (o uno de integrado y descarga) 
acoplado a los pulsos marca de RF, es decir, 


h R {t) — cos (ú c t U[r(t — / 0 )] (10) 

seguido de un detector de envolvente y un convertidor A/D, (Fig. 10.12). Cuando se 
recibe un pulso marca, la salida filtrada es un pulso triangular de RF con valor pico 



Así, en los tiempos óptimos de muestreo, la envolvente tiene A k = A o 0 (el no pulso 
o la salida espacio). La potência de ruido filtrada es 

2 J-oo 2 J - oo 4r 

por lo que 



en donde p = S R /i}r como antes. 

LI cálculo de la probabilidad de error comprende dos funciones de densidad do 
probabilidad: cuando se envia un 0 o un espacio, la envolvente resultante tiene una 
lunción de densidad de probabilidad de Rayleigh, p(R/A k 0) pR n (R„)\ cuan 
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G(f) = % 



FIGURA 10.12 


Dejección no coherente de manipulación por 
corrimiento de amplitud. 


do se envia un 1 o una marca, p(R/A k = A) tiene una función de densidad de pro- 
babilidad de Rice. La figura 10.13 muestra las dos funciones de densidad, suponien- 
do p » 1 por lo que se puede emplear la ecuación (8) para p(R/A k = A ). Es eviden¬ 
te que el nivel de umbral de decisión dei convertidor A / D se debe situar entre 0 y A , 
pero el mejor valor no es necesariamente A/2 . En relación con esto, no existe un 
umbral “mejor” en el sentido de igualar aP el ya P €Q y reducir al mínimo en forma 
simultânea a P*. El mínimo de P e se consigue tomando el umbral donde se intersecan 
las dos curvas (jexplíquese esta aseveración!), lo cual resulta ser en forma aproxima¬ 
da (A/2) VI + (2 /p). 

Por lo general, el umbral se sitúa en A /2 lo cual es cercano a lo óptima si 
P » 1. Entonces 


= 


í PR n ( R n) dR n = e 
J Al2 


-A 2 / 8N 


= e 


-p/2 


(14 a) 


mientras que 



A 

Umbral òpiíino 

FIGURA 10.13 

Funciones dc densidad de probabilidad para detección no coherente de la manipulación 
por corrimiento de amplitud. 
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en donde la aproximación es el área de - oo a A/2 de una gaussiana con ~K = Ay 
a R 2 = N. Introduciendo la expresión asintótica para Qisfp), ecuación (10), (Sec. 
3.5), da 


P eiK -±=re-n 2 (146) 

resultando asi el hecho de que P n « P #0 cuando p » 1. Por último, 

R e = R 0 R eo 4" P\Pe\ 



Para comparar este resultado con la transmisión de banda base con las mismas 
condiciones, se tiene de la ecuación (8), (Sec. 10.1), con p » 1, 


P 


e BB 


Q(y/2p) « 


1 

2-Jnp 


e~ p 


(16) 


Por lo tanto, 


f ASK » V ^ 6 


' PÍ 2 p 


así, si p = 10, la probabilidad de error en la manipulación por corrimiento de ampli¬ 
tud es alrededor de 800 veces la de un sistema de banda base bien disefiado y casi 
todos los errores radican en câmbios de 0s a ls. Es obvio que la manipulación por 
corrimiento de amplitud en comparación no es muy favorable. Además, como en la 
mayor parte de lo estudiado con anterioridad, la ecuación (15) representa, de 
manera virtual, lo mejor que se puede lograr en este sistema. Un disefío de filtros im- 
perfectos, una sincronización pobre, etc., todo contribuye al incremento de P # . En 
particular, los filtros acoplados pasabanda son difíciles de construir, por lo que los 
sistemas prácticos por lo general 


Manipulación 
por corrimiento 
dc fíccuenria 



IKiURA 10.14 

DctciviAn no coherente de manipulación por 
coiilniicnto dc Irccucncia binaria. 
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inen un filtro de banda base de integrado y descarga después dei detector de envol- 
:nte, que degrada aún más el comportamiento. Pero en tal caso, no se debe esperar 
ucho de un sistema que tiene componentes que no son relativamente complejos. 

JERCICIO 10.3 Desarróllese el cálculo de la ecuación (12) y demuéstrese que la 
1) es correcta, sustituyendo el valor dsNsnA 2 /N = 2E 2 /y\ i lo cual siempre es vá- 
lo para un filtro acoplado. 

lanipulación por corrimiento de frecuencia no coherente 

jede parecer extraflo que la detección de envolvente funcione en la manipulación 
>r corrimiento de frecuencia tan bien como en la manipulación por corrimiento de 
nplitud. Sin embargo, un cuidadoso examen de la sefial binaria de manipulación 
>r corrimiento de frecuencia de la figura 10.106 revela que se debe, en forma bási- 
i, a dos seflales de manipulación por corrimiento de amplitud interpuestas de fre- 
lencias portadoras diferentes, digamos f x y/ 0 . De conformidad, se puede realizar la 
:tección no coherente empleando un par de filtros acoplados y detectores de envol- 
:nte arreglados de acuerdo a la figura 10.14, con una rama que responde a los pul- 
>s a/i, la otra a/<>. Para evitar la diafonía en los tiempos de muestreo, es necesario 
ie 


I/1-/0I =Mr 


mde M es un entero, que por lo general, se toma como la unidad para reducir al 
ínimo al ancho de banda. (Desafortunadamente de esta condición resulta una se- 
il que tiene componentes sinusoidales de frecuencia discreta, que pueden tener 
ecto contrario en ciertas aplicaciones.) 

En ausência de ruido y diafonía, y x = A y y Q = 0 cuando la frecuencia recibida 
/ 1 , y viceversa para/ 0 . Puesto que la diferencia de envolvente — y 0 es la entrada 
:1 convertidor A/D, se debe situar al nivel de umbral en cero, sin importar el valor 
‘ A. Así, P n = P(y x - < 0) y, por simetria, P. 0 = P n = P„ por lo que 

f > e=P(yo>yi) (17) 

>nde, en base a lo estudiado acerca de la manipulación por corrimiento de ampli- 
id, y Q tiene una función de densidad de probabilidad de Rayleigh mientras que y x 
;ne su correspondiente de Rice. Pero como la onda de manipulación por corri- 
iento de frecuencia carece de los “espacios” de la manipulación por corrimiento 
; amplitud, S R = rE R . 



la salida de uno u otro filtro, dependiendo de la frecuencia de entrada. 
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FIGURA 10.15 

Probabilidades de error para sistemas biná¬ 
rios de modulación digital. 


Para calcular la probabilidad de la ecuación (17), primero obsêrvese que 
Pyç (j>q) = PRn(yo) por lo que, para un valor dado de^, 

P(y 0 > yi\yi)= í PR„(yo) dy 0 = e~ y,V2N 

J y i 

Entonces, calculando para todos los valores posibles de y lt 


= P(yo> yAyòpÁyòdyx 
J o 

= J°° e ->' 2 / 2w h. e -(y‘ 2 +* 2 V2dy, 


en la cual, por la ecuación (7) p yl (y\) = PÀy\) conA K = A . Esta integral, bastante 
extrafla, puede evaluarse en forma exacta, sin aproximaciones. Para este objclo, 
sean X = \]2y x y A A/2, dando 


Pe 


1 e ~A 2 l4N 

2 


N °\N ) 


(IX 


y hi comparación con la ecuación (7) revela que el integrado (iene ahora dc manem 
exacta la misma forma que una función de densidad de probabilidad dc Rice; eu 
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Detección sincrónica de la manipulación por 
;orrimiento de fase sincrónica. 

onsecuencia, el área (Ia integral) es igual a la unidad. Por último, puesto que 
\ 2 /AN = p/P, se tiene el resultado sencillo de que 

P e = 1 Ae~ p/2 (19) 

Vsí, como se vio en ias curvas de P, contra p cuyas gráficas aparecen en la figura 
0,5, la manipulación por corrimiento de frecuencia no coherente no proporciona 
ncjores velocidades de error que la manipulación por corrimiento de amplitud, ex- 
epto a valores relativamente pequeflos de p. 

iCuáles son entonces las ventajas de la manipulación por corrimiento de fre- 
uencia, si existen algunas? A modo de reflexión adicional, se hacen evidentes tres 
entajas sobre la manipulación por corrimiento de amplitud: 

1 La manipulación por corrimiento de frecuencia tiene la propiedad de 
amplitud constante cuyos méritos se trataron con la modulación exponencial 
analógica. 

2 Las probabilidades de error por dígito P n y P. 0 son iguales. 

3 El nivel de umbral óptimo es independiente de A y p , y no se necesitan re¬ 
ajustar si la intensidad de la sefial varia con el tiempo, un fenómeno común en 
la transmisión por radio. 

s precisamente por esta última razón que la manipulación por corrimiento de fre- 
lencia se prefiere a la manipulación por corrimiento de amplitud en aplicaciones 
jnde se espera que haya desvanecimiento y no es factible la detección sincrónica. 

Ahora falta de analizarse un último punto: por qué la manipulación por corri- 
iento de frecuencia binaria no da la reducción de ruido de banda ancha asociada 
>r lo general con la FM. Para el sistema descrito aqui, la razón es muy sencilla: éste 
de manera básica más bien AM que FM. Si se emplea en verdad FM, incluyendo 
:lección por medio de un ]imitador-discriminador, f resulta que el ancho de banda 
transmisión que se requiere para controlar la interferencia intersimbólica es tan 
ande que el efecto de reducción de ruido se cancela esencialmente por el ruido 
i-rcmentado de predetección. Sin embargo, para seflales multinivel (p > 2) es po- 


f Vénsc llcnnetl y Duvcy (1965, Cap. 9). 
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sible alguna ventaja en la forma de un intercâmbio ancho de banda-potencia; des- 
puês de todo, si /x — oo, las sefiales digitales y analógicas son equivalentes. 


Manipulación por corrimiento de fase coherente 

La detección coherente o sincrónica se apoya en un conocimiento preciso de la fase 
de la onda portadora recibida, así como de su frecuencia, implicando así el empleo 
de componentes físicos más complejos. A cambio, esa detección ofrece una mejoría 
en el comportamiento. 

Considêrese, por ejemplo, la sefial de manipulación por corrimiento de fase bi¬ 
naria de la figura 10.10c, o para el objeto, la sefial de doble banda lateral de la figura 
10.10rf, puesto que de ambas se puede decir que tienen>ljc = ± A o <f> K = 0 o 7r. En 
la figura 10.16 se muestra un detector sincrónico apropiado, donde el oscilador local 
está sincronizado y H r (f) es un filtro pasabajas ; el filtro pasabanda que está antes dei 
mezclador sólo sirve para prevenir sobrecargas de ruido excesivo. Del estúdio de la 
detección sincrónica para sefiales analógicas, se desprende en forma inmediata que 
la salida filtrada es de la forma 


y(t) = ±A + n fr) 


y, con filuaje óptimo, 


Por lo tanto, puesto que n t (t) es gaussiana, 


íA 2 \ 2 S R 

= =—=2 p 

\/7; / máx ^ 


(20a) 


(20 b) 


Pc = e(y=) = Q(s/2p) (21) 


lo mismo que en transmisión de banda base óptima y, por la figura 10.15, 3 a 4 dB 
mejor que en la modulación no coherente. 

Dada la calidad de su comportamiento, combinada con la propiedad de ampli¬ 
tud constante, la manipulación por corrimiento de fase multinivel (fi > 2) tiene un 
valor práctico considerable. Nótese de manera especial, que incrementado a /x se 
incrementa la velocidad de bits equivalente, sin necesidad de un ancho de banda de 
transmisión mayor. Es conveniente así gastar un poco de tiempo en la manipulación 



FIGURA 10.17 

Fasores y umbrales dc la manipulación por 
corrimiento de lasc con /i 4. 
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corrimiento de fase ji-aria en donde 

. , 2 n 4n 2(u — \)n 

K r x c (t) = A cos (cu c t + (p k ) 4> k = 0, —, — , ,.. . -— (22) 

fi p 

tnanera conceptual, tal seflal se detecta por medio de discriminación de fase con 
ulos de decisión ir/p, 3x//i, . . . , centrados entre los valores esperados de fase de 
tadora. Lai figura 10.17 muestra un diagrama fasorial para manipulación por 
imiento de fase cuaternaria (p = 4) y los correspondientes umbrales angulares. 

La seflal recibida más ruido, después dei filtraje pasabanda, tiene la forma de 
;uación (46), por lo que los errores ocurren siempre que la perturbación de fase 
icida de ruido <j>(t) cruza el umbral. Por tanto, por simetria, las probabilidades 
rror por dígitos son iguales y 


p e = p ( J <t> I > -) = 1 - f P<t>((t>) d<j> (23a) 

miendo filtraje pasabanda óptimo, A 2 /N = 2 p por lo que si p » 1, 

P^)d4 >=—,= f e~ x2/2 (ã (23 b) 

J -"/n ^/2n J o 

onde se ha empleado la ecuación (9) y hecho a X = -Jlp sen 0. Consistente con 
mdición de seflal grande se obtiene por último 


yfnp sennjp 


-p sen 2 n/p 


(24) 


ial es válido para p > 4 y p » 1. 


ipulación por corrimiento de fase coherente diferencial 


i ideado una técnica apropiada conocida como comparación de fase o manipu- 
n por corrimiento de fase coherente diferenciai (DPSK) para obviar los proble- 
de sincronización de la detección coherente. La estratégia se muestra en el 
ama de la figura 10.18 para la manipulación por corrimiento de fase coherente 
encial binaria; en forma parecida a la detección homodina, el oscilador local se 
tuye por la propia seflal retardada en tiempo en exactamente l/r, o sea el espa- 


ipulaciôn por 


iiicnlo de fase 
ohcrenle 



FIGURA 10,18 

Detección por comparación ác fase de la ma 
nipulariôn por corrimiento de lase binaria 
eoh eren t c d i ler encial. 
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ciamiento entre bits. Si los dígitos adyacentes son de fase semejante, su producto da 
por resultado una salida positiva (o un 1 binário); en forma inversa, las fases opuestas 
dan por resultado una salida negativa (un 0 binário). Así, es el corrimiento o el no 
corrimiento entre los valores de fase transmitidos, lo que representa la información 
dei mensaje, por lo que se requiere en el transmisor, una apropiada codificación, a la 
que se le designa como codificación diferencial . 

La codificación diferencial empieza con un primer dígito arbitrário; en seguida 
indica los dígitos de mensaje por medio de transición sucesiva o no transición. Se es- 
tablece una transición para el mensaje 0, y una no transición para el mensaje 1. El 
proceso de codificación se muestra a continuación. 


Mensaje de entrada 
Mensaje codificado 
Fase transmitida 
Salida de 

comparación de fase 
Mensaje de salida 


10 1 1 0 I o o 

110 0 0 110 1 

00^7777 0 0 770 

4 - - + + - + 

10 110 10 0 


La codificación diferencial se emplea más a menudo para sistemas de manipulación 
por corrimiento de fase, pero no se le restringe a tales aplicaciones. En general, es 
ventajosa en sistemas que no tienen sentido de polaridad absoluta. 

En cuanto a la producción de ruido en la manipulación por corrimiento de fase 
coherente diferencial, podría aparecer que la detección diferencial requiere dos veces 
más potência que la detección coherente, dado que la propia referencia de fase se 
contamina con ruido. Sin embargo, las perturbaciones en realidad tienden a cance- 
larse en el proceso de comparación, por lo que la degradación no es muy grande. Se 
desarrollará el análisis para el caso en que las dos fases adyacentes son iguales, es de- 
cir, <f) K = <j> K _ ! = 0, con lo que ocurre un error si la salida es negativa. Escribiendo 
la seflal recibida (y filtrada) más ruido como [A + *,(/)] cos c o c t - n g (t) sen la 
salida de la unidad de retardo será [A + nft 9 )] cos c o c t 9 - n q (t 9 ) sen c o c t 9 donde /’ = 
t — l/r. Así, siempre y cuando/ c sea un entero múltiplo de r (lo cual se puede garan- 
tizar por heterodinación si es necesario), la entrada dei convertidor A /D será pro¬ 
porcional a 


y{t) = [A+ «XO] [A + Wf(0] + <^ s > 

y P. = P(y < 0). 

La ecuación (25), que incluye productos de variadas gaussianas, recibc la dc- 
signación de forma cuadrática . Se le puede simplificar por medio de un proceso de 
diagonalización al definir a cuatro nuevas variadas: 

i , n á!Lp u,) ^ 

n "■ u '> "*<') .. >i,,U) «„(/') 

II i l 1 '! 












10 SISTEMAS DIGITALES DE DATOS 


ntonces, haciendo 


« = \*i+J* q \ P=\Pi+JP q \ (26 b) 

' puede demostrar quej>(0 = a 1 — P 2 y en consecuencia 

P e = P(y < 0) = P(cc 2 < p 2 ) = P(P > a) (27) 

i 

I último paso procede puesto que ay 0 son no negativas. Ahora se tiene una expre- 
ón idêntica a la de la manipulación no coherente por corrimiento de frecuencia con 
y p sustituyendo ay 1 y y 0 . Ademàs, como puede el lector comprobar, de las defini- 
ones, a es de Rice y p es de Rayleigh. La única diferencia aqui reside en que los tér- 
únos de ruido cuadráticos médios se han reducido en un factor de 2, por ejemplo, 
iponiendo que n q (t) y n q (f) son independientes, ^ = (n 2 + 1T 2 )/4 = N/ 2. Por 
► tanto, 

P e = l Ae~ p (28) 

)mo se obtuvo de la ecuación (19) con p sustituida por p /2 , lo que refleja la reduc- 
ón de ruido. 

Con relación a las curvas de la figura 10.15, se aprecia que la manipulación por 
)rrimiento de fase coherente diferencial tiene de 2 a 3 dB de ventaja sobre la detección 
3 coherente y un precio de menos de 1 dB en comparación con la manipulación 
3r corrimiento de fase coherente en P 9 < 10~ 4 . Y recuérdese que la manipula- 
ón por corrimiento de fase coherente diferencial no requiere sincronización por se¬ 
nado. En forma adicional, con una ligera modificación de la onda transmitida, se 
íriva con facilidad una seflal de temporización para el convertidor A/D . La única 
;sventaja significativa es que dado el tiempo de retardo fijo l/r en el detector, el 
Uema se amarra en una velocidad de sefialización específica, impidiéndose con ello 
transmisión a velocidad variable (asincrónica). Una incomodidad menor reside en 
hecho de los errores tienden a ocurrir en grupos de dos (i,por quê?). 

Para la manipulación por corrimiento de fase coherente diferencial fi- aria, la 
obabilidad de error tiene la misma forma que en la ecuación (24), salvo que se de- 
: incrementar a p en un factor de 


sen 2 (n/p) 
2sen 2 (njlp) 


( 29 ) 


ira obtener la misma P 9 que en la detección coherente. Con p = 4 el precio es alre- 
-dor de 2 dB y se incrementa en forma asintótica hacia los 3 dB conforme p — oo. 
sí, sólo para p grande se hace que la detección diferencial sufra en forma completa 
referencia de fase ruidosa. 

jcmplo 10.3 

i transmisión de datos a alta velocidad sobre canales telefónicos de voz ha sido un 
ma dc intcrès prúctico intenso durante muchos aftos. Uno de los discflos más re- 
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Datos binários 

r s = 2,400 


SeflaJ dc rdoj 

2,400 Hz 


Dibits 



<a] 



(b) 

FIGURA 10.19 

Sistema de manipulación por corrimiento de 
fase cuaternario. (j) Transmisor; (b) receptor 


cientes y de más êxito, empleado en los equipos de datos dei Sistema Bell modelos 
201, 205 y 207, se describe aqui. Incorporando la modulación de manipulación por 
corrimiento de fase coherente diferencial cuaternaria, se obtiene la transmisión 
sincrónica a velocidades superiores a 2 400 bits/s en líneas telefónicas que han sido 
acondicionadas (igualadas) para seftales digitales. 































































112 SISTEMAS D1G1TALES DE DATOS 


1'ABLA 10.1 


)ibit 

<kk — <t>k - 1 

sen (<£k — (f> k - 1 ) 

COS 

)0 

+ 45° 

4* 


II 

+ 135° 

+ 

— 

II 

-135° 

— 

— 

10 

-45° 

- 

+ 


En la figura 10.19 se muestra el diagrama dei transmisor. Los dígitos binários 
:ntrantes se agiupan en bloques de dos, llamados dibits , por lo que fi = fi, 2 = 4y r 
= rJ2 = 1 200. Los dibits modulan en forma diferencial a la fase de la portadora y 
a onda de manipulación por corrimiento de fase coherente diferencial después se 
nodula en envolvente para producir 


donde 


x c {t) = 


?'K) 


- COS (27 zf c t + (j> k ) 


p(t ) = cos 2 (^) n( 2 rt) 

Ista forma de pulso de banda base equivalente no es limitada en banda pero, apli- 
ando la dualidad a las ecuaciones (17) y (18), se puede demostrar que P(f) tiene 
ontenido despreciable para ///> r. En consecuencia, B T x2r = 2 400 Hz centrado 
n la frecuencia portadora f c = 1 800 Hz. 

as frecuencias portadora y de modulación de envolvente se derivan de la frecuencia 
lê reloj entrante de 2 400 Hz. 

Como indica la tabla 10.1, el corrimiento diferencial de fase tiene un término 
çregado de + 45° de tal manera que <t> K nunca puede ser igual a^ j existe 
n corrimiento de fase en la onda modulada cada l/r. Este aspecto, combina- 
o con la modulación de envolvente, produce componentes discretos de frecuencia 
nfc ± 600 que se emplean en el receptor para generar la seflal de temporización. 

La detección por comparación de fase se efectúa como se muestra en la figura 
I). 19ó, dando las salidas sen (<?!>*. - 0* _ 0 y cos(<t> K - <j> k _ j). Así, de acuerdo con 
i tabla 10.1, hay una correspondência uno a uno entre las polaridades de salida y 
>s dígitos binários en cada dibit. El convertidor de datos interpola después los dos 
igitos regenerados para producir una salida binaria sucesiva. La temporización se 
"riva de la mezcla de las salidas dei filtro pasabajas y pasaaltas, los cuales cortan en 
200 Hz, y seleccionan la frecuencia diferencia 1 800 - 600 = 1 200 Hz de las suso- 
chas componentes senoidales. Este procedimiento se emplea —en vez de filtraje— 
recto de la componente de 1 200 Hz, para compensar mejor la distorsión por retardo. 

t Baker (1962) clclnlla las rcalizaciones de los componenles físicos para las funciones de Iransmisor 
y receptor, ulgunus tle las cuulc.s son nuiy ingemosus. 
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(b) 


FIGURA 10.20 

Modulación lineal coherente. (a) Diagrama a bloques de la porción analógica; (b) 
sistema de banda base equivalente. 


Las pruebas han demostrado que la probabilidad de error dei sistema es menor 
de 10 “ 5 cuando S/N = 15 dB. Un sistema de manipulación por corrimiento de fase 
coherente diferencial completamente optimizado sin distorsión en la transmisión, 
sin interferencia intersimbólica, etc., daria lugar a una P e = 10- 5 con alrededor de 3 
dB menos potência. 

Modulación lineal coherente 

Como un gran final dei estúdio de los métodos de modulación digital, se observará a 
la familia entera de la modulación lineal (AM, DSB, VSB, etc.) con detección cohe¬ 
rente. Al estudiante que ha llegado hasta aqui, se le ruega tenga la deferencia de 
recordar que, por un cambio, se ha dejado para lo último uno de los casos más 
sencillos. 

La porción de seflal analógica de un sistema de modulación lineal coherente se 
puede apreciar en el diagrama de la figura 10 . 20 a; las primas denotan unidades pasa 
banda. Suponiendo que el oscilador dei receptor se encuentra sincronizado de modo 
perfecto y los filtros terminales de banda base no responden arriba de/,, el análisis 
de la traslación de frecuencia demuestra que, en cuanto a la transmisión de la selVil 
concierne, la sección pasabanda completa más el modulador y el demoduladoi cs 
equivalente a un filtro pasabajas 

H tckU ) = /4LH 7 crÍJ — Jc) + ( r(J +/r) 1 l/l • ft ( >« i) 

donde 

u-hhU) //',(/)//;</)//;,(/) (mim 

Asimismo, el ruido equivalente pasabanda es gaussiano y tiene densidad espectral 

M/) 'WU /,) i <;'U i /, )l |/|-/ 4 ( Ha) 
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onde 

G'{f)=\\H' R {f)\ 2 (31 b) 

>or lo tanto, para propósitos de anâlisis o de disefto, la figura 10.20a puede ser sus- 
ituida por sistema equivalente de banda base de la figura 10.206 y, dentro de Ia tra- 
ición dásica de las matemáticas, se reduce con ello el problema de algo que tenía 
olución, es'decir, la transmisión de datos en banda base. 

Todos los resultados de la sección 10.1 se aplican aqui con la sustitución de las 
cuaciones (30) y (31). De manera específica, si G(f) es plana sobre la banda de paso 
le H R (f) y si se suprime la portadora en el transmisor (o sea DSB o VSB), entonces 



en donde el limite inferior requiere de filtros terminales óptimos y es lo mismo que 
para transmisión óptima en banda base. Por lo tanto, la curva polar de banda base 
clc la figura 10.15 también es válida para modulación lineal binaria con detección 
coherente y portadora suprimida. El caso de portadora no suprimida merece una es¬ 
pecial atención aqui, puesto que con detección coherente, la potência desperdiciada 
en la portadora no ofrece benefícios que compensen. 

Por último, se debe notar, en el sistema equivalente de banda base que es 
posible la igualación de banda base directa con la modulación lineal coherente y corre- 
girá la distorsión lineal introducida por el canal pasabanda. Tal igualación no fun¬ 
ciona tan bien en los sistemas incoherentes porque la detección incoherente es un 
proceso no lineal y, en consecuencia, la distorsión lineal en el canal pasabanda pro- 
duce distorsión no lineal en banda base. 

EJERCICIO 10.4 Justifíquese ya sea la ecuación (30) o la (31), la que se encuentre 
más interesante. ( Sugerencias Para la ecuación (30), considérese una seflal de banda 
limitada en B < f c aplicada al modulador; empléese el teorema de la traslación de 
frccuencia y sígase a través dei sistema con unos bosquejos sèncillos de los espectros. 
Para la ecuación (31), escríbase el ruido pasabanda en la entrada dei detector en la 
forma de portadora en cuadratura, multiplíquesele por cos u c t, y empléense los 
resultados de la Sec. 7.3.) 


10.3 CODIFICACIÓN PARA CONTROL DE ERRORES 

Se ha visto que la probabilidad de error en la transmisión digital es una función di- 
reçta de/> o en forma equivalente, de S/N. Si para un sistema dado, se limita la po- 
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tencia de la seflal a algún valor máximo y los errores son, no obstante, frecuentes de 
modo inaceptable, entonces se debe buscar algún otro medio de mejorar la seguri- 
dad. La codificación para control de errores, a menudo constituye la mejor solución. 

En pocas palabras, la codificación para control de errores es el empleo calcula¬ 
do de la redundância . La teoria de la información sugiere que se agreguen en forma 
sistemática dígitos extra al mensaje transmitido, dígitos que en sí no conducen infor¬ 
mación, sino que hacen posible que el receptor detecte o incluso corrija los -errores 
en los dígitos que llevan la información. En teoria, es posible una transmisión cerca- 
na a aquella sin errores; de manera práctica, existe el inevitable compromiso entre la 
seguridad en la transmisión, la eficiência y la complejidad dei equipo terminal. Con¬ 
siderando este factor, se ha ideado una gran variedad de códigos para la detección y 
corrección de errores para adecuarse a diferentes aplicaciones. 

Esta sección constituye una introducción a la codificación para control de 
errores. Se tratará sólo con los códigos binários, puesto que se ha hecho poco, relati¬ 
vamente, en el terreno de los códigos multinivel prácticos. (Recuérdese el aspecto 
exclusivo de los dígitos binários: Si se sabe sólo cuáles dígitos son erróneos, inme- 
diatamente se determinan los dígitos correctos.) Además, el procedimiento será en 
forma primordial cualitativo, dado que la* teoria de la codificación ha evolucionado 
desde la magia negra de sus primeros dias hasta llegar a ser una disciplina matemáti¬ 
ca muy compleja. En consecuencia, se está sólo rascando la superfície de un tema 
fascinante; el lector cuyo interês se haya despertado en relación con este tema y ten- 
ga aptitud para el álgebra moderna, encontrará material adicional en la lista dc lec- 
tura suplementaria. 


Conceptos y compromisos en la codificación 

A modo de introducción, considérese un código repetido en el cual cada dígito dc 
mensaje binário se repite tres veces —una burda analogia con la repetición de pa¬ 
labras cuando se está tratando de hablarle a alguien que está en el otro extremo dc 
un salón ruidoso. Las palabras de código permitidas son entonces 000 y 111, por lo 
que cualquier otra expreSrcm recibida como 101 indica, a las claras, la presencia dc 
errores. Para corregir errores sèncillos, se podría emplear una decisión de regia ma 
yoritaria y la siguiente tabla de decodificación: 


Dígito 

decodificado 

0 

1 


000 

111 

Palabras 

001 

110 

recibidas 

010 

101 


100 

011 


Eslo producc un código para corrección de error senci/lo y los er rores por decodilt 
cación ocurren sólo cuando hay dos o Ires dígilos erróneos en ima pala br a; poi 











416 SISTEMAS DIGITALES DE DATOS 


ejemplo, dos errores cambian de 000 a 101, etc/Por lo tanto, suponiendo que la pro- 
babilidad de error por dígito es e, se encuentra la probabilidad de error por decodifi- 
cación de la distribución binomial, ecuación (1), (Sec. 3.4), como 

Ps = P (2 o 3 errores en 3 dígitos) = P 3 (2) + /> 3 (3) 

=(2) e2 o -<o + (3) = 3f2 - 2f3 (0 

Puesto que e es la probabilidad de error sin codificación, y como e < Vi en cualquier 
canal razonable, la codificación ha mejorado en realidad la seguridad. 

El código de triple repetición, también funciona en la detección de error doble 
si se prescinde de la corrección de error sencillo; es decir, que a cualquier palabra de 
código recibida diferente de 000 o 111 se le trata como un error detectado, pero no 
corregido. Los errores por decodificación, en el sentido de errores no detectados, 
ocurren con probabilidad 


P e =P,0)=^ (2) 

la cual es obviamente más pequefia que en la ecuación (1). No obstante la trivialidad 
de este código de ejemplo, conduce a tres conclusiones generales e importantes acer¬ 
ca de la codificación para control de error. 

1 Agregando los dígitos extra, a los que se les designa dígitos de comproba- 
ción , las palabras de código pueden ser “muy diferentes” entre si. En forma 
analítica, la diferencia entre cualesquier dos palabras binarias se mide en tér¬ 
minos de la distancia Hamming d , definida en forma sencilla como el número 
de lugares en los que las palabras tienen dígitos diferentes; así, toma d errores 
(en los lugares de la derecha) para cambiar de una palabra a otra. Continuan¬ 
do con esta idea, un código que detecta o corrige a K errores por palabra debe 
consistir de palabras de código que tengan 

, _ IK+ 1 detección de error 

tnín ( 2^+1 corrección de error ' 

una aseveración cuyo análisis se deja al estudiante. El código de repetición 
triple obviamente tiene d = 3 por lo que, como ya se vio, puede detectar K - 2 
errores o corregir K = 1 error por palabra. Para un código arbitrário con 

k = dígitos de mensaje por palabra 
q = dígitos de comprobación por palabra 
n = k + q = dígitos totales por palabra 

hay 2* palabras de código binário (formadas con k dígitos de mensaje) fuera de 
2" = 2 q x 2* palabras de /7-dígitos posibles. De conformidad, los dígitos de 
comprobación se deben escoger de tal forma que las 2 k palabras de código satis- 
fagan los requisitos de distancia (3). 
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2 Si la probabilidad de error por dígito e es razonablemente pequefta, enton- 
ces la probabilidad de M + 1 errores en una palabra de n-dígitos será mucho 
menor que la probabilidad de M errores, es decir, P„(M + 1) < P n {M). Para 
recalcar este punto, y como referencia, en la tabla 10.2 se listan expresiones 
aproximadas para P n (M) obtenidas por medio de desarrollos en serie bino¬ 
mial. Por lo tanto, si un código corrige o detecta K errores, la probabilidad de 
error por decodificación por palabra es 

n 

Pe, pa!abra = I P„0) ~ PfK + 1) (4fl) 

i = K+í 

siendo la aproximación bastante precisa si ne <0.1. Como la mayor parte de 
los errores de decodificación se deben aÃ' + 1 errores de dígito, de los cuales 
la fracción k/n son dígitos erróneos de mensaje (el resto son errores de dígitos 
de comprobación), la probabilidad de error neta por dígito de mensaje o por 
bit es 

PeM^(K + \)P eMa (4b) 

TABLA 10.2 APROXIMACIONES EN SERIE 
PARA LA DISTRIBUCIÓN BINO¬ 
MIAL 

M £ «(l- £ )n-M 


0 1 — ne + I4n(n — l)e 2 — \^n(n — 1)(« — 2)t 3 

1 ne — n(n — l)e 2 + }/£n(n —])(« — 2)e 3 

2 \in(n - I)e 2 - V 2 n(n - l)(n - 2)e 3 

3 I4n(n — l)(n — 2)e 3 


3 La inserción de los dígitos de comprobación para control de error reducen 
la velocidad efectiva a que se transmiten los dígitos de mensaje. En forma 
cuantitativa, se define el factor de eficiência en la velocidad de un código como I 


ê 


k k 
k c] u 


O) 


por lo que si la velocidad burda de sefialización es r, la velocidad de digitou de 
mensaje es 


r,„=#r <íi) 

En términos generales, los códigos que están instrumentados con facilidad y 
además son efectivos en el control de errores, requieren relativamente grundc 
porcentaje de dígitos de comprobación. Así, el control práctico de errores tlen- 
de a ir de la mano con la reducción de velocidad de bits. 


I No sç debc contundir con la cUcíciicÍh dc la comuiilcaclòn definida en lu ecuación <H), (Sec. V.4) 
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Pero hay otras formas menos elegantes de disminuir los errores a expensas de 
la velocidad de seflalizaeión, permaneciendo fija la potência de la seftal. Y para eva- 
luar en forma apropiada los méritos de un código dado, se debe considerar por lo 
menos otra opción, a saber, la reducción de la velocidad de seflalizaeión sin codifica- 
ción. Reduciendo a r, se incrementa ap = S R /i)r (si los filtros terminales se ajustan 
de conformidad) y con ello se disminuye la probabilidad de error. 

Supóngase, para efectos de comparación, que se propone un código determi¬ 
nado con eficiência de velocidad $ para su empleo en un canal binário en banda base 
que tenga 


£ = Q(\J 2p) P = — 

rjr 

de tal manera que P e bit la da la ecuación (4 b) con el valor anterior de e. Por otra 
parte, se podría reducir simplemente la velocidad de seftalización en un factor de$, 
dando la misma velocidad de bits de mensaje con 


, no codificada 



(7) 


Si la ecuación (7) es dei mismo orden de magnitud que P e bit el valor dei código 
particular sometido a consideración es cuestionable. 


Ejemplo 10.4 

El código de repetición triple tiene k = 1, q = 2, n = 3, y $ = X A . Si se emplea para 
corrección de error sencillo en un canal de banda base con p = 7 y r = 1 200, la ve¬ 
locidad de bits de mensaje es r m = 1 200/3 = 400 y e = Q(\j2P) ~ 10 -4 por lo que, 
de la ecuación (1), 


IO " 8 

La ecuación (4 b) no se aplica en este caso, puesto que el digito dei mensaje decodifi¬ 
cado siempre es erróneo cuando hay dos o tres errores. 

Sin embargo, si se reduce la velocidad de seflalizaeión a r = 300 y no se emplea 
la codificación, 


Pe , no codificada = ô(^) = Ô(V 42 ) * 5 X KT 9 

por lo que la sencilla reducción de velocidad en la seftalización es superior a este có¬ 
digo rudimentario. 
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Detección de error por comprobación de paridad 

Para muchas aplicaciones los errores se pueden reducir sin alterarlos si sólo se detec¬ 
tem sin intentar una corrección inmediata. Esto es cierto, por ejemplo, en la 
telemetria de datos, cuando se reúne un gran número de valores para anàlisis 
estadístico; los valores erróneos, si se detectan, simplemente se omiten en el procesa- 
miento posterior, y la pérdida es despreciable. De manera similar, dado un enlace de 
comunicación de dos vias, por el hecho de que se haya detectado un error se puede 
regresar al transmisor por medio de una acción apropiada, o sea, la retransmisión. 
Tal decisión de realimentación es ventajosa de manera especial si el sistema está suje- 
to a condiciones de transmisión variables. Cuando las condiciones son buenas y los 
errores no son frecuentes, resulta satisfactorio un código de baja redundância con 
alta velocidad de datos; cuando las condiciones son desfavorables, como lo puede 
indicar una detección frecuente de errores, el transmisor puede conmutar a un códi¬ 
go de más alta redundância o césar la transmisión en forma temporal. Pero con o sin 
realimentación, la detección de error sencilla es suficiente sólo si e es pequefla y la 
probabilidad de los errores no detectados está en un adecuado bajo nivel. 

Muchos códigos para detección de errores están basados en la noción de pari¬ 
dad . Se dice que la paridad de una palabra binaria es para cuando la palabra incluye 
un número par de ls, en tanto que la paridad impar significa un número impar de ls. 
Para la detección de errores por medio de la comprobación de paridad, se divide el 
mensaje en grupos de k dígitos y se agrega un dígito de comprobación a cada grupo 
tal que cada palabra de (k + 1) dígitos tenga la misma paridad, digamos par. Así, el 
dígito de comprobación queda relacionado con los dígitos de mensaje por 

c = m í ® m 2 ® • ■ • © m k (8a) 

en donde se establece a © para significar adición dei módulo 2. La aritmética dei 
módulo 2, definida en los dígitos binários 0 y 1, es igual que la aritmética ordinaria 
excepto en que 1 © 1 = 0 y no existe diferencia entre la suma y la resta.f En conse- 
cuencia, la ecuación (8a) es equivalente a 

m í ® m 2 © * * * © m k © c = 0 (8/?) 

El factor de eficiência es 



indicando una eficiência razonable si k es grande. 

De las 2* + 1 palabras binarias posibles que tienen k + 1 dígitos, la codificación 
por comprobación de paridad excluye precisamente a la mitad, la mitad con paridad 
impar, asegurando con ello que el código tenga una distancia de Hamming d ^ 2 co¬ 
mo se requiere para la detección de error sencillo. Por lo tanto, si la paridad dc unu 
palabra recibida es impar, se sabe que hay un error —o tres errores, o, en general, un 
número impar de errores. La detección de error se puede entonces implcmenlar 
comprobando la paridad de cada palabra conforme èsta llega. Por supuesto que no 


| I mi líiininm (Ir uimpnnciitri llslcos, * rs mm minpiinlii I*XI USIVA O 
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es posible la corrección de error, dado que no se sabe en dónde se localizan los erro¬ 
res dentro de la palabra. Adcmás, un número par de errores mantiene válida la pa- 
ridad y, en consecuenela, pusa sin detectarse. 

Pasando por alto lodo cxcepto el caso de error doble, P ,. kP. ,(2) » 
Vi(k + l)ke 2 y por endc, dc la ccuación (4b), 




k + 1 


2 P. 


e , palabra 


( 10 ) 


Por ejemplo, si k = 9 y e •» 10 la codificación por comprobación de paridad 
abate la probabilidad de error cn iiiârv dc un orden de magnitud con una reducción de 
velocidad de sólo 9/10. 

La probabilidad de un error detectado cs también de interês porque indica la 
cantidad de datos que deben ser rctrunfiiiiitldos o descartados. Puesto que principal- 
mente se detectan errores sencillos, no llcnc por palabra 


(*;') 


<(l <) k *(k + \)c 


(Mfl) 


En un mensaje de N » 1 dígitos totales de meimijc, luiy N/k palabras, de las cuales 
t N/k)(k + l)e tienen errores detectados. SI sc dcNcmliin los errores detectados, el 
número fraccionario de dígitos de mensaje desechudos cs 



, N 

k - (A l I )< 
k 


(A I I). I\ 


(ll/>) 


Si A: = 9 y e = 10 “ 3 , P^O.Ol o 1%. 

Dos comentários finales en relación con cuestiones prácticas: Primcro, cs pre- 
ferible emplear la paridad de palabra impar y un número impar de dígitos dc mensa¬ 
je por palabra; esto asegura que cada palabra tenga por lo menos una transición, 
ayudando con ello a la sincronización y previniendo la pérdida aparente de la seflal si 
el mensaje contiene una hilera extensa de semejantes dígitos. Segundo, como resul¬ 
tado dei ruido de impulsos sobre circuitos conmutados o dei desvanecimiento de cor¬ 
ta duración en trayectorias de radio, los errores pueden tener la tendencia a ocurrir 
en ráfagas de vários dígitos sucesivos; dado que los errores múltiples arruinan la 
comprobación de paridad, los dígitos de comprobación deben entrelazarse de tal 
manera que los dígitos comprobados estén espaciados en forma amplia. Un ejemplo 
dei entrelazado se da en la figura 10.21, en donde se indica una palabra de paridad 
por medio de líneas que conectan a los dígitos. . 


EJERCICIO 10.5 Listense todas las palabras de código para un código de compro¬ 
bación de paridad con k = 3 y verifíquese que d > 2. 

FIGURA 10.21 

Comprobación de paridad entrelazada; m = 
digito de mensaje, c ~ dígito de comproba- 
tn m rn r rn rn m ç rn rn rn r rn m rn c tu *■• ción. 
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Códigos de bloques para corrección de error 

La idea de los códigos de corrección de error por cierto que insta e incita en mayor 
medida que la simple detección de error, sugiriendo que con ella se cumple la trans- 
misión unilateral sin errores, cuya hipótesis estableeió Shannon. Y hay numerosas 
aplicaciones, de manera notable los enlaces unilaterales, en donde la corrección de 
errores constituye una necesidad. Resulta que la codificación en el transmisor no 
es muy diferente de la detección o la corrección; el decodificador de recepción es 
el problema en los sistemas de corrección de errores. En consecuencia, cuando el 
equipo de transmisión tiene restricciones, por ejemplo, en satélites, debe de de¬ 
mostrar ser más práctico para corregir errores en el receptor que presentar facilida¬ 
des de retransmisión, aún cuando se disponga de una trayectoria bilateral. 

La codificación por comprobación de paridad se extiende con facilidad a la 
corrección de errores observando que la corrección requiere de la detección de un 
error y de su ubicación en la palabra. Asi, si se hacen dos comprobaciones en la mis- 
ma palabra pero en dos modelos diferentes, los errores ocasionan sintomas 
característicos de invalidación de la paridad. 

Muchos códigos de bloque para la corrección de errores tienen palabras de 
«-dígitos en las cuales los primeros k dígitos son dígitos de mensaje y los restantes q 
= n — k son dígitos de comprobación de paridad. A tal código se le designa código 
sistemático de comprobación de paridad (n, k), y el dígito /-ésimo de una palabra de 
código es 



/ = 1, 2,..., k 
i = k + 


( 12 ) 


Por conveniência analítica, una palabra típica de código se representa por medio de 
una matriz n x 1 (o vector columna) x. Por ejemplo, una palabra de código (7,4) 
seria 


x = [m 1 m 2 m 3 m 4 c x c 2 c 3 ] T 

la cual se ha escrito como la traspuesta de una matriz 1 x n para ahorrar espado. 

Dados los dígitos de mensaje para una palabra en particular, los dígitos de 
comprobación se escogen de tal manera que 

Hx = 0 (13) 

donde la matriz de comprobación de paridad H es una matriz rectangular q x n de 
la forma 


k q 


~h xx 

h l2 . 

- *u 

1 

0 

0 . 

0 

) 

*21 

h 12 

*2* 

0 

1 

0 . 

0 


Ar 

h q i • 

h qk 

Ò 

0 

0 

i 

f 


H = 


(14) 
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Nôtese que la porción derecha dei segundo miembro de H ci uni ntilfli UllItHi li q x 
7 ; por lo que, combinando las ecuaciones (12) y (14), cada fllt di li wilidlAlt (D) cn 
una ecuación de comprobación de paridad que comprende sôlo un dlgllu ilt isooipro- 
bación, es decir, 

h jl m í ®h j2 m 2 ® ...®h jk m k ©Cj =0 / * 1. 2, ., , i/ 

Los compqnentes h n , h 12 , etc., de H son dígitos binários, pero no li lil hi «p«clH- 
cado aún dado que êstos determinan las propiedades de correcciôn di irroí dil côill- 
go para lo cual se precisa de más información. 

Supóngase que se transmite una palabra x y, debido a los erroru, riftulti e» lu 
palabra recibida 

y = x (J) v (I V/) 

en lo cual se conviene que para la suma dígito a dígito 

y, =Xi®ei i=l,2,...,/i (IV’) 


con e como el modelo de error, o sea, 


Como aclaración, si 


|i yi*x, 

1 \0 y t = x, 

x = [0 1 0 0 l] r 


entonces 

e = [0 0 1 0 l] r 

lo que indica que hay errores en el tercero y quinto dígitos. 

Si se pudiera determinar a e en el receptor, se corregirían todos los errores; pe¬ 
ro el encontrar a e de y requiere que se conozca a x, ;la palabra transmitida! Sin em¬ 
bargo, se puede calcular un síndrome de ç-dígitos 

S = Hy (16a) 


lo cual proporciona alguna información útil. De manera específica, de las 
ecuaciones (13) y (15), 

s=Hx©He=He (16 b) 

por lo que s = 0 cuando e = 0, es decir, sin errores. Ademàs, si y tiene sólo un error, 
digamos en el dígito de mensaje y-èsimo, 

s [/'„ h 2j ... h qj ] T j<k 


( 17 ) 
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y èste es idêntico a la columnay-ésima de la matriz de comprobación de paridad. Por 
lo tanto, el sindrome indica sin ambigüedades la condición de que no hay error o la 
posición de un error único, siempre y cuando todas las columnas de H sean diferen¬ 
tes y diferentes de cero\ y entonces se tiene un código de correcciôn de error único. 

Cuando se emplea de este modo, un código (n, k) tiene P e palabra ® A.(2) y 

^e, bi i x ~ 2P„(2) « k(n — l)e 2 (18) 

Los errores múltiples ocasionan complicaciones, sin embargo; dado que se pueden 
omitir los errores reales y de manera equivocada “corregir” otro dígito de mensaje, 
empeorando las cosas. En consecuencia, a menos que e sea tan pequefLa, como para 
que los errores múltiples sean muy raros, resulta deseable un código más contundente. 

Por desgracia, idear un síndrome apropiado y una matriz de comprobación de 
paridad para la correcciôn de errores múltiples es una tarea mucho más complicada 
—tanto, que los primeros códigos para correcciôn de error doble se crearon por ins- 
piración en el trabajo de prueba y error, más que por el diseflo de un método 
específico. Finalmente, Slepian (1956) situó la teoria de la codificación sobre sólidos 
fundamentos matemáticos cuando descubrió su relación con los conceptos dei ál¬ 
gebra moderna. Poco después, empleando la teoria de los campos de Galois, t Bose, 
Chaudhuri y Hocquenghem desarrollaron una categoria de códigos para correcciôn 
de errores múltiples (ahora se les designa códigos BCH) que son eficientes y presen- 
tan requisitos en sus componentes físicos de manera relativa sencillos para la codifi¬ 
cación y decodificación. No es necesario decir que tales códigos quedan fuera dei al¬ 
cance de este texto. 


EJERCICIO 10.6 Verifíquese que un código de triple repetición es un código (3, 1) 
sistemático de comprobación de paridad con 



En particular, demuéstrese que Hx = 0 y encuéntrese a s para posición de error 
único. 


Ejemplo 10.5 Códigos de Hamming 

Antes dei descubrimiento de Slepian e incluso antes de la formulación matricial dc 
los códigos de bloques, Hamming (1950) idèó una clase más elegante de códigos 
de bloques. En esta notación, y tratándose sólo de la correcciôn de error sencillo, la 
estratégia de Hamming es como sigue: Si hay q dígitos de comprobación por pa¬ 
labra, entonces el síndrome es una palabra de q dígitos que se puede hacer para des- 


f Se ha corrido el rumor de que un matemático teórico que se especiallzaba en loi campos de Oa- 
IoIh, abandunó el tema hasta que se les encuentre aplicaclôn práctlca. 
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cifrar en forma binaria y situar así la posición exacta de un error sencillo, si lo hay. 
Con q - 3, por ejemplo, s = 000 significa “que no hay error” (como antes), s = 
001 significa “error en el primer dígito”, etc. 

Dado que se requieren indicaciones de n + 1 errores (“sin error” o de un error 
en cualquiera de los n dígitos de palabra de código), y puesto que hay 2 * palabras de 
síndrome diferentes, los números de dígitos de comprobación y dígitos de mensaje 
en un código de Hamming están relacionados por medio de 

2 q = k + q + 1 donde k + q = n (19) 

De conformidad, el factor de eficiência es 

k 1 

«*=-= I --log 2 (w + l) (20) 
n n 

por lo que se obtiene una eficiência razonable empleando palabras de código largas. 

La matriz de comprobación de paridad se construye con facilidad aprovechan- 
do lo estipulado con anterioridad para s y el hecho de que s es igual a la columna 
y-ésima de H cuando hay un error único en el dígito y-ésimo. Por tanto, leyendo de 
izquierda a derecha, las columnas de H son simplemente las versiones binarias de los 
números 1, 2, . . . , n 9 como se muestra a continuación para un código de Ham¬ 
ming (7, 4). 


H = 


0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 


1 

0 

0 


1 1 
0 1 
1 0 


1 

1 

1 


(21 a) 


Entonces, por comparación con la ecuación (14) que no es un código sistemático; 
dado que las posiciones de los dígitos de comprobación deben corresponder a las co¬ 
lumnas de H que tienen sólo un 1, se desprende que la palabra de código (7, 4) tiene 
la forma 

x = [q c 2 m 1 c 3 m 2 m 3 m 4 \ T (21 b) 

y Ias ecuaciones para los dígitos de comprobación son 

c l = A77j © m 2 © m 4 

c 2 = m x © m 3 © m 4 (21 c) 

c 3 = m 2 ffi/w 3 ®m 4 


Obsérvese que cada dígito de mensaje está comprobado con por lo menos dos dígitos 
de comprobación, lo cual es esencial en la corrección de errores. 


EJERC1CIO 10.7 Tomando los parâmetros de sistema dei ejemplo 10.4, en- 
cuéntrese a P f bU para un código de Hamming (7, 4), y compárese con no codi- 
ficada con í = V 7 . Respuesta : P r blt = 2 x IO- 7 , P t nocodlflcadl = 4.x IO 7 . 
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FIGURA 10.22 

Codificación convolucional empleando re¬ 
gistro de corrimiento. 


Códigos convolucionales 

Estos códigos, tambièn conocidos como secuenciales o recurrentes, difieren de los 
códigos de bloque en que los dígitos de comprobación se intercalan en forma conti¬ 
nua en la corriente codificada de bits en vez de agruparse en palabras. Por lo tanto, 
cl procedimiento de codificación/decodificación es un proceso continuo, eliminan¬ 
do los componentes físicos de separación o almacenamiento que se requieren en los 
códigos de bloque. La teoria de los códigos convolucionales es bastante intrincada, 
pero se puede demostrar el principio utilizando un ejemplo sencillo. 

La figura 10.22 es un codificador convolucional; formado de un registro de 
corrimiento de cinco celdas, a través dei cual se mueven los dígitos de izquierda a 
derecha, más un sumador de módulos 2 y un conmutador. El conmutador recoge en 
forma alterna al dígito de mensaje /-ésimo jc/ m) = m, y al dígito de comprobación 
/-ésimo 


x ( (c) = © m i _ 2 © m { 

= * I -_ 4 (m) ©* I -_ 2 ím) ©*/ m) ( 22 ) 


Los dígitos de mensaje se desplazan después sobre una celda y se repite el proceso. 
Por consiguiente, la secuencia transmitida x£ m) x 1 (c) x 2 (m) x 2 ic) . . . tiene dos veces la 
velocidad de bits de los datos que llegan, y ê = Vi. Esta alta redundância no es una 
ncccsidad, pero muchos códigos convolucionales tienen relativamente bajos factores 
dc eficiência en velocidad. 

En el decodificador se forma el dígito de síndrome /-êshno, de la secuencia re- 
cibida, de conformidad con la regia 

Si =J i -4 <m) ©y i -2 <m) ©J, <m, ©>' i <C) /> 5 

donde, debido a los errores, _y, (m) = © e/ m) , etc. Así, se desprende dc la 

ccuación ( 22 ) que 


■ v < 




Í > 5 


(23./) 
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FIGURA 10.23 


lo cual comprueba la paridad en el sentido de que s, = 1 si hay un número impar de 
errores, mientras que de otra manera s { = 0. Para el transitório de puesta en 
marcha, 1 < / < 4, 


í, =e í im) ®e x < e > s 3 = e 1 (m) @e 3 (m) ®e 3 (c) 

s 2 = e 2 im) © e 2 ic) s 4 = e 2 (m) © é> 4 (ffl) © e 4 (c) 


(23 b) 


En la figura 10.23 se presenta la ecuación (23) en forma gráfica; por ejemplo, los xs 
en la primera columna indican que aparece en s u s 3 y s 5 . El estúdio de esta figu¬ 
ra revela que si hay dos o tres ls en s x s^s 5t entonces más probablemente e x im) = 1 , 
significa queyi (m) es errónea y se debe corregir; de manera similar, se debe corregir a 
y m) si hay más IS que OS en s*v 6 , y así sucesivamente. El estudiante puede verificar 
que este algoritmo conocido como decodificación de umbral , corregirá a cuatro 
errores sucesivos (incluidos los digitos de comprobación) siempre y cuando los ocho 
dígitos siguientes estên libres de error. 

La decodificación de umbral es efectiva en forma particular para aquellos ca- 
nales donde el principal problema sean las ráfagas de errores aisladas debidas al 
ruido de impulsos. Otro algoritmo de decodificación para códigos convolucionales 
es el método probabilístico o secuencial , inventado por Wozencraft. Dado que la 
teoria de los códigos convolucionales no está tan bien desarrollada como la de los có¬ 
digos de bloque, es difícil hacer una evaluación precisa de sus méritos relativos. 


10.4 PROBLEMAS 

10.1 (Secc. 10.1) Considérese un sistema que tenga p(í) = senc r(l + e)/, 0 < e 1, por 
lo que la velocidad de seflalización es ligeramente menor que la velocidad sincrónica 
r(l + e ). Los datos constituyen una secuencia de 2 M + 1 alternando ls y 0s, es decir, 
A h = ( - \) k A t k = 0, ± 1, ±2, . . . , ± M . Demuêstrese que el término de interfe¬ 
rência intersimbólica de la ecuación (3) en m = 0 es [2Ae/(\ + e)] L M k = 1 senc k e x 
2M t A si M t 1. 
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10.2 (Secc. 10.1) Un sistema binário experimenta interferencia intersimbólica tal que, en 
ausência de ruido, los valores áey(tm) y sus probabilidades son como se tabula abajo, 
cuando se envia un 1; la tabla se aplica también cuando envia un 0, excepto que se sus- 
tituye a A por — A . 

y(t m ) : A — oc A A + a 

P[y(tm)]: l A M % 

(a) Suponiendo ruido gaussiano, obtêngase una expresión para P, en términos de A , 
oty y a. 

(b) Evalúese a P, para A/o = 4.0 cuando a/A = 0.05 y 0.25. Compárese con P 0 
cuando a = 0. 

10.3 (Secc. 10.1) Una seflal binaria polar se envia por dos canales ideales diferentes, que se 
denotan por a y b, al mismo destino, donde las seftales se combinan como se indica en 
la figura P10.1. Este arreglo se conoce como sistema de diversidad . El canal a tiene un 
amplificador con una ganancia de voltaje ajustable K , y n b son variadas gaussianas in- 
dependientes con n a 2 3 <t> 0 2 , n b 2 = <f> b 2 . 



FIGURA P10.1 

(a) Encuéntrese el valor de K que aumente al máximo a A c /a c y con ello se reduzca 
al mínimo a P .. 

Respuesta : K òpt = A a o 2 /A h o 2 . 

(b) Tomando K = AT ópt , A b /o b = 3.0, y AJa a = a(A b /o b )> constrúyase gráfica dc 
P m para el sistema de diversidad y para el canal a sólo como una función de a, 0 r. 

ct 2 . 

10.4 (Secc. 10 . 1 ) Sea ± aU[(t - t / 2 )/ t ] más el ruido blanco n(t) la entrada a un filtro 
ideal de integrado y descarga. Demuêstrese que la salida en t = t tiene ( A /<f> ) 2 = 2 
E r /t ), por lo que el comportamiento es igual al de filtraje acoplado. (Sugerencia: 
Empléese <t> 2 = E[[\ln(t)dt] 2 ] y recuérdese que E[n(t^n(t 2 ) = R n (ti ~ © *» 

(i|/2)6(/i - /*)-) 

10.5 (Secc. 10.1) Considérese un sistema binário polar en la forma de la figura 10.1 con a h 
= ± a,H T {f) = 1, G(J) = r,/2yH R (f) = P/(/)// e *(/)^londe P.<J) ='.?|. 
por lo que el filtro de recepción está acoplado a la forma dei pulso recibido. Como cstc 
arreglo no conforma al pulso de salida p(t) por consideraciones de interferencia inla 
simbólica, sólo se emplea cuando p s (t) es limitado en tiempo (pero no necesariamcnic 
rectangular) con duración mucho menor que 1 / r . 

(a) Considerando la transmisión de un pulso aislado, demuêstrese que P{f) cs rcul 
por lo que A = ap{ 0) = a J °° _ „ P(f)df , y por ello 

(Ay n‘ H (2Sr\ 

U/ L r.JW)IW l yr j 
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donde S T = rE T y E r es la energia dei pulso transmitido. 

( b ) Compruébese que esto es equivalente a la ecuación (14). 

10.6 (Secc. 10.1) Empléeilse las ecuaciones (15o) y (16a) para encontrar y bosquejar a P(f) 
y a p(t) para: 

(a) P & (f) = (V 2 0)U t/72/5), 0 = r/4 

(b) P 0 (f) = (l//3)A<y//3),/3 = r/2 

10.7 (Secc. 10.1) Desarróllense todos los detalles que conducen a las ecuaciones (\lb) y 
(18a) partiendo de la ecuación (17a). 

10.8* (Secc. 10.1) Considêrese un sistema binário polar con r = 2 x 10 4 , ps(t) = 11(2rí), 
\H c (f)\ = 10~ 2 , G(f) = 10“ 10 (1 + 3 X 10“ 4 |/|) 2 , y p(t) por la ecuación (18ó) por 
lo qu eP(f) = (l/O cos 2 (7r//2r)Il(//2r). 

(a) Encuéntrese y bosquéjese la relación de amplitudes para los filtros terminales óptimos. 

(b) Calcúlese el valor de S T que se necesita para que P, = 10 " 6 . 

Respuesta : S T = 3.49. 

10.9* (Secc. 10.1) Repítase el problema 10.8 para un sistema cuaternario (fi = 4) con r = 
100,A(0 = II(10rO,|JW)| = 10-V(1 + 32 x 10= 10- 10 ,yp(í) 
= senc rí. 

10.10* (Secc. 10.1) Los filtros terminales para un sistema se han optimizado suponiendo 
ruido blanco y un canal sin distorsión. Sin embargo, resulta que el canal introduce al- 
guna distorsión lineal, por lo que se agrega un igualador con H^(f) = kHJf) des- 
pués de H R (f). 

(a) Obténgase una expresión para la (A/a) 2 resultante en términos de H c (f) y P(f) 
en la salida dei igualador. 

(b) Tomando a P(f) como en el problema 10.8, £en quê factor se debe incrementar a 
S T para obtener la misma probabilidad de error que si H c (f) = K R cuando H c (f) 
= K r /[ 1 + j(2f/r)] y se emplea 

10.11 (Secc. 10.1) Encuéntrense las ganancias de derivación c m para un igualador de forza- 
mientocerode tresderivacionescuando p(- l/r) = 0.4,/?(0) = 1.0,/?(l/r) = 0.2, y 
p(k/r) = 0 para| k\ < 1. También calcúlese/^(í*), -4 < k < 4. 

10.12 (Secc. 10.1) Repitase el ejercicio 10.2 con un ancho de banda disponible de 10 kHz, eli- 
giendo parâmetros para reducir al mínimo el requisito de potência. 

10. 13 (Secc. 10.2) Considêrese la forma de pulso pasabandap( t) = senc Bt cos 2%f c t y la cual 
tiene un ancho de banda B . 

(a) Demuéstrese que/?(fc/2B) = 0 para A" ^ 0si/ c = MB/2 siendoMun entero im¬ 
par. Bosquéjese a p(t) — p(t — ViB) tomando M = 3. 

(b) Analícense las implicaciones de esto para modulación digital, incluyendo las ven- 
tajas y desventajas. 

10.14 (Secc. 10.2) Intégrese la ecuación (6) sobre 0 < R ^ oo.para obtener 


i J_ -Ak2/2N 
2tt 

y llegar a la ecuación (9) tomando a A b 2 /N - 1. ( Sugerencia: Principiese con el cambio 
de variable X = (R - A k cos <f>) y empléese el hecho de que Q(x ) = 1 — Q(x).) 

10.15 (Secc. 10.2) Considêrese un sistema ternário de manipulación por corrimiento de 
umplitud con A K - 0, A, y 24. Encuéntrese P. cn términos dc p suponiendo que p 


A k cos <f> 
V2ttN 


PÁ</>) = " r g~« A * 2 sen2o.>/ Jj v 




10.4 PROBLEMAS 429 


1. ( Sugerencia : Justifíquese la aproximación P s ^ P, 0 /3 y nótese que S R = (5r/3)E 
donde £ es la energia en el pulso de nivel intermédio.) 

10.16 (Secc. 10.2) Supóngase que una seftal binaria de manipulación por corrimiento de 
amplitud se detecta en forma coherente , por la figura 10.16, con el umbral en >1/2. 
Encuéntrese P ã y compárese con las ecuaciones (15) y (21). 

10.17 (Secc. 10.2) Se transmite una seflal binaria de manipulación por corrimiento de fre- 
cuencia sobre un canal de radio que tiene desvanecimiento de Rayleigh tal que A es la 
variada distribuída de Rayleigh cambiando con lentitud, con Ar — >1 0 2 , por lo que 
p(A) = (2A/A 0 2 ) exp (->1 2 A4 0 2 ), A > 0. 

(a) Demuéstrese que la probabilidad promedio de error es E(PJ = 1([2 + (>1 0 2 527V)]. 

(b) Examínese el valor de un arreglo de diversidad como el dei problema 10.3 para 
esta aplicación. 

10.18 (Secc. 10.2) La figura P10.2 es un sistema de detección coherente para manipulación 
por corrimiento de fase cuaternario con <j> k = 0 o , 90°, 180° y 270°. Despreciando el 
ruido, constrúyase una tabla similar a la tabla 10.1, dando los valores de v A y v B para 
cada valor de </>* cuando los corrimientos de fase son \p A = 45° y \p B = —45°. Repítase 
para ^ A = 0 o y \p B = —90°. Analícense estas dos alternativas, dando especial atención 
al caso donde cada valor de <t> k representa dos dígitos binários. 



FIGURA P10.2 


10.19* (Sec. 10.2) Con relación al sistema dei problema 10.18 con \p A = 45° y \f/ H = -45'\ 
escribase el ruido n(t) en la forma de la ecuación (la) con^= y obténgase v* y \> H 
cuando está presente el ruido. Demuéstrese que P(sin error) = P(n à £ - A /fl y n, 
& - A /yflf y de esto dedúzease P, = 1 - ([1 - Q(yfp)] 2 , p = A 2 /2N. 

10.20* (Secc. 10.2) Se va a emplear la codificación diferencial en un sistema binário polar en 
banda base para proteger contra posibles inversiones de polaridad en la Irunsiiiisión. 
Así, si el dígito de mensaje k-è simo es un 1, entonces A k = A k si el dígilo A-ésimo 
es un 0, entonces A k = —A k _ r Los valores posibles de A k son ± A. Suponiendo 
ruido gaussiano, demuéstrese que P. = [QUA/a) — Q?-(A/ó)\ si la polaridad dc A k l 
n h se determina empleando un A/D de umbral cero y despuès se compara con la pola¬ 
ridad determinada de untemano de A k , + n k , (Sugerencia: Ocurrc un error si hay 
uno y sólo un crroí de polaridad cn cada par.) 
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10.21* (Secc. 10.2) Como una alternativa al esquema de detección dei problema 10.20, supón- 
gase que el receptor tiene la forma de la figura P10.3. Demuêstrese que el A/D debe te- 
ner dos niveles de umbral —en ± A —y por ello P, = Vj lEs mejor este es¬ 

quema que el otro? 



FIGURA P10.3 

10,22* (Secc. 10.2) Datos digitales con n = 8 modulan tanto la amplitud como la fase de una 
portadora, dando KpX e (t) = A k cos (w c / + <f > k ) donde A k = A y 2A y = 0 o , 90°, 
180° y 270°. 

(a) Dibújese un diagrama a bloques dei receptor empleando un oscilador local cohe- 
rente y filtros de integrado y descarga. ( Sugerencia : Vêase el problema 10.18.) 

(b) Analícese el comportamiento de este sistema en presencia de ruido. 

10.23 (Secc. 10.3) Un código determinado con n = 7yfc = 3esen forma simultânea de 
corrección de error sencillo y de detección de error doble. Suponiendo e < 1, calcú- 
lense las siguientes probabilidades: una palabra tiene un error corregido; una palabra 
tiene errores detectados pero no corregidos; P e palabras ; P e bit . 

10.24 (Secc. 10.3) Un sistema de banda base binário ideal tiene r = 10 000 y a = 0.2. Se 
desea enviar datos a una velocidad útil de 7 000 bits/s con codificación por comproba- 
ción de paridad para detección de error tal que P de s 0.08. Encuéntrense valores apro- 
piados para k y A, y calcúlese P e bit . Respuesta : k = 3 , A = 0.41, P e bit < 0.0036. 

10.25 (Secc. 10.3) Considêrese un sistema que combine la detección de error por comproba- 
ción de paridad y la realimentación de decisión de tal manera que cuando se recibe una 
palabra con un error detectado, el receptor dice al transmisor que repita esa palabra. 
Si e <: 1, la probabilidad de más de una repetición es despreciable. Incluyendo los 
efectos de la retransmisión, encuêntrese P e bit y la .elación de los dígitos totales trans¬ 
mitidos por dígito de mensaje en términos de k y e. 

10.26* (Secc. 10.3) Un método analógico de detección de error, conocido como detección de 
zona cero , emplea una zona de no decisión centrada en cada nivel de umbral tal que si la 
seflal más el ruido cae en esta zona, se le estima como error detectado pero no corregido. 

(a) Obtènganse expresiones para P de y P m por bit para un isistema en banda base biná¬ 
rio polar con limites de zona cero en ± a A. 

(b) Compárese la detección de zona cero con la detección de error por medio de la co¬ 
dificación por comprobación de paridad cuando ambos sistemas tienen la misma 
velocidad de bits de mensaje. 

10.27 (Secc. 10.3) La figura P10.4 muestra el código por comprobación de paridad en 
arreglo cuadrado donde están dispuesto k = k 0 2 dígitos de mensaje en un cuadrado 
cuyas filas y columnas están comprobadas por 2 *Jk dígitos de comprobación. Un error 
dc transmisión en un dígito de mensaje, ocasiona que en una fila y en una columna fal¬ 
te la paridad con el error en el punto de intersección, por lo que el código es de correc¬ 
ción de error sencillo y de detección de error doble. 
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FIGURA P10. 4 . 

(a) Obtènganse expresiones para g y P e bit en términos de k 0 . 

(b) Analícese lo que sucede cuando hay un error en un dígito de comprobación y 
cuando hay dos o más errores. 

10.28 (Secc. 10.3) Constrúyase una matriz H para un código por comprobación de paridad 
sistemático (6, 3) para corrección de error sencillo. Relaciónense las ecuaciones de 
comprobación de paridad, las palabras de código permitidas y los síndromes de error 
sencillo. iQué sucede cuando hay errores dobles? 

10.29 (Secc. 10.3) El código de Hamming dei ejemplo 10.5 da indicaciones de error para los 
dígitos de comprobación, así como para los dígitos de mensaje, aún cuando sea inne- 
cesaria la corrección de comprobación erróneos. Sin embargo, empléese la ecuación 
(14) y las condiciones en H para comprobar que cualquier código por comprobación 
de paridad (n, k ), para correción de error sencillo debe tener 2 G £ k + 1, por lo que 
los síndromes de dígitos de comprobación llegan en forma automática, ya sea que se 
empleen o no. 

10.30 (Secc. 10.3) Un código (7, 4) de Hamming se está considerando para transmisión de 
datos binários por medio de manipulación por corrimiento de frecuencia. Encuêntrese 
tal condición numérica que la codificación produzca una probabilidad de error más 
baja que la reducción de velocidad de seílalización. 

10.31 (Secc. 10.3) La figura P10.5 es el registro de corrimiento para un código Hagelbarger , 

uno de los primeros códigos convolucionales. El conmutador recoge en forma alterna¬ 
da los dígitos de mensaje y los dígitos de comprobación, por lo que t - 14. Haciendo 
caso omiso dei transitório de puesta en marcha, encuéntrense los enlaces de compro¬ 
bación de paridad y verifíquese que se pueden detectar seis errores sucesivos si los 19 
dígitos anteriores están correctos. ^ 
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FIGURA P10.5 
























APÊNDICE A 
EL ESPACIO DE LA SENAL 
Y LA COMUNICACIÓN 


Para describir a las sefiales como vectores en un espado multidimensional, se 
pueden aplicar las relaciones y conocimientos de geometria familiares a muchos 
problemas dei análisis de sefiales y dei disefto de sistemas de comunicación. Algunos 
resultados han sido expuestos en este texto, en forma particular la desigualdad de 
Schwarz y el concepto dei producto escalar. Aqui se deducen esos resultados y se 
examinan sus aplicaciones adicionales. La presentación es breve e informal, con la 
menor cantidad posible de anotaciones especiales.t 

A.l TEORÍA DEL ESPACIO VECTORIAL 

Un espado vectorial (o espacio lineal) ^ es un conjunto de elementos llamados vec¬ 
tores que tienen la propiedad de que se pueden combinar en forma lineal. Asi, en el 
caso de cualesquier vectores v y w en tf y cualesquier escalares cty existe otro vector 

2 - tXV f$W (1 ) 

el cual se encuentra también en ff. En otras palabras, el conjunto de todos los 
elementos en // es cerrado bajo combinación lineal. De modo similar, si ./ es un sub¬ 
conjunto de elementos de ff y es cerrado también bajo combinación lineal, se dice 
entonces que es un subespado de //. 


n l irtlciifk y ( urlson (1971, C ups 5 y 12) o Wozcncrall y Jacobs(l%5, ('«ps 4 y V .. ifts 

ilrtullr* 
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Los vectores pueden ser funciones dei tiempo, incluyendo funciones comple- 
jas, mientras que los escalares son números, posiblemente complejos. A manera de 
ejemplo, el conjunto de todas las sefiales de energia v(í) que tienen Í®„| v(/) | 2 í fr > 

constituye un espacio vectorial, puesto que es cerrado bajo combinación lineal, y el 
subconjunto de sefiales de energia restringido por v(t) = 0 para t < 0 seria un subes- 
pacio. Por otra parte, el conjunto de todas las sefiales limitadas por 0 > v(0 ^ 1 no 
es cerrado bajo combinación lineal y no se califica como un espacio vectorial. 

La suma vectorial y la multiplicación escalar en Sf están definidas en la mane¬ 
ra usual y, como queda implicito por la ecuación ( 1 ), hay un vector nulo 6 tal que v 
+ 0 = v, 0 • v = 0, etc. Por lo que, cada subespacio de un espacio vectorial incluye 
al origen. 

Producto escalar y norma 

Se impondrán dos condiciones adicionales en los espacios vectoriales empleados en 
el análisis de sefiales, que son para el normado y posesión de un producto escalar. El 
producto escalar es un número complejo asociado con cualquier par de vectores v y 
w en «9% que se simboliza por medio de <v, w>, con las siguientes propiedades 

<a, 0 > = O ( 2 ) 

<u,w>> = <w,y>* ( 3 ) 

(otvfiw) = (4) 

(v + w, x + y> = <t?,x> + + <>,*> + <w,y> (5) 

La norma de cualquier vector v es un número real definido por 

M = <v,vy /2 ( 6 ) 

con las propiedades 

IMI>0 {la) 

llü|| = 0 sólo si v = 8 ilb) 

ll^ll = Ml”!! (H) 

De manera formal, las condiciones anteriores caracterizan a un espacio pre- 
I lilbertiano. De manera intuitiva, dan una medida de la longitud dei vector (la nor¬ 
ma) y el ângulo relativo (el producto escalar). Estas interpretaciones se desarrollan 
en forma subsecuente. También se supone dar las fórmulas^xplícitas para < v, w> y 
IIv| puesto que dependen dei espacio particular en cuestión. Aún así, la fuerza 
analítica de la teoria dei espacio vectorial reside en que las relaciones consideradas 
(iene aplicaciones de cualquier espacio vectorial. 


Desigualdades y ortogonalidad 

Lmpleando las ccuacioncs de la (2) a la (8) se pueden deducir varias ecuacioncs 
importantes. Para cmpc/ai , considêrese v + fiw donde v y w están cn //', /i cs un cs- 
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calar arbitrário, y w & 6. Aplicando las ecuationes ( 6 ), (5), (4) y (3) en forma se- 
cuencial, se tiene 

\\v + fiw II 2 = <» + fiw, v + 

= ll^ll 2 + + P(v,w}* + |£l 2 llw 7 !! 2 (9) 




FIGURA A.l 



Poniendo j3 = — < v, vv>/llwll 2 y notando, de la ecuación (7a), que II v + /3wll 2 > 0 
para cualquier valor de j 3, se tiene II vil 2 — (Kv, w> l/lltvll ) 2 > Oo 

I<e,w> | < IHI \\w\\ (10a) 

la cual es la desigualdad de Schwarz. La desigualdad, obviamente, es válida en el 
caso trivial donde v = 6 o w = 0 ; de otra manera, a partir de la ecuación (1b) se 
tiene que 

l!# ||u|| ||w|| SÓlo si V ~ ocw (106) 

donde a es arbitraria. Se puede demostrar con facilidad, a partir de las ecuaciones 
(9) y (10) que 

||r + w\\ < |jt?[| + 11vv11 (11) 

la cual se conoce como desigualdad dei triângulo . 

Por último, si <v, w> = 0 por lo que <v, w>* = 0 —entonces 

||i? -b 1P§ 2 = ||e|| 2 + ||w|| 2 si (v,w} = 0 (12) 

Como la ecuación (12) se asemeja al teorema de Pitágoras de geometria, se dice que 
v y w son ortogronales (perpendiculares) cuando su producto escalar es igual a cero. 
Por lo tanto, tomando la norma como la medida de “longitud” en el espacio vecto- 
rial, las ecuaciones ( 11 ) y ( 12 ) son idênticas a las relaciones comunes para los triân¬ 
gulos oblicuàngulos y rectángulos cuyos lados son v, w y V + w, (Fig. A. 1). Cuando 
la desigualdad de Schwarz es vista bajo este punto de vista, se advierte que el pro¬ 
ducto escalar es equivalente al producto punto familiar y asi se puede interpretar 
como una medida de “ângulo” relativo. Esta interpretación es inapreciable al consi¬ 
derar las proyecciones de los vectores. 

Proyecciones de vectores 

La figura A.2 muestra dos vectores y la proyección ortogonal v w de v sobre w que se 
define por Jas propiedadcs v w = « w y v — v„, w> = 0 , equivalente a trazar una 
perpendicular de v a w. Combinando estas propiedades se tiene 
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<V,W> 

\M 2 


w 


(13) 



por lo que <v, w>es proporcional al coseno dei “ângulo” entre v y w\ es decir, que 
v w es igual a cero cuando los vectores son ortogonales y es máxima cuando son coli- 
neales (proporcionales). Se presume que II v — v w II es la “distancia” más corta entre 
el extremo de v y cualquier punto a lo largo de w. 

Generalizando, si v está en y v» es su proyección en el subespacio enton¬ 
ces v - v es la “distancia” más corta entre v y cualquier punto en Este es un 
enunciado burdo dei importante y versátil teorema de la proyección . Establecido en 
forma más precisa, v» es un vector único en & tal que, para cualquier vector z v * 
cn í J / y 

(v — Vp , z> 0 (14) 

j|u — vp\\ < ||y -- z|| (15) 

La ecuación (14) define a v& mientras que la ecuación (15) es el teorema de la proyec- 
ción. El teorema se prueba con facilidad empleando la construcción cuyo diagrama 
se aprecia en la figura A.3, donde v - v&y - z son ortogonales (por definición) y 
\> - z= (v — v^) + (v<? — z). Aplicando la ecuación (12) se tiene entonces |j/|J zll 2 
II v - v ; *P + II - zll 2 >%v - II 2 . 

Vectores base 

Para cerrar esta sección, se introduce el concepto de los vectores base. Aunquc no 
lodos los espacios vectoriales tienen vectores base, se reafirman más las intcrprela- 
eiones geométricas cuando ellos existen. 

Supóngase un espacio que incluye un conjunto de K vectores linealmente indc- 
pendendientcs t 0 *, k = 1, 2 , . . , , K y tal que cualquier vector v en el espacio sc 
puede expresar en la forma 


t V6nsr lliiimiilh (IWí) pnm un im/tliMs dc las linn iunrs do WuKli cn cl amlrxlo ilc In miimmuiilòii 
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^ nffc '/»k 


(16) 


Se dice que el espado tiene K dimensiones, simbolizado por y que los son los 
vedores base que cubren a SF k . Los escalares ct k en la ecuación (16) son las coordena- 

das de v y <t> k - . . , 

Sin embargo, la base para & k no es única, y es ventajoso exigir que <t>, scan or- 

tonormaleSy es decir, 

m k 




0 m 4 k 


(17) 


lo cual asegura independencia lineal. Además, con esta estipulación, los vedores 
base son análogos en forma directa a los vedores unitários de los espacios ordinários 
bi y tridimensionales en los que ellos tienen norma unharia (longitud) y son mu¬ 
tuamente ortogonales (perpendiculares). Los conjuntos de funciones <M0 que 
obedecen o siguen la ecuación (17) incluyen las funciones trigonométricas que se re- 
lacionan en forma armónica, como los polinomios de Legendre y funciones de 
Walsh,t por nombrar unos cuantos. 

La ecuación (17) no impone una limitación seria, puesto que se puede emplear 
el procedimiento de Gram-Schmidt para generar un conjunto ortonormal que cubra 
cualquier conjunto de vectores, como sigue. Dado el conjunto z k , k - 1,2,..., 
una base ortonormal equivalente es 

<l >k = -p— i (18í/) 


donde 


9\ = z i 

k- 1 

= Zt — 2 

m= 1 


2 <k<K 


(18 b) 


Nótese, de la ecuación (13), que < z*. es en forma precisa la proyección de z k a 

lo largo de <t> m puesto que \\4>„' 2 = 1. Así, g k es ortogonal a <t> u <j> 2 , , <t> k - 1 

como se ilustra en la figura A.4 para k = 2. Si sucede que z* no son linealmente mde- 
pendientes, entonces uno o más de los 0 » será igual a 0 , significando que la dimen- 
sionalidad es menor que K. 

Si se tiene una base ortonormal que cubra a Sf k , se puede expresar el produeto 
escalar de cualesquiera dos vectores v y w en términos de sus coordenadas, digamos 
otk y 0*. Introduciendo un indice m simulado, 


FIGURA A.4 


n / 

Sl =?2 - 

X 17 



> <p x 


-4» i " 


II M 


1 Vbue Hurmuth (l%M) puru un 


anÀILús dc lus luncioncs dc Walsh cn d contexto dc Iji ctmim lU-m Uw 
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(19) 

k= 1 

donde se han empleado las ecuaciones (5), (4) y (17), reduciendo la última la suma 
sobre m a un término, /3" k . Poniendo (3 k = a k se demuestra que <v, v> =ya k a k o 

itol 1 = ^2 l a *l 2 



lo cual generaliza la norma euclidiana al caso de K coordenadas valuadas complejas. 

Como las coordenadas ordinárias, se les encuentra con facilidad a partir de v y 
<i> k , o sea, 

<x k = k = 1, 2,..., K (21) 


Así, cada componente de v en la ecuación (16) es igual a la proyección de v a lo largo 
dei correspondíente vector base, así como se pueden descomponer los vectores con- 
vencionaies en sus proyecciones a lo largo de los ejes. La ecuación (21) procede de la 
(19) por la sustitución de w con <t> m por lo que Í3 m = 1 y frt = 0, k & m. Por último, si 
v está en cualquier espacio dei canal & j es un subespacio /-dimensional cubierto por 
<t> k9 1 </:</, entonces la proyección de v sobre & j es igual a 

Vp = ^cc k <f>k ( 22 ) 


donde la ecuación ( 21 ) aún se aplica, puesto que los a k deben ser tales que < v - v^, 
</>* > =0 para k = 1 , 2 ,...,/. 


A.2 APLICACIONES DEL ESPACIO DE LA SEN AL 

Se procede ahora a las aplicaciones e interpretaciones de la teoria precedente en el 
análisis de seflales. Esto se efectúa definiendo clases o conjuntos de seflales que son 
cerradas bajo combinaciones lineales para cada clase, y determinando una fórmula 
de produeto escalar apropiada. Se examinará los resultados para otras clases útiles. 


Seflales periódicas de potência 

Considêrese el conjunto de todas las seflales v(t) que tienen el mismo periodo 7^ y 
potência promedio bien definida. Este conjunto constituye un espacio vectorial y el 
produeto escalar se puede tomar como 


I 

fo 


tÍt)w*U) 

rn 


át 


0\H>> 


(D 
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Se comprueba con facilidad que la ecuaciórt (1) tiene las propiedâdes necesarias, 
ecuaciones (2) a la (5), (Sec. A.l). La norma al cuadrado es entonces igual a la po¬ 
tência promedio, ! 

Ilfll 2 = í \v{t)\ 2 dt=P„ (2) 

1 o J ro 

Así, la seftal nula 6(t ) es una seflal periódica con P t = 0; para todos los propósitos 
pràcticos, esto implica que d(t) = 0 , — oo < / < oo. De paso, también se advierte 
que 

ã=<«,l> = — f v(t)dt (3) 

í o •'ro 

es el valor promedio de v(t). 

Cualesquiera dos seflales en este conjunto son colineales si son proporcionales, 
por ejemplo, 11^(01!= av(f). En el otro extremo recurriendo al hecho de que llvll 2 = 
P„ y a la ecuación (12), (Sec. A.l), las seflales ortogonales tienen la propiedad de la 
superposición de la potência promedio, es decir, 

P„ +w = P„ + Pw si <.v,w> = 0 (4) 

Entre estos extremos, la proyección de v a lo largo de w es 

,. <v,w~> ,. ... 

(5) 

lo cual dice quê tanto de una seftal, v(t), está “contenida” en otra, >v(/). 

Un subespacio importante está cubierto por la base ortonormal 

<j> k {t ) = e' 2nfc " r ° k = 0,±\,±2,...,±K C6) 

siendo la dimensionalidad 2 K + 1. Si se denota por £(/) a la proyección de v(/) en 
este subespacio, entonces 

v(t)= 2 «j k^k(0= 2 (x. k e jZnkt/T ° (la) 

donde, de la ecuación (21), (Sec. A.l), k= ~ K k=_K 

a k = <v,<f> k y = — í v(t)e~ J2nkt,TQ dt (lb) 

iO J To 

La ecuación (7a) se reconocerâ como los primeros 2k + 1 términos de la serie expo¬ 
nencial de Fourier y a k , las coordenadas de v(t), son los coeficientes usuales de la 
serie. A partir dei teorema de la proyección, se puede decir que v(t) es una aproxi- 
mación de error cuadrático mínimo a’ v(f) en que la seflál de error v(í) — í(t) tiene 
norma mínima. 

Un teorema matemático muy complejo (omitido aqui) demuestra que en el 
limite conforme K — oo, s{t) — v(í) en el sentido de que II v - v |[ 2 — 0, conocido 
como la convergência en el medio. En correspondência, el subespacio resulta ser el 
espacio entero, con dimensionalidad infinita pero mensurable. Entonces, recurrien¬ 
do a la ecuación (20), (Sec. A.l), 

P„ il{?ir 2 2 !«2 2 <K> 
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la cual es el teorema de la potência de Parseval. Se ve, pues, que los conceptos dei es¬ 
pacio de la seftal constituyen la sustentación teórica de la serie de Fourier. 

Senales no periódicas de energia 

El conjunto de todas las seftales de energia no periódicas que tienen energia bien de¬ 
finida, define a un espacio de la seftal. De manera similar a la ecuación (1), el pro- 
ducto escalar es 

(v,w} = J u(f)w*(0 dt (9) 

y la ortogonalidad significa superposición de energia, puesto que |[vP = E vy etc. 
Aunque este espacio carece de una base mensurable, se puede decir que está cubierto por 


(f> f (t) = e j2nfi — oo</< co 

donde/ es una variable continua (frecuencia) más que un índice. Entonces, v(/) tiene 
la función coordenada 

V(f) = = f v(t)e’ J2 * ft dt (I0«) 

J ^ ao 

tal que 


y(/)=J V(f)e i2 * f ‘df (10á) 

No es necesario decir que estas son las integrales transformadas de Fourier. 

Como se recalco en la sección 2.6, v(t) y w(t) son ortogonales si son ajenas 
(sin traslape o encimamiento) en tiempo o ajenas en frecuencia. Lo último procede 
de la ecuación (13), (Sec. 2.3), escrito en la presente notación como 

<„,w> = < V, wy = J V(f) W*(f) df (II) 

Así, los productos escalares de los domínios dei tiempo y de la frecuencia, son 
iguales. 

Seftales de banda limitadas y senales discretas en el tiempo 

Considérese el espacio definido por 

<f>k(t) = *\/lW senc (2Wt — k) k 0 , f l,d r 2 ,... ( 12 ) 

así, cualquiera v (0 en este espacio debe ser de banda limitada en W dado que 

I ■ , 

—- c ' 2 " k//2M l/j-: W 

V2 W (1.1) 

o l/l w 




es decir, las funciones base son de banda limitada así como ortonormales. 
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Observando que las (/>*(/) son seflales' de energia, la aplicación de las 
ccuaciones (11) y (13) da las coordenadas de v(t) como 


Por lo que, 




1 

Viw 



(14) 


v(t)= 2 “.«MO 

k= - D 



senc (2 Wt — k) 


(15) 


la cual desarrolla a v(t) en términos de sus valores muestra en t = k/2 W. El teorema 
dei muestreo dice que la ecuación (15) es válida para cualquier seflal de energia de 
banda limitada, como se demostró en el capítulo 8. En forma incidental, obsérvese 
que el espacio que contiene tales seflales es de dimensionalidad infinita pero mensu- 
rable, mientras que el espacio para seftales de energia de banda no limitada tiene una 
dimensionalidad inconmensurable. 

Habiendo mencionado el teorema dei muestreo, viene en forma natural a la 
mente el caso de las seflales discretas en tiempo , es decir, seflales que están definidas 
sólo en puntos discretos en el tiempo. Por lo tanto, considérese el conjunto de todas 
las secuencias v(/w), m - 0, ± 1, ± 2, . . . , ± M, para las cuales 


1 « 

- 2 | v(m) | 2 < oo K = 2M + 1 

A m = — M 

Un producto escalar apropiado es 

1 " 

<v,wy — — 2 v(m)w*(m) (16) 

A m = — Al 

y se puede interpretar a li v|| 2 como el valor cuadrático medio de la secuencia v(m). 
El espacio así definido tiene precisamente K dimensiones y está cubierto por 


<f> k (m) = e j2nkmlK k = 0, ±1, ±M 

Las coordenadas correspondientes de v(m) son 

1 « 

{ *k = — 2 v(m)e j27l ' c ' n/ * (17) 

A m = - M 


la cual es una forma de la transformada discreta de Fourier , la teoria detrás de la 
transformada rápida de Fourier. 

Se han considerado hasta aqui muchos de los tipos importantes de espacios de 
la seflal —con excepción de las seflales aleatórias— por lo que se cierra esta sección 
con dos problemas concretos que se pueden tratar y resolver con facilidad emplean- 
do los conceptos desarrollados aqui. En la siguiente sección se trata un problema 
más avanzado. 


Sfinlesis dc Forma de onda 

Supóngase que se desea un sislema capaz de generar cualquier seflal de energia a par¬ 
tir de im conjunto dado m - 1, 2, . . . , M. 
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FIGURA A.5 

Sintetizador de forma de onda. 


Si los zjj) no son linealmente independientes, el procedimiento de Gram- 
Schmidt conduce a un disefto eficiente dei sistema, como sigue. 

Sea es espacio que contiene a todas las z m (t ), así K < My la igualdad es vá¬ 
lida sólo cuando las seflales son linealmente independientes. Se encuentra una base 
ortonormal 4> k (t) a partir de z m (t) empleando la ecuación (18), (Sec. A.l), tal que 

K 

^i(f) = 2 V- mk <j>k{t) CC mk = (18) 

*= 1 

donde la fórmula para a mk procede de la ecuación (21), (Sec. A.l), y el producto 
escalar se calcula por medio de la ecuación (9). 

La implementación de la ecuación (18) incluye un generador de impulsos; K 
filtros que tienen a <t> k (t) como sus respuestas a impulsos, y K ganancias ajustables 
para dar los coeficientes a mk . El sintetizador de forma de onda completo se muestra 
en el diagrama de la figura A.5. Si K % M, este método requiere en forma sustancial 
de menos componentes físicos que si se construyera un generador separado para 
cada una de las M seflales. También es importante la ecuación (18), la cual constitu- 
ye un modelo de seflal útil en el estúdio de la comunicaçión digital. 

Aproximaciones lineales 

Dados una seflal v(t) y un conjunto de K seflales w k (t) sobre determinado intervalo, 
digamos 0 < t < T> es posible construir una aproximación lineàl a v(t) en la forma 

u(f) = «o + 2 a * w *(í) o < / ^T (19) 

*= i 

con la propiedad de que v(t) es una aproximación de error cuadrático mínimo; es 
decir, ||| v\\ 2 se reduce al mínimo. Si sucede que las >v*(0 son ortogonales, la tarea 

resulta ser trivial. Si no, se podría uno inclinar por generar un conjunto ortonormal 
empleando el procedimiento de Gram-Schmidt. A continuación se presenta un mé¬ 
todo equivalente pero más discreto. 

Primero se toma el producto escalar como 
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de tal manera que el valor promedio de v(/) es v"= <v, 1> y, tambiên <v, j3> = 0*v 
para cualquier escalar 0. Despuês, recordando que v(0 — v(0 debe ser ortogonal a 
cada término dei segundo miembro de la ecuación (19), puesto que esos términos en 
efecto detinen el subespacio de aproximación —sean ellos ortogonales o no. Así a 0 
debe satisfacer a <v — v, a 0 > = <(v — a 0 — La fc w*), a 0 > = 0, lo cual da a 0 = v — 
La k w k . No debe sorprender que la constante a 0 es la válida para cualesquier valo¬ 
res promedio diferentes de cero, y la ecuación (19) resulta ser 

K 

v(t) = 0+2 a k [w k (t) — iv k ] (20) 

k= 1 

donde los a k deben ser aún determinados. 

Volviendo al cálculo, se emplea de nuevo la condicción de ortogonalidad, esta 
vez en la forma 


(.V — V, oc m w m > = 


(v - v) — 2 cc k {w k - w k ) 


, oc fn w m 


I 


Una mayor simplificación da por resultado un conjunto de K ecuaciones simultâneas 

K 

2 <w>fc — w k , w m — W m >ac k = <y — v , w m — w m y m=l 9 2 9 ... 9 K (21) 


las cuales pueden ser resueltas para a k . En el caso especial de K = 1, la aproxima¬ 
ción completa es 


<y — t\ w — w} 

v(t) = v H--———^— [w(í) — w] (22) 

\\w — w |r 

El método anterior también es aplicable a sefíales aleatórias o a datos experi- 
mentales, tomándose el producto escalar como <v, w > = E[v, w*]. En ese contexto 
se le conoce como análisis de regresión lineal . 

A.3 TEORÍA DE LA DETECCIÓN 

Shannon (1949) exploró los conceptos dei espado de la sefial para encontrar la capa- 
cidad de un canal continuo. Después, Arthurs y Dym (1962) y otros emplearon in- 
terpretaciones geométricas similares para estudiar la detección de sefiales digitales 
contaminadas con ruido, obteniendo de ahi la implementación de un sistema cuyo 
comportamiento se aproxima al limite de Shannon. Esta sección sirve como intro- 
ducción a una pequefía, pero importante, división de la teoria de la detección basada 
en el trabajo original de ellos. 

n w {t) 



FKÍlJKA A í. 
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Con referencia a la figura A.6, de una fuente de información se selecciona un 
mensaje ji, de un conjunto de M mensajes equiprobables. El mensaje se transmite 
como una forma de onda real, produciendo *,(() en el receptor; *,(() tiene una dura- 
ción T, digamos 0 < f < T, y energia E„ Se contamina con ruido blanco aditivo 
gaussiano de valor medio cero n w (t) con G n Jf) = n/2. El receptor opera en_y(í) = 
X .(Í) + DJJ) y determina que el mensaje ^ ha sido enviado, el cual, puede o no ser 
correcto. Se supone que el receptor tiene copias almacenadas utilizables de las sefla- 
les no contaminadas y de sus mensajes correspondientes. El problema de la detec¬ 
ción resulta ser este: ( ’,Cómo debe operar el receptor sobre y(J) para reducir la 
probabilidad de error P e al mínimo? 

Obsérvese que se han supuesto mensajes equiprobables y ruido blanco gaus¬ 
siano. Una codificación de fuente apropiada puede asegurar lo primero y en forma 
eventual se permitirá para ruido no blanco gaussiano, por lo que el enunciado dei 
problemas es razonablemente amplio. Ademàs, no hay preconcepciones incorporadas 
acerca de la estructura dei receptor junto a la suposición de las copias almacena¬ 
das. La formulación dei espacio de la sefial dei problema, será en esencia lo que guie 
la implementación específica dei receptor. 


FIGURA A.7 

Proyección de y = x, + n w sobre Sf k . 

Formulación dei espacio de la senal 

Recurriendo al procedimiento de Gram-Schmidt, existe un espacio Sf „ de dimcn- 
sionalidad K < M que contiene todas las formas de onda de sefial posibles, x/l), i - 
1,2 , ,M. Supóngase que .9 k está cubierta por una base ortonormal tal que 



donde 


K 

x t(t) = 2 x tk<f>k(r) Çh/J 



= J < >/■> 

empleando el producto escalar de energia con <t> k (t) real, en vista de que todas las 
kit) son reales. (En consecuencia, los términos complejos conjugados no aparcce- 
rán en alguna parte.) 

Como el ruido es blanco y de banda no limitada, sus funciones muestra 
no estàn contcnidas en .v 9 *. Sin embargo, se le puede descomponer cn dos términos 


( 2 ) 


njl) n(f ) I /;,.(/) 
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dc los cuales n.(t) está fuera de £f k , es decir, 

<« e ^ k > = 0 k 1,2. K (3) 

Por lo que a n.(t) se le puede designar como ruido extrafio o irrelevante. El término 
restante n(t ) está en k y 


K 

n{t) =■- 2 »k<l>kU) ( 4 a) 

* fc = I 

n k = <«,<£*> = <n Wy (j)M (4b) 

puesto que, de las ecuaciones ( 2 ) y ( 3 ), <«,</>*> = <« w> </>*>-<«., <p k > = <*„, </>*>. 

Estas manipulaciones conducen al diagrama vectorial de la figura A.7 donde, 
por conveniência, & k está representado por un plano. El vector seftal está en el 
plano como tambiên el vector ruido n 9 en tanto que n e es ortogonal a aquél Se defi¬ 
ne un nuevo vector 

zày~ n e = Xi + n (5) 

el cual viene a ser la proyección de y = x, + n w sobre el espacio £? k . Esta definición 
es valiosa de manera particular, con la ecuación ( 2 ), ya que permite analizar el 
problema de la detección en forma completa en términos de vectores en k . 


FIGURA A.8 

Regiones de decisión en ff k \ k = 2, M = 3. 


% 



La figura A. 8 ilustra este último punto al mostrar a Sf k para el caso de K = 2 y 
M = 3. Los tres puntos representan los extremos de los vectores de seftal libres de 
ruido x u x 2r y x 3 , y z es una proyección vectoria típica cuando se envia a x 2 contami¬ 
nada por el ruido n. En forma intuitiva, el diagrama sugiere que el receptor debe 
clergir el vector de seftal cuyo extremo está más cerca dei extremo de z, es decir, ele¬ 
gi r (o detectar) a fij si 


Xj I 


V( 




toda i & j 
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Se demostrará además que ésta es la estratégia óptima de detección bajo las suposi- 
ciones enunciadas. En correspondência con la ecuación ( 6 ), se puede dividir a k en 
M regiones de decisión limitadas por las líneas punteadas en la figura A. 8 . 

La regia de decisión ( 6 ) incluye longitudes de vector o normas. Se sabe que 
llx.l! 2 = E í9 pero n(t) es una variable aleatória cuyas propiedades necesitan ser en¬ 
contradas antes de seguir adelante. 

De la ecuación (4 a) la norma al cuadrado de n(t) es 

\\n\\ 2 = 2 "k 2 (7) 


y, puesto que la ecuación ( 4 b) es una operación lineal en una variada gaussiana, las 
coordenadas n k son tambiên gaussianas con h k = < <t> K > = 0. Se vuelve entonces a 

la variancia y a la cuestión de la dependencia estadística al considerar 


E[n k n m ] = E 


í a i w (t)<j) k (t) dt í n w (X)<j> m (X) dX 

J — ao J — ao 


Í CC 

E[/i w (í)rt w (A)]0 k (í)^m(A) dt dX 

— 00 ^ — 00 


Ahora E[« w (í)«w(X)] = R„M - X) y la función de autocorrelación dei ruido blanco 
es R„ w (t) = (?j/2)ô(t) por lo que, después de algunas manipulaciones sencillas. 


í- 

E[rt k n m ] = | 2 

1 ° 


m = k 
m # k 


( 8 ) 


por lo que las n k son variadas gaussianas estadisticamente independientes con valor 
medio cero y variancia 17 / 2 . En concordância, la función de densidad de probabili- 
dad conjunta dei vector de ruido n es 


la cual tiene simetria esférica en k . 


Pr.(n) =/7„ 1 (/Ii)/»„ 2 («2) • ■ ■ Pn K {n K ) 
= (TTjj)- KI 2 e-'' nv2 "' 


(9) 


Regia de decisión 

Para apoyar en forma analítica la regia de decisión intuitiva, se advierte que la pro- 
babilidad de error de detección se reduce al mínimo si /ij es el mensaje intentado más 
probable dado el vector recibido z, es decir, 

P(fi,j\z) >P(fj.,\z) toda ' / / (10) 

Tales probabilidades condicionales se pueden escribir empleando la regia mixla dc 
Bayes en la forma 


donde p.(z p,) cs lu función dc densidad de probabilidad condicional de z dado que x, 
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fue enviada, etc., ypitii) = 1/Mpor suposición anterior. Puestoque z - x t + w, n = 
z - Xi y 

Pz(z\fJLi) =p n (z — X() = ( 77 -T/) 11 ' ( 12 ) 

Por lo tanto, insertando las ecuaciones (12) y (11) en la (10) y tomando el logaritmo 
de ambos miembros se tiene 

\\z — xj\\ 2 < \\z — a-jII 2 toda / // 03) 

todos los otros términos se cancelan. La ecuación (13) es equivalente a la (6) dado 
que las normas son no negativas por definición. 

Por desgracia, no es posible diseflar un receptor en forma directa a partir de la 
ecuación (13); el receptor debe operar eny(0 = xAt) + njj) y no en la proyección 
vectorial z . Sin embargo, 


||z — Xi II 2 = E z — 2<z,x,> -I- Ei 


y 


<z,*i> = (y - n ej X [> = <y,Xi> 


Sustituyendo éstas en la ecuación (13) y despreciando cualesquier términos indepen- 
dientes de i se tiene la útil prueba estadística o función de decisión 

@i=<y,Xi>-'AEi (14) 


y la regia de decisión resulta ser: Elíjase a fij tal que ® s para toda / * j. Ésta es 

una regia de decisión óptima en el sentido de que reduce al mínimo a P e . 



(fl) ( b) 

FIGURA A.9 

Implementación de receptor empleando: (a) 
correlacionadores; (fc) filtros acoplados. 

La implementación dei receptor 

Se implementa la ecuación (14) observando que x ( (f) = 0 para t < 0 o t > T por lo 
cual 

<y,x t >= f y{t)Xi{t)dt (15) 

Por lo tanto, y en atención a la figura A.9a, el receptor debe multiplicar a y(t) por 
las copias almacenadas de cada posible e integrar, produciendo Af salidas en pa¬ 
ralelo v,(7) = y t x t . Este proceso se conoce como deteedón de correlaciôn. Dc ma- 
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' Correlacionadores o filtros acoplados 


FIGURA A. 10 

Receptor completo para detección óptima. 


nera alterna, el banco de correlatores se puede reemplazar por un banco de filtros 
acoplados , siendo las respuestas al impulso /i,(í) = x,(T — í), (Fig. A.9b). Entonces 

vt(t) = [y(f)] * [fti(í)l = í y(.X) x i(T— t + A) dX ( 16 ) 

y de nuevo v,(T) =<y, x,y. De cualquier manera, la operación (y, x,y proyecta a lo 
largo de x, y remueve el ruido irrelevante 

La figura A. 10 muestra un receptor completo que utiliza correlatores o filtros 
acoplados. La serial entrante se procesa en paralelo por medio dei banco 
correlacionador/filtro cuyas salidas están polarizadas por - ViEi. (La polarización 
se puede omitir si todas las seflales tienen la misma energia.) Muestreando en t = T 
se tiene vlT) - ViEi = ^ , y el receptor elige el mensaje en base al mayor 1 . 

Si las seflales x,{t) no son linealmente independientes y K - M, un diseflo más 
eficiente se basa en la escritura de 


<y,x,y = 2 ykXi k Vk = 


(17) 


Así, y k se genera a partir de y(t) y de </>*(() por medio de la correlaciôn y filtraje de 
acoplamiento con K en lugar de M unidades. El receptor calcula entonces 

K 

@i = ^y k Xik \ iE{ 

k= 1 

y procede como anteriormente. De manera incidental, sólo para esta implementa- 
ción se necesita conocer los </>*(/) en forma explícita. 



! t/i l J 


% 


~ \,U) í 


FIGURA A.M 

Mltro dc prchlunquctido. 
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Por último, en el caso de raido no blanco (pero sí gaussiano), el resultado an¬ 
terior también es válido si se agrega un filtro de preblanqueado en el extremo ante¬ 
rior dei receptor, (Fig. A. 11). Si G n (f) 0 y el filtro tiene 

I ""W-ÕZÕ 

entonces el ruido filtrado será blanco. Nótese, sin embargo, que a x/(/) se les debe 
considerar como formas de onda de las seflales despuês que han pasado a través de 
//*(/). 


La probabilidad de error 

Para concluir este tratado abreviado de la teoria de la detección, se examina la pro¬ 
babilidad de error empleando siempre argumentos geométricos. En particular, la fi¬ 
gura A. 12 representa la situación en cuando se ha enviado ar,y contaminado 
con ruido n para producir el vector z. También se muestra otro vector de sefial x, y la 
proyección de n a lo largo dei vector x, — x,. La longitud de esa proyección (inclu- 
yendo el signo algebraico) es 


(n,xt — Xj > 

=-;-- (18a) 


donde 


Lij= \\xí — Xj || 


(m 


Es obvio que resulta un error de detección si n ocasiona que z esté más cerca de 
Xi que de x j9 o en forma equivalente, 

, ruj > MLíj i ^ j 

Se concluye, a partir dei análisis que condujo a la ecuación (8) que la proyección de n 
a lo largo de cualquier vector en ¥ k es una variada gaussiana con valor medio cero y 
variancia r;/2, por lo que 


Prob [n u > l AL,j] = Q 




En consecuencia, computando para todos los M— 1 vectores de sefial x„ / j 9 la 
probabilidad de error cuando x y se envia tiene un limite superior dado por 


l)g 




L u 


mín 


(19) 


es decir, que Lj es la distancia entre Xj y su vecino más cercano. 

Promediando la ecuación (19) con todas las seflales posibles se tiene 


1 it M— 1 « 

A = — 2 PejrÇ—rj 

M J=L J M j = 


2 4 --'- ) 

' = 1 W2 V / 


(M 1)<3 


fn ^ 

vtTj 


L m í n - Lj 


( 20 ) 
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FIGURA A. 12 



el cual es un limite superior conservativo, puesto que L min es el valor más pequeflo dc 
Lj. Arthurs y Dym después van a demostrar que P„ tiene un limite inferior dado por 


Pc > 



_ v 
M 


L s 


( 21 ) 


La figura A. 13 muestra estas diferentes distancias tomando x u x 2 , y x 3 de la figura 
A.8. Para un sistema binário (M = 2), 


puesto que L prom = L min = §*i - a: 2 

Además de dar los limites de probabilidad de error con detección óptima, las 
ecuaciones (20) y (21) constituyen unas valiosas guias para la selección de la sefial. t 
Como ejemplo, considérese un sistema binário con una energia limitada por E, rs, E\ 
los diagramas vectoriales sencillos comprueban que — x 2 se aumenta al máximo 
(con lo que P e se reduce al mínimo) si x 2 (l) = —x^t) y E x = E t = E. Además, se 




puede demostrar que í el de M seflales ortogonales con igual energia E y con la 
implementación de receptor analizada con anterioridad, se llega a un sistema cuyo 
comportamiento se aproxima al de un sistema ideal (de acuerdo con Shannon) que 
liene un ancho de banda infinito; es decir, que conforme M —• oo, P, — 0 siempre y 
cuando la velocidad de información satisfaga a = (l/T)log 2 A í ^ 1 ,44 r /ij, donde 
.S’„ = ET —vèase la ecuación (7), (Sec. 9.4). 


| Vt *.m l.athi (1968, Cap. 6) o Wo/cncrafl y Jacob» (I96J, Cap. 3) 
l 1 rnhl (1%R, ( ap. 7) o Wozcncrafl y Jacob» (1%5, Cap. 5). 
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A.4 PROBLEMAS 


A.l (Secc. A.l) Considérense los vectores v, w, y z = v + wcon j|vj | 2 = ||w || 2 = 16 y ||z [| 2 
= 32. Constrúyase un diagrama vectorial basado en esta información y empléesele 
para encontrar a \\x\\ 2 cuando x = 3 v = 2 W . ( Respuesta : ||*|| 2 = 208.) 

A.2 (Secc. A.l) En referencia al problema A.l, encuéntrese un vector y en términos de v y 
de w que esté en el plano que contiene avyawy tiene la propiedad de que <y f z> = 0 . 
D^spuês encuéntrense las proyecciónes y v y y w . 

A.3 (Secc. A.l) Dedúzcase la desigualdad dei triângulo en la forma llv + wll 2 < (||v|| + 
llwll ) 2 empezando con la ecuación (9) y aplicando la (10). ( Sugerencia : Nótese que 
■< v, w> + < v, w>* = 2 Re[<v, w>].) 

A.4* (Secc. A.l) Haciendo v = aw + j 3z, donde z es un vector arbitrário, encuéntrese la re- 
lación entre v y w tal que II v + w\\ = II M + II w||. ^Está el resultado de acuerdo con la 
gráfica vectorial? 

A.5 (Secc. A. 1) Supóngase que v = oí x Z\ + ot 2 z 2 y w = $ x z x + j 3 2 z 2 donde Z\ y z 2 no son or- 

tonormales. Encuéntrese una expresión para <v, w> y compáresele con la ecuación 
(19). 

A .6 (Secc. A.2) Considérese el espado cubierto por las funciones periódicas <t> x (t) y 0 2 (O 

donde <^(0 es la onda cuadrada de la figura 2.10 con A = 1 y <j> 2 (t) = <t> x (t - T 0 / 4 ). 

(a) Demuéstrese que^Oy son ortonormales. 

(b) Encuéntrense a x y a 2 tales que v (0 = + <x 2 <f>2(t) es la aproximación de 

error cuadrático minimo a v(/) = A cos(2 ttí/T 0 + 45°). 

A.7 (Secc. A.2) Si v(t) es una sefial periódica real, se le puede desarrollar en la forma v(f) 

= a Q + £ 00 = 1 (a„ cos lirnt/T^ + b n sen la serie de Fourier dei seno y dei 

coseno. Identifíquense las funciones bases, compruébense para ortonormalidad, y ob- 
ténganse fórmulas para a 0t a n y b n en términos de v( 0 - 

A .8 (Secc. A.2) Investíguense las propiedades de la base de sefial de energia 0 //) = e S2irfi 
considerando < 0 /; , <fc 2 >= lím^ i J _ T 4> h {t)4>fp)dt. 

A.9 (Secc. A.2) Empléense las ecuaciones (11) y (13) para demostrar que las funciones ba- 

ses dadas en la ecuación ( 12 ) son ortonormales. 

A.10* (Secc. A.2) Tomando ot k por la ecuación (17), demuéstrese que 'L J jf = _ M a k <t> k (n ) = 
v(n). (Sugerencia: Nótese que exp j2izk(n - m)/K - [exp jlirin - m)/K] k e intro- 
dúzcase un nuevo índice de suma k' = k + K .) 

A.11 (Secc. A.2) Obtenganse las fórmulas para a 0 y a x tales que v(0 = a 0 + ct x t sea una 
aproximación de error cuadrático mínimo a v(f) sobre 0 < t < T. 

A. 12 * (Secc. A.2) Considérense las seflales de energia Zí (0 = 1 t z 2 (t) = f, y z 2 (t) = ^defini¬ 
das sobre el intervalo — 1 < / < 1. Empléese el procedimiento de Gram-Schmidt para 
generar las correspondientes funciones base ortonormales. Los resultados serán pro- 
porcional es a los tres primeros polinomios de Legendre . (Respuesta: <t> x (t ) = 
ut) = 'JW, <t>3 (0 = W 8 (3 t 2 - 1).) 

A.13* (Secc. A.2) Dada una sefial de energia v(/), se desea construir la aproximación cons¬ 
tante en grado mínimo v (0 = = _ . a k Il[(í - fcr)/r]. Obténgase una fórmula pa¬ 

ra a h en términos de v (0 de tal manera que v(/) sea una aproximación de error cuadrá¬ 
tico mínimo. 

A. 14 (Secc. A.3) Obténgase una versión más general de la ecuación (14) partiendo de la (10) 
y prescindicndo de la suposición de mensajes equiprobables, por lo que los P(ni) son 
arbitrários. ( Respuesta: 3 t = <y, x { y + [77 In pfa) - E,]/ 2.) 
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A.15 (Secc. A.3) Encuéntrese P m en términos de/7 = E/rj, donde E es la energiapromedio, 
para cada caso relaciónese a con E, suponiendo que a es real y que <M0 y ^zíO son 
una ortonormal pero la otra arbitraria, y ubíquese a x u x 2 , y la frontera de la región de 
decisión en el plano - </> 2 ; icompârense los resultados con la ecuación (17b), (Sec. 
4.5). 

(a) x^t) = a ^i(0> x i(0 — 0> 

(b ) x^t) = «<£i(0, ^ 2(0 = a ^2(0; 

(c) JCt(0 = a<f> L (t), x 2 (t) = —ac/>i(r). 

A.16 (Secc. A.3) Considérese un sistema con M = 5 en el cual Xj(t) = 0, x 2 {t) = x 3 (t) 

= <fc(0.*4(0 = - donde ^ y 0 2 son ortonormales. Trácense 

los vectores y las fronteras de la región de decisión en el plano <t>i — </> 2 » >' encuéntrense 

A.17* (Secc. A.3) Dado un conjunto de M vectores de seiial equiprobables en yV, la energia 
promedio es £ = (1 /Af)Ef = , x , 2 . Supóngase que se construye un nuevo conjunto al 
sustraer un vector fijo + = E* = , «»*», es decir, x! - w. Esto no cambia Uproba- 
bilidad de error (ipor qué?), pero la energia promedio es ahora E" = (l/Af)E, = , l!X 
- w\\ 2 . Suponiendo que todos los vectores y escalares son reales, demuéstrese que a E" 
se le reduce al mínimo si las coordenadas de w son a m = (l/AÍ)EfL , x t „, m = 1, 
2, , K. Al conjunto x[ se le designa entonces como el conjunto equivalente de 

energia mínima. ( Sugerencia: Desarróllese allx - w[i 2 y tómese la derivada parcial de 
E" con respecto a a„.) 






APÊNDICE B 
RUIDO EN EL RECEPTOR 


El estúdio dei ruido en la comunicación eléctrica es un tema vasto y multifacético, 
porque el ruido procede de una variedad de mecanismos y entra al sistema en cual- 
quier punto. Sin embargo, los efectos son más sérios donde el nivel de la sefial es más 
bajo en el receptor. En consecuencia, por la figura B.l, el problema se puede dividir 
en tres partes: (1) la relación sefial a ruido de la entrada o fuente ( S/N) s en las termi- 
nales de la antena (las terminales de una línea de transmisión en el caso de sistema 
alámbricos); (2) la relación sefial a ruido de la predetección ( S/N) R ; y (3) la relación 
sefial a ruido en el destino (S/A%. 

Para empezar con la entrada, el ruido entrante es por lo general el resultado de 
la radiación electromagnética interceptada por la antena, siendo esta radiación tanto 
de procedência humana, como de fuentes naturales. Ejemplos dei primer tipo son 
las chispas de la ignición o de los conmutadores, lámparas fluorescentes, máquinas 
de rayos X; dei segundo son el ruido atmosférico (estática) y emisiones de cuerpos 
extraterrestres, t Por aiiadidura, la antena por si misma puede ser un generador de 
ruido. Como resultado, la potência de ruido entrante depende dei tipo de antena, su 
lugar de ubicación y orientación, frecuencia y horário de operación, y asi por el esti¬ 
lo. Es obvio, que no es posible hacer aqui una investigación de todos estos factores; 
además, aunque existen fórmulas de predicción, la determinación exacta, precisa, 
dei ruido de entrada requiere por lo general que las mediciones sean hechas in situ. 
Se supondrá, por lo tanto, que la relación sefial a ruido de entrada ( S'/N) s es conoci- 
da, por un medio u otro. 

i Tales emisiones, con oc idas como ruido cósmico de radio, fueron descubiertas por Karl Jansky en 
1932, y así naciò el campo de la radioastronomía. Se ha aprendido mucho acerca de nuestro uni 
verso esludiundo esle ruido No obstante, constiluye üna moléstia para el ingeniero de comunicn 
clones 
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FIGURA B.l 

Relaciones sefial a ruido en un receptor de co- 
municaciones. 
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En el otro extremo dei receptor, el detector y demás etapas subsecuentes están 
casi siempre libres de ruido, por lo que la relación entre (S/N) R y (S/N) D depende sólo 
dei tipo dei sistema de modulación. Estas relaciones se desarrollaron en los capitulos 7 y 8 . 

Si la unidad de predetección está también exenta de ruido, entonces (S/N) R es 
igual a (S/N) s y el sistema no presenta problema. Pero este caso es muy raro, puesto 
que las etapas de RF y FI, la dei mezclador, etc., a menudo agregan ruido que se ge- 
nera internamente y cuyo nivel de potência es comparable, o incluso mayor que el 
ruido de entrada. Para una evaluación precisa dei comportamiento dei sistema, se 
debe entonces incluir el ruido dei receptor . Y esa es la tarea a ejecutar. 

En este Apêndice se analiza el ruido dei receptor en términos de las mediciones 
típicas de la figura y temperatura dei ruido , mediciones que facilitan el disefio dei 
sistema y la evaluación al relacionar a (S/N) R con (S/N) s . Recurriendo a los concep- 
tos dei ruido térmico, potência disponible y ancho de banda equivalente de ruido 
de la sección 3.6 (la cual es conveniente se revise por parte dei lector antes de prose- 
guir), se desarrollará la descripción de las redes ruidosas de dos puertas. Despuès se 
demostrará que las primeras etapas de un receptor son los elementos críticos en el di¬ 
sefio de bajo ruido. Sin embargo, el anâlisis dei ruido en los dispositivos en sí, queda 
fuera dei alcance de este texto. + 


B.l FIGURA DE RUIDO Y TEMPERATURA 
EFECTIYA DE RUIDO 


La porción de predetección de un receptor consta de varias unidades conectadas en 
cascada, en cada una de las cuales se tiene ruido generado en forma interna. Esta 
sección trata en forma completa de la descripción de una red de dos puertas, ruido¬ 
sa, sencilla (Fig. B.2). Sea G si (f) + G ni {f) la densidad espectral de una sefial más 
ruido en la entrada y sea H(f) la función de transferencia. Si G nk (f) es la densidad de 
salida dei ruido excedente introducido por el propio transductor de dos puertas, en¬ 
tonces la relación sefial a ruido de salida es 
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Acoplamiento Acoplamienío 


FIGURA B.3 

Un transductor ruidoso de dos puertas 
con fuente y carga acopladas. 


Esta explresión formidable se simplifica mucho si el ruido de entrada es blanco, o si, 
por lo menos, tiene densidad uniforme 17 sobre la pasabanda dei dispositivo, y la re- 
lación de amplitudes es constante de manera esencial, por lo que lfí(f)l 2 = 9 sobre 
el intervalo de frecuencia de la sefial de entrada. Bajo estas condiciones 

(S\ = = 9S t 

W/o f _ v C GM)df 9r } B N + N x K } 

donde S,- es la potência de la sefial de entrada y Nx es la potência total de ruido exce¬ 
dente en la salida. La ecuación (2) hace resaltar el hecho de que un transductor de 
dos puertas amplifica (o atenua) la sefial de entrada y al ruido en la misma cantidad 
y además agrega ruido por sí mismo. 


Temperatura efectiva de ruido 

No obstante las simplificaciones, la ecuación (2) es cuando mucho una descripción 
engorrosa de una fuente de ruido de dos puertas. Si por el momento se supone que 
todas las impedancias están acopladas, se obtiene una forma de medir más mane- 
jable; es decir, que viendo desde dentro dei transductor de dos puertas, la fuente ve 
una impedancia acoplada, y la salida dei transductor ve una carga acoplada, figura 
B.3. Entonces la fuente entrega su potência de sefial disponible S at9 y la potência de 
la sefial de salida es 


S ao = 9a Sai 

donde 9 a es la ganancia de potência disponible dei dispositivo. De manera similar, 
la potência de ruido de salida es 


— 9 a Nat + N ax 

siendo N ax la potência disponible de ruido excedente en la salida. Si el ruido de entra¬ 
da es blanco y se representa por una temperatura de ruido entonces 

Nai = k&~ i 

cs el ruido de la fuente disponible en el ancho de banda equivalente B N . 

Combinando estos términos se tiene la relación sefial a ruido de salida como 

(i) s - 

\ NJ „ N„„ k.T, li N -|. N „, k.T , fí N -I- N a jy„ 
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í S i = 0 


H ao = 




S'k‘J e B„ 

*r . = ‘i - b. 

b n 


H ax 

-e 

X 

II 

O 


{a) V>) 




FIGURA B.4 

Un amplificador ruidoso con ^ = 0 y su 
equivalente sin ruido con.^r, = 


y tomando la relación sefial a ruido de entrada como (S/7V)< — S ai /k^jB N , se tiene 

® __ mi _<(£’) o, 

\n). 1 i (N a ,:'í a kJ,n„) \ ví 

La ecuación (3) muestra que las relaciones seflal a ruido pueden ser casi iguales, no 
obstante, el ruido excedente, siempre y cuando N„ < ,B N . Es obvio que lo 
que cuenta no es el valor absoluto de la potência de ruido excedente sino su valor en 
relación con el ruido de la fuente, una conclusión que en realidad tiene sentido. 

Llevando este enfoque más lejos, se observa que N„^ a kB K depende sólo de 
los parâmetros dei transductor de dos puertas y que tiene dimensiones de temperatu¬ 
ra. Por lo tanto, se define a la temperatura efectiva dei ruido de entrada (conocida 
también como temperatura dei amplificador) por 




N a: 


<$ ü kB» 


(4) 


En la figura B.4 se ilustra el significado de $en esta figura se muestra que un 
amplificador ruidoso con 2T t = 0 se puede sustituir con un amplificador sin ruido 
con 2T t = Sr e . En pocas palabras, F. es una medica dei ruido con relación a la 
entrada. Si el dispositivo es sin ruido. 

Sustituyendo la ecuación (4) en la (3) se tiene 

vim, 

\N/o l+rjr, 


‘SakiZr ,+ F e )Bs 

La ecuación (5b) es particularmente informativa, pues dice que bajo condiciones de 
acoplamiento, el ruido de salida disponible es 


y la temperatura de ruido de salida es Y /„(./’ : \- ,T ,). 

Si las impedancias no están acopladas, todas las potências deben ser menores 
que las potências disponiblcs, quedando reducidas por un factor de desacoplamiento. 
No obstante, las ccuaciones Í3) y (5) son aún válidas, ya que son relaciones de potên¬ 
cia tomadas en puntos específicos, y cl factor de desacoplamiento se cancela. Así, 
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aún cuando un amplificador no sea en realidad operado con impedancias acopladas, 
su ganancia de potência disponible y su temperatura efectiva de ruido de entrada son 
parâmetros significativos. Como un regalo, éstos son relativamente fáciles de medir 
o calcular. En particular, ^ a = S ao /S ai , donde S ai es la potência disponible de la 
fuente, este o no acoplada la impedancia de entrada, mientras que S ao es la potência 
que seria entregada a una carga aceptada de salida cuando la fuente se conecta a la 
entrada. 


Figura de ruido 

La temperatura efectiva dei ruido de entrada es muy útil en la descripción de los 
amplificadores de bajo ruido, dispositivos con { . Pero cuando el ruido exce¬ 

dente es grande, la figura de ruido integrado Fdemuestra ser más conveniente. 

La figura de ruido se define como la potência de ruido de salida real dividida 
por la potência de ruido de salida si el transductor de dos puertas fuera sin ruido, es¬ 
tando la fuente a la temperatura ambiente 5 0 . La definición es una relación de po¬ 
tência y se le puede escribir en términos de potências disponibles como 


kZT o b n 

Ahora, con 0 , N ao = ^ a k(^ Q + &~ e ) B N y por ello 

íF O ~r e ST e 

N„ 

^ a k^ 0 B N 

Debe ser aparente que, en general, F > 1 (el ruido real de salida no puede ser menor 
que el ruido de la fuente amplificado) y F = 1 para un amplificador sin ruido . 

Para establecer la relación entre las relaciones seilal a ruido de entrada y sali¬ 
da, escribiendo la ecuación ( 8 a) como 


(8a) 

m 


*T e = (F- 1 )£T 0 

y sustituyendo en la ecuación (5a) se obtiene 

fS\ ( S/N)t 

1 +(E- IK^o/^í) 

Si, y sólo si, la temperatura de la fuente es la ambiente, la ecuación (10) se reduce al 
resultado simple 

(jèAÜ 

Antes dei advenimiento de los diseftos de bajo ruido, muchas temperaturas de fuenlc 
fueron en esencia : ; / 0 (el ruido piovino de la resistência térmica), por lo que la última 


(9) 

( 10 ) 
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expresión se podria emplear en forma indiscriminada. Para los sistemas modernos, 
en los que el ruido es un factor crucial, se debe emplear la ecuación ( 10 ) 


Atenuadores y líneas de transmisión 

Aunque se han estado considerando los transductores de dos puertas como amplifi¬ 
cadores, los resultados anteriores se aplican por igual a los atenuadores y a otros dis¬ 
positivos que se caracterizan más por presentar pérdida de potência que ganancia. 
Puesto que tales dispositivos son casi siempre de acoplamiento de impedancia, la 
pérdida es <£ — 1 !^ a • 

Considérese un transductor de dos puertas compuesto por completo de ele¬ 
mentos resistivos en equilibrio térmico a la temperatura ambiente (Este es un 
buen modelo para lineas de transmisión sin pérdidas y guias de onda, asi como redes 
reales de resistores.) Suponiendo que la temperatura de la fuente es también ^ y to¬ 
das las impedancias están acopladas, observando desde las terminales de salida no se 
ve otra cosa sino una resistência térmica y un ancho de banda de ruido. Por lo tanto, 
la potência de ruido de salida disponible es N ao = k!foB N . Pero de la ecuación (6), 
N ao = y a k(jFi + 5%) B» para cualquier transductor de dos puertas con impedancias 
acopladas. El dispositivo con pérdidas tiene = \/^ y & t = 5" 0 , por lo que §* = 
(,y l) <f oy independiente dei ancho de banda o de la temperatura de la fuente. 

Generalizando, si un transductor de dos puertas con pérdidas está a cualquier 
temperatura íf, su temperatura de ruido efectiva es 

= dl) 

y empleando la ecuación ( 8 a) 

F= l+CJSP-l)^- (12) 

o 

Muy a menudo, tf = tf 0 , por lo que la ecuación (12) se reduce simplemente a F = .!/' . 


Ejemplo B.l 

Una técnica sencilla de laboratorio para la medición de ' J o de F requiere una resis¬ 
tência térmica “caliente” y un medidor de potência relativa, ambos con acoplamien¬ 
to de impedancia al dispositivo en cuestión, mâs un termómetro. El procedimiento 
cs como sigue: Primero, conéctese el resistor (a temperatura ambiente) a la entrada 
dei transductor de dos puertas y registrese la indicación de potência de salida /V,. Sca 
C„ la calibración constante dei medidor; asi 

N, C,„N ao C m Vak(ST 0 -\- 

Segundo, caliéntese el resistor hasta que la lectura de potência de salida sea el doble 
y registrese la temperatura dei resistor J R . La nueva leetura es 

N, C«*f,kUr„ I 








458 KUIDO EN EL RECEPTOR 




FIGURA B.5 

Dos amplificadores ruidosos en cascada. 



Ahora N 2 = 2N lt por lo que C m ^M% + 3.)B N = 2 C m y„k(% + .3~,)B N , y en 
consecuencia 


— — F 1 — — — 1 (13) 

*y o ct o 

Obsérvese que no se tiene que encontrar a loa B N , ni se necesita la constante de 
calibración C m . Sin embargo, el resistor estará en el lado caliente, puesto que debe 
alcanzar un mínimo de ;2 .% = 585° F! 


B.2 CÁLCULOS DE RUIDO DEL SISTEMA 

Pónganse juntos un determinado número de transductores de dos puertas, represen¬ 
tado a la unidad de predetección completa, relacionándose con ello a (S/N) R con 
(S/N) s , la relación seflal a ruido en las terminales de la antena. Para este propósito 
se encontrará la temperatura de ruido total dei receptor o figura de ruido en térmi¬ 
nos de las propiedades de las etapas individuales. 

Considérense dos amplificadores en cascada, como en la figura B.5, suponien- 
do de nuevo el caso de impedancias acopladas. Es obvio que la ganancia de potência 
disponible de la combinación es y /„ 2 . Sin embargo, la temperatura de 

ruido total 1 requiere mayor conocimiento. 

Se logra una aproximación examinando la situación en la entrada al segundo 
amplificador, tratando a todo lo que viene antes como una nueva fuente con //_ = 

+ ^j). Se introduce después en la ecuación (5), (Sec. B.l), y se gira la ma¬ 
nivela. Pero un método más instructivo es observar las diferentes fuentes de ruido y 
determinar su contribución en la salida. En particular, N ao será la suma de los tres 
términos: 

1 Ruido de fuente amplificado: 

2 Ruido excedente de la primera etapa, amplificado por la segunda etapa: 

3 Ruido excedente de la segunda etapa: 

Se iia supuesto en forma implícita que ambas etapas ven ruido blanco sobre sus pa- 
íubandas y que B N cs el ancho de banda total de ruido. En realidad, un buen diseflo 
•ugicrc que la etapa final debe tener el ancho de banda más pequefio posiblc para ic 
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ducir al mínimo el ruido innecesario en el demodulador. Así, ya como normas, se 
puede tomar a B N como el ancho de banda de ruido de la última etapa. 

Volviendo al cálculo, se suman los tres términos y factorizando se tiene 


N„o = ( êa í < êa 1 k 






Pero, por definición de ( § a y £T. para el caso de en cascada, N ao = & a k(,Ti + ãí.)B N \ 
por lo que 


SF e — el + 


T 


y en consecuencia 


F= Fí 


F 2 - 1 


Repitiendo este procedimiento con tres o más transductores de dos puertas en casca¬ 
da, se obtiene para la figura de ruido y la temperatura de entrada efectiva total 




s 2 , y 


m (â & 

t a L a \ - a 

F 2 - 1 Fi - 1 
F=FA— -+; 


+ 


a | 2 


tu 


( 2 ) 


La última expresión se conoce como la fórmula de Friis. 

Las ecuaciones (1) y (2) indican que el ruido dei receptor se puede controlar en 
la primera etapa. Supóngase, por ejemplo, queí7 al » 1; entonces la temperatura de 
ruido total es en esencia la de la propia primera etapa, ST. = F .. La explicación 
física es que con una ganancia grande en la primera etapa, el ruido de fuente amplifi¬ 
cado (más JV„ ) será mucho mayor que cualquier ruido que se agregue en las siguien- 
tes etapas. Por otra parte, si la primera etapa es un atenuador de pérdida 3' = 
\/<ê > 1 —tal como una línea de transmisión con pérdidas— este efecto es doble¬ 

mente molesto, puesto que 3F ,^( F' — \)3F y 


F e = (Se- \W + F£ST C1 + --- (3) 

Esta situación se debe evitar hasta donde sea posible. 

Es obvio que las primeras etapas son las de más importância en el diseflo de re¬ 
ceptores de comunicaciones de bajo ruido. En particular, la primera etapa debe te¬ 
ner una temperatura de ruido pequefla y una ganancia razonablemente alta. Con 
una buena “sección de entrada” o preamplificador, las siguientes etapas sirven sólo 
como amplificación adicional y filtraje, amplificando tanto a la seflal como al ruido 
sin un aprcciablc cambio en la relación. 

Para completar cl cálculo, supóngase que la unidad de predetección tiene una 
temperatura dc ruido de entrada efectiva total f. y un ancho de banda de ruido 
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FIGURA B.6 


$$Js 




Detector 


igual en forma aproximada al ancho de banda de la sefial modulada, B N = q t § ea 5 
= StI^ la potência de la seflal en los terminales de la antena, donde i?es la pérdida 
dc transmisión, y sea .% la temperatura de ruido (temperatura de antena), figura 
B. 6 . (Las antenas receptoras son por lo general de impedancia acoplada en sus ter¬ 
minales, por lo que S, es la potência disponible.) Así, la relación sefial a ruido de la 
predetección es 

/ 5 \ _ 9.S s Sr 

Wk ^ a k{^s + ^e)B T S£kãr N B T (4) 

donde ,T N = ,Ts + 5"* es la temperatura dei sistema referida a las terminales de la 
antena. Anteriormente se escribio ( S/N) R = S R /rfB T . Por comparación con la ecua- 
ción (4) se desprende que 


%rS t 

S R = ■ cg V = 

donde R es la ganancia de potência real de la unidad de predetección. 


Ejemplo B.2 

En lugares inapropiados a veces es necesario colocar una antena receptora de televi- 
sión sobre un màstil elevado. La antena y el receptor se conectan por medio de un 
cable largo con las pérdidas dei caso. Para contrarrestar los efectos dei cable, se 
puede montar en la antena un preamplificador como se muestra en la figura B.7. Los 
parâmetros dei sistema están dados en decibeles, lo cual es normal en la práctica, 
pero se deben convertir antes de emplearse en las ecuaciones ( 1 ) o ( 2 ). 

Dando valores en la ecuación (2), con F 2 = & = 2, se tiene, para la figura de 
ruido total 


2-1 20-1 

F= 4H-H- 

100 100 x \i 


4.39=6.4 dB 



FIGURA B.7 

Un receptor con prcamplificación en las ter¬ 
minales dc anlcnu. 
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Antena tipo 


Guia de 
onda 

l 1 = 0 4 d B 


FIGURA B.8 

Un receptor de bajo ruido para una estación 
terrena para satélites. 


lo cual demuestra que la generación de ruido es la que se desarrolla en el preamplifi¬ 
cador solo. (Nótese que en estos cálculos no intervienen las ganancias en RF y FI.) 
Así, si la temperatura de la fuente es & a =«r 0 , la (S/N) R es 6.4 dB menor que la rc- 
lación seflal a ruido en los terminales de la antena. 

Si se omite el preamplificador, F = 2 + 2(20 - 1) = 40, y el ruido de salida es 
mayor unas 10 veces respecto de lo anterior. 


Ejemplo B.3 

Para efectos de las normas de la era espacial, en el ejemplo anterior se tiene un re¬ 
ceptor muy ruidoso. En los sistemas de bajo ruido, tales como la estación terrena 
para satélites de la figura B. 8 , se tiene ruido excedente suficientemente pequeflo por¬ 
que la figura de ruido es difícil de manejar en forma numérica. Así, por lo general, 
los cálculos se efectúan en términos de temperaturas. 

La guia de onda con pérdidas tiene í? = 0.4 dB = 1.10, por lo que :T m = 
(1.10 — 1 Wo = 29 K. Para el tubo de ondas progresivas (TWT ),^, 3 = (F 3 - 1),^ = 
870 K; por supuesto que la temperatura física de TWT es mucho menor . Así 


F e = 29+ 1.1 x 4 


J.l x 870 
4ÕÕ 


« 36 K 


Obsérvese que, no obstante las pérdidas pequeflas de la guia de onda, predonima en 
el sistema su contribución de ruido. El intercâmbio de posiciones entre el maser y la 
guia de onda seria deseable en gran manera pero difícil, puesto que la guia de onda 
es la conexión flexible que permite que la antena de corneta sea orientada. (Con una 
antena parabólica se puede montar el maser en forma directa al alimentador, elimi- 
nándose las pérdidas en la guia de onda y el ruido. Sin embargo, las antenas parabó¬ 
licas tienden a producir mayores temperaturas de ruido, y de nada sirve el ahorro.) 

Bajo condiciones típicas, la temperatura de la antena puede ser 'J a = 22 K, 
dando una temperatura de ruido de sistema de íf N = s + m - 58 K = 0.2 
En consecuencia, de la ecuación (4) y empleando k.T 0 ss 4 x 10~ 21 . 


(S\ _ * A, 

\nJ k 4 x io 2í (:r N /: J f »)/!,■ 2 io 14 

Una relación sefial a ruido de predetección de 20 dB, necesita una potência de sefial 
disponible en las terminales dc antena de S, - I0 2 x 2 x 10 14 2 

j ovi 
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FIGURA B.9 

La sección /-èsima de un sistema repetidor. 


Cable Amp 



Los sistemas repetidores 

l os sistemas repetidores se examinaron en forma breve en la sección 4.1 donde, su^ 
[loniéndo unidades idênticas, se encontró que la relación seílal a ruído despues dc - 
enlaces era l/AÍ veces la relación seflal a ruido para un enlace. Aqui seconsiderael 
caso general donde ei sistema está formado de M unidades de cable y amp' «■ _ - 

siendo la unidad /-èsima como la mostrada en la figura B.9. Laganancia ddu»P^- 
cndor es * ■ y su figura de ruido es F mi \ el cable tiene como perdidas U „ por lo que 
?F' lP‘ Aplicando la ecuación (2), la figura de ruido de la combinación ca- 

ble/amplificador es 


y la unidad tiene una ganancia neta 


f, = <e cl + 


F a , -1 

(iW 


&C.F.! 


Por lo tanto, para M, unidades en cascada. 


0 , 


<3^ 

JS?«, 


?£, 


^ + (t:) 


(J£ c 2 Fa 2 — 1) + ' 


' + 




- I 


*{2'„F mi 


I) 


y 


(5a) 


(5b) 


( 6 ) 



(7) 


pucsto que el ruido de entrada o de fuente es casi siempre ruido térmico en 

Para el caso especial pero importante de unidades cercanamente idênticas, 
donde J‘ , F a £ F a2 . ■ ■ , y una ganancia neta por unidad ■*/ 

1 , la figura de ruido resulta ser 


F= M£e ci F ai -(M- 1) 

* M£F cl F ai J£ cl F ai » 1 (8a) 



I 


My n F., 



(KM 


Por lo que. 


B.3 PROBLEMAS 463 


donde (S/N) x = (1 /.£?, F. )(S/iV), es la relación seflal a ruido al final dei primer sal¬ 
to. La ecuación ( 8 j) es la base para la frase de batalla empleada por los ingenieros de 
sistemas telefónicos: “duplicando el número de repetidores se incrementa el factor 
de ruido en 3 dB”. 

B.3 PROBLEMAS 

B.l (Secc. B. 1) A un amplificador con $ a = 50 dB y B N = 20 kHz se le encontró que tiene 

N ao = IO 10 k3 0 cuando 3* { = 3 o , Encuêntrese 3~ a y calcúlese N a0 cuando S' { = 23 a . 
(Respuesta: 43 Q , 48 \k\i W.) 

B.2 (Secc. B.l) Cuando en la entrada de cierto amplificador cambia la temperatura de 
ruido de 3 0 a 2 3 ai la potência de ruido de salida disponible se incrementa en un ter- 
cio. Encuéntrense ^ y F. 

B.3 (Secc. B.l) El acoplamiento de impedancias entre una antena de 300 ílyun amplificador 

de 50 Í2 se puede aproximar poniendo una resistência de 300 Í2 en serie con la antena y 
una resistência de 50 fi a través de las terminales de entrada dei amplificador. Calcúle¬ 
se la figura de ruido de esta red resistiva. ( Sugerencia: Hágase el análisis considerando 
el valor de^ a que se aplica en la ecuación ( 6 ).) 

B.4 (Secc. B.l) El diodo generador de ruido descrito en el problema 3.40 a menudo se 
emplea como el “resistor caliente” en mediciones de ruido como en el ejemplo B.l. La 
corriente dei diodo no cuenta en el primer paso y después, en el segundo, se ajusta has¬ 
ta que la potência de salida se duplica. Demuéstrese que F = elji/lk3 0 - 20 T b R. 
Por lo tanto, si R = 50 Í2, entonces F es igual a I b en miliamperes. 

B.5* (Secc. B.l) Se puede emplear un oscilador senoidal en lugar de resistor caliente dei 
ejemplo B.l. Se conecta el oscilador pero desenergizado en el primer paso, con lo que 
su resistência interna entrega el ruido de fuente. Para el segundo paso el oscilador se 
energiza y su potência de seflal S, se ajusta para doblar la potência de salida total. Ob- 
téngase una expresión para F y analícense las desventajas de este método. 

B.6 (Secc. B.2) Dedúzcase la ecuación (2) para dos etapas en cascada, a partir de la 
ecuación (5ó), (Sec. B.l), considerando a S, y a :T t como la salida de Ia primera etapa. 
B.7 (Secc. B.2) Dos amplificadores en cascada tienen las siguientes especificaciones: :T, 
= 3 3 0 , <3^ = 10 dB, F t - 13.2 dB, = 50 dB. Si B N = 100 kHz y /T, = \0:K % 
iqué valor de 5, se requiere para dar (S/N) 0 = 30 dB? (Respuesta: 6 fifiW.) 

B.8 (Secc. B.2) Un sistema consiste de un cable, cuya pérdida es 2 dB/kM, seguido de un 
amplificador con F = 1 dB. Si^ =3 0 y se desea tener (S/N) a > 0.05(S/7V)„ ;,cuál 
es la máxima longitud posible de la trayectoria? 

B.9 (Secc. B.2) Obténgase una expresión similar a la ecuación ( 6 ) cuando el amplificador 
se coloca antes dei cable y no después de éste. Simplifíquese el resultado para cl caso 
de unidades idênticas con ^ ,/j^V = 1 y compárese con la ecuación ( 8 < 7 ). 

B.10* (Secc. B.3) La medición de ruido Haus-Adler se define como Jí - (F - 1 )/(I - !/'/;„), 
Demuéstrese que una cascada de dos amplificadores tiene el factor de ruido tolal más 
bajo si el primer amplificador tiene el valor más bajo de ( Sugerencia: Escríbasc una 

expresión para la diferencia F u - F 2Í para las dos configuraciones posibles J 













APÊNDICE C 
LOS SISTEMAS DE TELEVISIÓN 

Y FACSÍMIL 


Los sistemas de televisión y facsímil son sistemas de transmisión de imágenes ; es de- 
cir, que el mensaje es un patrón bidimensional, y por lo tanto, una función de dos 
variables independientes. Este Apêndice trata de los médios para transmitir una ima- 
gen como una seflal eléctrica, la cual es una función de una sola variable, el tiempo. 
Se dará especial atención a la televisión, donde las imágenes tienen movimiento y 
existe una limitación en transmisión de tiempo real. En los sistemas de facsímil sólo 
se transmiten imágenes fijas, dando al diseflador una mayor libertad. 


C.l LA SENAL DE VIDEO 

Para empezar con el caso más simple, considérese un patrón de intensidad monocro¬ 
mático (blanco y negro) de movimiento libre I(h, v), donde h y v son las coordena¬ 
das horizontal y vertical. La conversión de I(h, v) a una seflal x(t) —y viceversa— 
requiere de un proceso discontinuo de mapeo, tal como la trama de exploración que 
se muestra en el diagrama de la figura C. 1. El dispositivo de exploración, que produ- 
ce un voltaje o una corriente proporcionales en intensidad, principia en el punto A y 
se mueve con velocidades constantes, pero no iguales en las direcciones horizontal 
y vertical, siguiendo la trayectoria AB. Así, si s h y s„ son las velocidades de exploración 
horizontal y vertical, la salida dei explorador es la seflal de video. 


\(i) /(.v*z,.v,.r) 


(I) 


C.l 


LA SEflAL DE VIDEO 
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h 


B 


FIGURA C.l 

Trama de exploración (el espaciamiento entre 
líneas está exagerado en forma burda). Las lí- 
neas continuas constituyen el primer campo; 
las líneas interrumpidas el segundo. 

puesto que h = s h t, etc. Alcanzar el punto B , el punto de exploración regresa en for¬ 
ma rápida a C (el retrazo horizontal) y prosigue de manera similar hacia el punto D , 
donde finaliza la exploración de facsímil. 

En televisión, sin embargo, se debe propiciar el movimiento de la imagen, por 
lo que el punto retraza en forma vertical hacia E y produce un patrón entrelazado 
que finaliza en F. El proceso se repite, empezando de nuevo en A. Los dos conjun¬ 
tos de líneas se conocen como el primero y segundo campos ; juntos constituyen una 
imagen completa o cuadro. La velocidad de cuadro es lo suficientemente rápida (25 
a 30 por segundo) como para crear la ilusión de movimiento continuo, mientras que 
la velocidad de campo (dei doble de la velocidad de cuadro) hace que el parpadeo sea 
imperceptible para el ojo humano. En consecuencia, la exploración entrelazada per¬ 
mite la velocidad de repetición de imagen más baja posible sin un parpadeo apre- 
ciable. 

Se hacen dos modificaciones a la serial de video después de la exploración: se le 
insertan pulsos de borrado durante los intervalos de retraso para suprimir las líneas 
de éste en el tubo de imagen dei receptor; y se agregan pulsos de sincronización en la 




Tiempo activo de línea 


FIGURA C.2 

Fornia dc onda dc video para una llnea 



Retrazo 

horizontal 


completa. 
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TABLA C. 1 NORMAS DE TELEVISIÓN EN ESTADOS UNIDOS 


Relaciôn de aspecto (anchura a altura) 
Total de líneas por cuadro 
Frecuencia de linea t 
Tlempo de línea | 

Tiempo de retrazo horizontal t 
Frecuencia de campo f 
Retrazo vertical f 
Ancho de banda de video 
Ancho de banda de transmísiôn 
Frecuencia de la portadora de video 
Frecuencia dc la portadora de audio 
Desviaciôn de audio cn FM 

1 Valores nomimilcs. 


4/3 

525 

15.75 kHz 

63.5 fis 
10 fis 
60 Hz 

20 Líneas por campo 
4.2 MHz 
6.0 MHz 

54-72, 76-88, 174-216, 470-890 MHz 

4.5 Hz arriba de la portadora de video 
25 kHz 


parte superior de los pulsos de borrado para sincronizar a los circuitos de barrido ho¬ 
rizontal y vertical dei receptor. La figura C.2 muestra la forma de onda para una 
línea completa, con niveles de amplitud y duraciones correspondientes a las normas 
de TV de Estados Unidos. En la tabla C.l se enumeran otros parâmetros ntrmas. 

El espectro de video 

El análisis dei espectro de la sefial de video en ausência de movimiento es relativa¬ 
mente fácil con la ayuda de la figura C.3, donde, en vez de la exploración de retrazo, 




t*- h -H 

FIGURA C.3 

Imagen repetida en forma periódica con tru 
yectoria de exploración no internmipidu. 
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FIGURA C.4 

Espectro de video para una imagen fija. 


la imagen se repite en forma periódica en ambas direcciones por lo que la trayectoria 
de exploración equivalente no se interrumpe. Así, cualquier función periódica de 
dos variables se puede desarrollar como una serie de Fourier bidimensional por me¬ 
dio de una extensión directa de la serie unidimensional. Para el caso que se analiza, 
con Hy Fcomo los periodos horizontal y vertical (incluyendo la concesión de retra¬ 
zo), la intensidad de la imagen es 


donde 


l(h,v) = 22 


1 r» r v 

c m „ = 777> /(Wex P 

Ji V •'O Jo 



Por lo tanto, haciendo 


y empleando las ecuaciones (1) y (2) 



/*; 


S v 


V 


cc oo 

x(t)= 2 2 

m = — crj n — — oc 


( 2 ) 

(3) 


(4) 


con lo que se tiene una sefial periódica dei doble conteniendo todas las armónicas dc 
la frecuencia de línea f h y de la frecuencia de campo c m „ , mâs sus sumas y diferen¬ 
cias. Puesto que f k » y que c mn por lo general, disminuye conforme aumenta cl 
produeto mn, el espectro de amplitud tiene la forma que se muestra en la figura C.4, 
donde las líneas espectrales se agrupan alrededor de las armónicas de f h y existen 
grandes intervalos entre los grupos. 

La ecuación (4) y la figura C.4 son exactas para una imagen fija, es decir, en 
sistemas de facsímil. Cuando la imagen tiene movimiento, las líneas espectrales se 
pierden en grupos continuos alrededor de las armónicas de/),. Aun así, el espectro 
permanece “vncío” por lo general, un hecho que se emplea con ventaja cn la tclcvi- 
sión a color, como se explica cn la sección C.3. 
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n h 



Reducdón y ancho de banda 

Dos factores básicos que impiden la reproducción perfecta de imágenes: puede ha- 
ber sólo un número finito de líneas en la trama de exploración, lo cual limita la clari- 
dad de la imagen o resolución en la dirección vertical; y que la seflal de video se debe 
transmitir con un ancho de banda finito, lo cual limita la resolución horizontal. En 
forma cuantitativa, se mide la resolución en términos dei número máximo de líneas 
de imagen discretas que se pueden distinguir en cada dirección, digamos n h y n v . En 
otras palabras, la imagen más detallada que se puede definir se considera que es un 
tablero que tenga «* columnas y n v filas (Fig. C.5). Por lo general son de desearse 
unas resoluciones horizontal y vertical iguales en líneas por distancia unitaria, es de- 
cir, N h / (ancho de imagen) = «./(altura de la imagen), o 

"* _ ancho de imagen 

rtv altura de imagen ( ’ 

y a sd se le conoce como la relación de aspecto. 

Es obvio que la resolución vertical está relacionada con el número total de 
líneas de trama N; además, «„ es igual a N si todas las líneas de exploración son acti¬ 
vas en la formación de la imagen (como en facsímil pero no en TV) y la trama se alí¬ 
nea de manera perfecta con las filas de la figura C.5. Los estúdios experimentales 
demuestran que una alineación arbitraria de la trama reduce la resolución efectiva 
en un factor de alrededor dei 70%, conocido como el factor de Kerr, por lo que 

", = 0.7 (TV — N„) (6) 

donde N yr es el número de líneas de la trama que se pierden durante el retrazo ver¬ 
tical. 

La resolución horizontal se determina por el ancho de banda de banda base B 
asignado a la seflal de video. Si la seflal de video es una sinusoide de frecuencia f mix 
= B, la imagen resultante será una secuencia de puntos luminosos y oscuros en for¬ 
ma alternada, espaciados en medio ciclo en la dirección horizontal. Se desprende en- 
tonces que 


>!h 2Bi /]| ncjj T hr ) 


(7) 
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donde T linca es la duraciôn total de una línea y T hr es el tiempo de retrazo horizontal. 
Resolviendo la ecuación (7) para B y empleando las ecuaciones (5) y (6) se tiene 


B = 




2(Tlínea 


0 . 35 ^ 


N-N vr 

Alínea - ^ 


(K> 


Se obtiene una expresión de ancho de banda alterna y más versátil multiplicando 
ambos miembros de la ecuación (8) por el tiempo de cuadro 7 cuadro = NT Xm y se de- 
muestra en forma explícita la resolución vertical. Puesto que N = nj 0.7(1 — N vr /N) y 
esto da por resultado 


0.1\4jtfn v 2 

5 ^cuadro _ / N vr \ [ T hr \ 

V ~N ) \ 


(9) 


resaltando que el requisito de ancho de banda (o tiempo de cuadro) es proporcional 
al cuadrado de la resolución. 


Ejemplo C.l 

En las normas de TV de Estados Unidos, f N = 525 y 7V vr = 2 x 20 = 40 por lo que 
hay 485 líneas activas. El tiempo de línea es T 1[nea = 1//* = 6.354 /is y T hr = 10 ns f 
permitiendo un tiempo de línea activa de 53.5 (is. Por lo tanto, empleando la 
ecuación (8) con = 4 / 3 , 


4 

B -0.35 X - x 


485 

53.5 x 10“ ò 


« 4.3 MHz 


comparado con el valor específico de 4.2 MHz. Nótese que este ancho de banda es lo 
bastante grande para asegurar que los pulsos de sincronización de 5fis sufran sólo 
una leve distorsión. 


Ejemplo C.2 

A diferencia de la TV, en los sistemas de facsímil no se requiere retraso vertical y el 
tiempo de retraso horizontal es despreciable. Si se va a transmitir una plana comple¬ 
ta de un diário (de 37 por 59 cm) sobre un circuito telefónico (B ^ 3.2 kHz) con una 
resolución de 40 líneas/cm, la ecuación (9) da para el tiempo de transmisión 


T 

cuadro 


0.714(37/59X40 X 59) 2 
3.2 x 10' 


780 s 


13 mín 


Cálculos como éste subrayan el hecho de que la transmisión de facsímil de gran reso¬ 
lución requiere un tiempo de transmisión sustancial o de un canal de banda ancha. 


| I n l .uropu, N - 625 y f v - 50 Hz 
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Portadora de video 


Portadora de audio 




FIGURA C.6 

(a) Espectro de TV como se transmite; b) For¬ 
ma de la banda lateral residual en el receptor. 


C.2 TRANSMISORES Y RECEPTORES DE TV 

El ancho de banda grande y el contenido de baja frecuencia significativo de la seflal, 
de video, junto con la sencillez deseada de la detección de envolvente, han conduci- 
do a la selección de la VSB + C (como se describió en la Sec. 5.4) para radiodifusión 
de TV en Estados Unidos. Sin embargo, puesto que la conformación precisa de la 
banda lateral residual se realiza con más facilidad en el receptor donde los niveles de 
potência son pequeflos, el espectro real de la seflal modulada es como se indica en la 
figura C.6tf. La frecuencia de potência media de la banda lateral superior está alre- 
dedor de 4.2 MHz arriba de la portadora de video f cv mientras que la banda lateral 
inferior tiene un ancho de banda de 1 MHz. La figura C.66 muestra la conforma¬ 
ción de frecuencia en el receptor. 

La seflal de audio está modulada en frecuencia sobre una portadora separada 
fca = fcv + fayfa = 45 MHz, con una desviación de frecuencia f A = 25 kHz. Así, su- 
poniendo un ancho de banda de audio de 10 kHz, A = 25, el audio modulado ocupa 
alrededor de 80 kHz (véase la Sec. 6.3). Los canales de TV están espaciados en 
6 MHz, dejando una banda de seguridad de 250 kHz, con frecuencias portadoras 
asignadas en las bandas de VHF y UHF. 

A continuación se proporcionan detalles adicionales acerca de los transmisores 
y receptores de TV monocromáticos; las modificaciones para TV a color se exami- 
nan en la siguiente sección. Los circuitos electrónicos correspondientes se pueden en¬ 
contrar en la literatura. 


Transmisores 

En el diagrama a bloques de la figura C.7 se muestran las partes esenciales de un 
transmisor de TV. El generador de sincronización controla la trama de exploración y 


! Poi cjcinplo, 1 rnnun (1955, ( up, 25) o Htinscn (1969) 
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FIGURA C.7 
Transmisor dc TV. 


proporciona los pulsos de borrado y sincronismos para la seflal de video. El res¬ 
taurador de CD y el recortador blanco trabajando juntos aseguran que los niveles de 
seflal de video amplificada estén en las proporciones mostradas en la figura C.2. El 
modulador de video es dei tipo de AM de alto nivel, y el amplificador de potência re- 
mueve la porción inferior de la banda lateral inferior. 

La antena tiene una configuración de puente equilibrado de tal manera que las 
salidas de los transmisores de audio y video sean irradiadas por la misma antena sin 
que se interfieran entre sí. La potência transmitida de audio es de 50 a 10°7o de la po¬ 
tência de video. 


Receptores 

Como se indica en la figura C.8, un receptor de TV es dei tipo superheterodino 
(Sec. 5.5). El amplificador principal de FI tiene f Fl en el intervalo de 41 a 60 MHz y 



FIGURA C.8 
Receptor dc TV 
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iroporciona la conformación residual de la figura C.6 b. Nótese que la seflal de 
udio modulada también pasa por este amplificador, pero con una ganancia sustan- 
ialmente menor. Así, recurriendo a la ecuación (10), (Sec. 5.4), la sefial total en la 
ntrada dei detector de envolvente es 

(O A ,,,[ 1 -I- mx(t)] cos w cv t- A cv mÇ(t)senu) c „t + A ca cos [(a> c „ f§ w a )i + */>(/)] (1) 

onde x(t) es la seflal de video, </>(0 es el audio de FM, y = 2-irfa. Puesto que 
I 1 y A„ ■ la envolvente resultante es en forma aproximada 

R y (t) = A cv [l + mx{t)] cos [wj </>(?)] (2) 

xpresión que da la seflal a la salida dèl detector de envolvente. 

El amplificador de video tiene un filtro pasabajas para remover la componente 
e audio de R y (t ) así como un restaurador de CD que en forma electrónica bloquea 
>s pulsos de borrado y con ello restituye el nivel correcto de CD a la seflal de video, 
a seflal de video amplificada y con la CD restituída se aplica al tubo de imagen y a 
ii separador de pulsos de sincronismos que proporciona la sincronización para los 
-neradores de barrido. El control de “brillo” permite el ajuste manual dei nivel de 
D, mientras que el control de “contraste” ajusta la ganancia dei amplificador de FI. 

La ecuación (2) demuestra que la salida dei detector de envolvente también 
icluye el audio modulado. Esta componente se recoge y amplifica por medio de 
Iro amplificador de FI sintonizado a 4.5 MHz. La detección de la FM y la amplifi- 
ición dan lugar así a la seflal de audio. 

Obsérvese que, aunque la seflal compuesta de audio y video transmitida es un 
po de multicanalización por división en frecuencia, no sè requiere de conversión de 
ccuencia por separado para el audio. Esto es así porque la portadora de video ac- 
a como un oscilador total para el audio en el proceso de detección de envolvente, 
i arreglo conocido como sistema de sonido por interportadora que tiene el aspecto 
ntajoso de que el audio y el video estân siempre sintonizados juntos. La operación 
ilosa depende dei hecho de que la componente de video es grande en comparación 
ui el audio en la entrada dei detector de envolvente, lo cual lo hace posible gracias 
recortador blanco en el transmisor (ello previene que la seflal modulada de video 
suite muy pequefia) y la atenuación relativa dei audio por la respuesta dei amplifi- 
dor de FI dei receptor, (Fig. C.6 b). 


* LA TELEVISIÓN A COLOR 

alquicr color se puede sintetizar a partir de una mezcla de los tres colores aditivos 
marios, rojo, verde y azul. Por consiguiente, una aproximación rigurosa para la 
-visión a color incluiría la transmisión directa de tres sefiales de video, digamos 
t), -Vç(D, y x„(t), una para cada color primário. Pero, además de los requisitos de 
ncnio dei ancho de banda, este método no seria compatible con los sistemas mo 
.1 um/]ticos existentes. Una seflal de FV de color compatible en forma completa v 
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que se adapta al canal monocromático, se desarrolló en 1954, aprovechando ciertas 
características de percepción dei color por el hombre. Los aspectos sobresalientes de 
este sistema se bosquejan aquí.t 


Sefiales de luminancia y crominancia 

Por principio de cuentas, las tres sefiales de color primário se pueden representar 
únicamente por medio de otras tres sefiales cualesquiera que sean combinaciones 
lineales independientes de x B (t)> x G (t), y x B (t). Y, con una elección apropiada de coe¬ 
ficientes, se puede hacer una de las combinaciones en la misma forma que la intensi- 
dad o sefial de luminancia de la TV monocromática. En particular, resulta que si 

Xy(t) = 0.30x R (t)f% 0.59x c (0 + 0.1 IxbU) (l<v) 

entonces Xy{t) es idêntica de manera virtual a la sefial de video convencional simboli¬ 
zada previamente por x{t). Las dos sefiales sobrantes, conocidas como sefiales de 
crominancia , se toman como 

Xi(t) =- 0.60x r (/) — 0.28 x g (0 — 0.32x b (O (1 h) 


x Q (t) =- 0.2Lyr(/) — 0.52xgO) Hr 0.31x fl (/) (lr) 

Aqui, las sefiales de color están normalizadas de tal manera que 0 < x R (t) < 1, 
etc., por lo que la sefial de luminancia nunca es negativa, mientras que las sefiales de 
crominancia son bipolares. 

La comprensión de las sefiales de crominancia se enriquece con la introducción 
dei vector de color 

Xc(t ) =x,(0 +Jx Q (t) (2) 


cuya magnitud |x c (OI es la intensidad de color o saturación y cuyo ângulo arag[x ( (/)] 
es la tonalidad. La figura C.9 muestra las posiciones vectoriales de los colores pri¬ 
mários saturados, en el 


Q 



FIGURA C.9 

Vectores de colores primários saturados, en el 
plano ÍQ. 


I I ir? iliuidonos y cl aníihsi.s coiuplc.1o.s xc iliin cn Puk IHt. Vnl 42, ciicio tlr IVS4, cl ciiul 
iktlicmlo por rompido al Icmii ele la tclcvixiòn it ooloi 
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plano IQ . Un azul-verde (pastel) saturado en forma parcial, por ejemplo, podría te- 
ner x R = 0 y x B = x G = 0.5, por lo que x c = —0.300 —j 0.105, \x e ] = 0.318, y 
arg[jc c ] = —160°. Puesto que el origen dei plano IQ representa la ausência de color, 
se puede ver a la sefial de luminancia como un vector perpendicular a este plano. 

Dado que Xyit) sirve como la sefial monocromática, se debe asignar el ancho 
de banda base para proporcionar una resolución horizontal adecuada. En con- 
secuencia, ipodría parecer que no hay lugar para las seflales de crominancia. Re- 
cuérdese, sin embargo, que el espectro de Xy(t) tiene intervalos periódicos entre las 
armónicas de la frecuencia de línea f h —y lo mismo es válido para las seflales de cro¬ 
minancia. Además, pruebas subjetivas han demostrado que el ojo humano es menos 
perceptivo a la resolución de crominancia que a la de luminancia, de tal manera que 
Xj(t) y x Q (t) se pueden restringir a alrededor de 1.3 MHz y 0.6 MHz, respectivamen¬ 
te, sin una degradación visible significativa de la imagen de color. La combinación 
de estos factores permite multicanalizar las seflales de crominancia en una forma in¬ 
terpolada en el espectro de banda base de la sefial de luminancia. 

Interpolación de frecuencia y compatibilidad 

Las seflales de crominancia están multicanalizadas sobre una subportadora de color 
cuya frecuencia cae en forma exacta a la mitad entre la 227ava y la 228ava armónica 
de /*, es decir, 

455 

fcc = —Á* 3.6 MHz (3) 

Por lo tanto, por extensión de la figura C.4, las componentes de frecuencia de lumi¬ 
nancia y crominancia se interpolan como se indica en la figura C.10, y hay 0.6 MHz 
entre F ec y el extremo superior dei canal de banda base. La modulación de subpor¬ 
tadora se describirá en breve, después de examinar la interpolación de frecuencia y la 
compatibilidad. 



figura c.io 

Llncas cspcclralcs dc crominancia (intcrrum pidas) intercalada* con las 
lincus dc luminunciu. 
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iQué sucede cuando se aplica una sefial de color a un tubo de imagen monocro¬ 
mático? Nada, en forma sorprendente, hasta donde el espectador puede apreciar. 
Cierto, la subportadora de color y sus bandas laterales producen variaciones 
senoidales en la parte superior de la sefial de luminancia. Pero como todas estas si¬ 
nusoides son en forma exacta un múltiplo impar de un medio de la frecuencia de línea, 
se invierten en fase de línea a línea y de campo a campo (Fig. C.ll). Esto produce 
parpadeo en áreas pequeilas que se promedian sobre el tiempo y el espacio al valor 
correcto de luminancia y pasa en esencia inadvertido por el espectador. 

Por medio de este efecto promediante, la interpolación de frecuencia sumi- 
nistra la sefial de color compatible con un receptor monocromático sin modifica- 
ciones. Por medio de este efecto también se simplifica el diseflo de los receptores de 
color, puesto que, invirtiendo el argumento anterior, la sefial de luminancia no inter- 
fiere en forma visible con las seflales de crominancia. Existe un problema menor de 
interferencia causado por la frecuencia diferencia f a — f cc = 4 500 — 3 579.545 = 
920.455 kHz = (107/2)/), la cual es una frecuencia “invisible”. (Como resultado de 
este cambio, la frecuencia de campo es en realidad de ; 59.94 Hz en vez de 60 Hz!) 


Sistema de multicanalización de crominancia 

Cualesquiera dos seflales se pueden modular en forma lineal sobre la misma porta¬ 
dora empleando el sistema cuyo diagrama se muestra en la figura C.12. Conocido 
como multicanalización de portadora en cuadratura , este arreglo utiliza el corri- 
miento de fase en portadora y detección sincrónica para permitir que dos seflales 
ocupen la misma banda de frecuencia; se deja el análisis al lector. La figura C.I3 
muestra cómo el esquema de portadora en cuadratura se incorpora a un transmisor 
de TV a color para las seflales de crominancia. 

Las tres seflales de color, primero se matrizant por la ecuación (1) para for¬ 
mar a Xv(0» y XqU)- 

Las seflales de crominancia se filtran a pasabajas (con diferentes anchos dc banda) 
y se aplican a los moduladores de subportadora. El filtraje pasabanda subsccucntc ge- 


| No sr muestra la corrccciòn xarnma no lineal, InlrodiickJa para compcmiar Ih dhlorslòn por hrllln 
de mi icceptor llpico. 
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FIGURA C.12 

Multicanalización de portadora en cuadratura. 


nera la modulación de doble banda lateral convencional para el canal Q y de banda 
lateral residual modificada para el canal /—es decir, doble banda lateral para frecuen- 
cias de banda base de x^t) por abajo de 0.6 MHz y banda lateral única inferior para 
0.6 <|/| < 1.3 MHz. Lo último mantiene a las seflales de crominancia moduladas 
tan altas como es posible en el espectro de banda base, confinándose con ello el par- 
padeo a áreas pequefias, mientras que sólo se permite el suficiente ancho de banda 
para una apropiada resolución de x£t). No se puede emplear la supresión total de 
banda lateral obedeciendo al contenido de baja frecuencia significativo en xj(t) y x Q ((). 



FIGURA C.13 

Sistema de modulación de subportadora de 
color. 
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FIGURA C.14 

Sistema de demodulación de color. 


Incluyendo a Xy(t), la seiial completa de banda base resulta ser 

x b (t) = *y(f) + x Q (0senttí cc / + x/(0cos o» cc r + £ IH (t)sena) ce t (4) 

donde es la transformada de Hilbert de la porción de alta frecuencia de x^t ) y 
que cuenta para las bandas laterales asimétricas. Esta sefial de banda base toma el 
lugar de la sefial de video monocromática en la figura C.7. En forma adicional, una 
parte de 8 ciclos de la subportadora de color conocida como ráfaga de color se pone 
sobre la porción posterior o “pórtico posterior” de los pulsos de borrado para cfcc- 
tos de sincronización. 

La demulticanalización se efectúa en un receptor de TV de color despuès dei 
detector de envolvente, como se muestra en la figura C.14. Puesto que la seftal de lu- 
minancia está aqui en banda base, no se requiere mayor procesamiento salvo para 
amplificaclón y dc una trampa de 3.6 MHz o filtro de supresión para eliminar la 
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omponente principal de parpadeo; las bandas laterales de crominancia no necesitan 
zr removidas, gradas a la interpolación de frecuencia. Las sefiales de crominancia 
asan a través de un amplificador pasabanda y se aplican a un par de detectores 
incrónicos cuyo oscilador local es controlado a voltaje sincronizaco por compara- 
ión de fase con la ráfaga de color recibida. Los controles manuales que por lo gene- 
al se encuentran rotulados como “nivel de color” (es decir, saturación) y “tinte” 
;s decir, tonalidad) sirven para ajustar la ganancia dei amplificador de crominancia 
la fase dei ! oscilador controlado a voltaje; su efecto sobre la imagen se explica con 
icilidad en términos de vector de color y con la figura C.9. 

Suponiendo una buena sincronización, se desprende de la ecuación (4) que las 
zfi ales detectadas pero no filtradas de los canales ly Q son proporcionales a 

v T (t) = Xjit) + 2x Y h(0 cos oj cc t + x,(t) cos 2w cc t 

4^ [x Q (t) 4- xi H (t)]$en2w cc t (5a) 

v Q (t) = xq(í) 4 Xfn(t) -(- 2xYn(t) sênoj^c 1 4 sen2cu cc t 

— Uq( 0 + *m(0] COS 2üj cc t (5b) 

onde XyhÍO representa a las componentes de frecuencia de luminancia en el interva- 
) de 2.3 a 4.2 MHz. Es obvio que el filtraje de pasabajas removerá los términos de 
recuencia doble, mientras que los términos que incluyen a x YH (t) son frecuencias 
invisibles”. Además, en la ecuación (56) no tiene componentes menores de 
.6 MHz, por lo que es rechazada por el filtro pasabajas dei canal Q. (Aqui, el filtra- 
: imperfecto da por resultado un efecto molesto conocido como diafonía de color 
n cuadratura.) Por tanto, no haciendo caso de los términos de frecuencia invisible, 
r(0 y x Q (t) han sido recuperados y se les puede matrizar con Xy(t) para generar las 
‘flales de color para el tubo de imagen. De manera especifica, de la ecuación (1), 

Xr(í) = Xy(t) 0.96a'j(/) gjl 0.62xq(í) (6a) 

x G (t) = x Y (t) - 0.28jfi(/) - 0.64 x Q (t) (6b) 

x B (t)*mx Y (t) ~ l.lOjCir(f) + 1 J0x o (t) (6c) 

i ocurre que la sefíal recibida es monocromática, entonces las tres senales de color 
-rán iguales y la imagen reproducida será en blanco y negro. A esto se le conoce 
;>mo compatibilidad inversa . 

.4. PROBLEMAS 

. I (Secc. C.l) Explíquense los siguientes dos enunciados: 

(a) El número total de líneas por cuadro en un sistema de TY debe ser impar. 

(b) La forma de onda que impulsa la trayectoria de exploración en un sistema de TV 
dcbe ser de diente de sierra y no triangular o sinoidal. 

.2 (Secc. C.l) No haciendo caso dei retrazo y de la pequefía pendiente de la trama, 
descri base el espectro de video cuando la imagen está formada de barras verticales al¬ 
ternadas blancas y negras de ancho H/4 . Repítase para barras horizontales de altura 
y/4 y compíirense. [Su^crcnaa: Considcrcsc la propia sefial dc video en vez de empleai 
la ecuación (4). | 
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C.3 (Secc. C.l) Encuéntrese I c mr | para una imagen completamente negra (/ = 0) excepto 
por un rectángulo blanco centrado (/ = 1.0) de otH de ancho por 0Vde alto. (Respues- 
ta\ or^lsenc ma senc nf}\.) 

C.4 (Secc. C.l) Con relación al problema C.3, constrúyase gráfica dei espectro de amplitud 
para cfectos de medición si/ s 0 cuando a = 0.6 /3 = 0.4 y J\ = 20/,. No se tomen en 
enema aquellas lineas para las cuales |c„„ | < 0.1 |c 00 |. Repitase con a — 0.4y 0 = 0.6, 
y explíquense las diferencias. 

C.5 (Secc. C.l) La imagen dei teléfono televisivo es cuadrada, el tiempo de línea activa es 
de alrededor de 100 /xs, y hay alrededor de 230 líneas activas. 

(a) Encuéntrese el requisito de ancho de banda de video. 

(b) Si la seftal de video se transmite por medio de moduladón por codificación de pul¬ 
sos binário (en reatidad moduladón por codificación de pulsos coherente dtferen 
dal) con Q = 8, icuàl es el ancho de banda de transmisiòn mínimo? 

C.6 (Secc. C. 1) Calcúlense y B para un sistema de TV con = 4 / 3 , N = 625, Mr = 48 t 
y T hf = 0.16 Compárese con las normas de TV que rigen en Estados 

Unidos. 

C.7 (Secc. C.l) Un sistema de transmisiòn de imágenes tiene valores fijos de N vr /N y 
T h JT. . Se especifica además que la resolución debe ser de n 0 líneas por distancia 
imitariam ambas direcciones. Demuéstrese que BT cuadro = 0.714 HVn 0 2 , lo cual es in- 
dependiente de la relación de aspecto. 

C.8 (Secc. C.2) Empléese un diagrama fasorial para deducir la ecuación (2) a partir de la (1). 

C.9 (Secc. C.2) Supóngase que el proceso de exploración en una câmara de TV es tal que 

su seflal de salida es 3c(í)7Vj _ A s(\)d\ donde x(t) es la sefial de video deseada y A 
7 A esto se le conoce como el efecto de apertura horizontal. 

(aTbescríbase en forma cualitativa lo que le ocurre a la imagen reproducida. 

(ó) En forma cuantitativa, diséfiese un filtro que compense el efecto. 

C.10 (Secc. C.3) Analicese el sistema multicanal de portadora en cuadratura, figura C.l 2. 
En particular, obténganse expresiones para las sefiales de salida cuando el oscilador lo¬ 
cal dei receptor tiene un error de fase arbitrário. 

C.ll (Secc. C.3) Desarróllense los detalles que conducen a las ecuaciones (5a) y (5b) a par¬ 
tir de la ecuación (4). 

C.12 (Secc. C.3) Empleando la figura C.9, descríbase lo que sucede a la imagen de color 
reproducida cuando: la ganancia dei amplificador de crominancia es muy alta o muy 
baja; la fase dei oscilador controlado a voltaje tiene un error de ±90° o 180°. 
C.13* (Secc. C.3) Encuéntrense expresiones equivalentes a las ecuaciones (4) y (5) cuando lo¬ 
dos los filtros dei canal x Q (en transmisor y receptor) son los mismos que en el canal „v,. 
Examínense los resultados. 








TABLA A 

PARES TRANSFORMADOS DE FOURIER 


Definiciones 


Transformada 


K(/) = &[v(t)] = í” dt 

J _ oo 


Transformada inversa 


v(t) = &-'[V(f)]= f V(f)e^t’ df 

j — 00 


reorema integral 


v{t)w*(t)dt 


r v(fw*{f)df 


reoremas 


Dperación 

Función 

Transformada 

Jnealidad 
letardo en tiempo 

ocv(t) + fíw(t) 
v(t — t d ) 

*vtn+pmf) 

Cambio de escala 

v(at ) 


ronjugación 

)ualidad 

‘'raslación de frecuencia 
Aodulación 

v*(t) 

V(t) 

v(t)e Jüict 

v(t) cos ( oj c t 4 - 0) 

v*(- f) 

«(-/) 

V(f-fc) 

+ e-J°V(f+f c )] 

)iferenciación 

d"v(t) 

dt " 

(j2t rfyV(f) 

ntegración 

f t>(A) dX 
* — ® 

(j2nf)-'V(JY 

)onvolución 

lultiplicación 

v * w(t) 
v(t)w(t) 

V* W(f ) 

lultiplicación por /" 

t”v{t) 

< ' 2 ’> df 
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Transformadas 

Función 

Rectangular 

Triangular 

Gaussiana 

Exponencial, de un lado 
Exponencial, de dos lados 
Senc 

Constante 

Fasorial 

Sinusoidal 

Impulso 

De muestreo 

Signo 



X(f) 

n (í) 

rsenc/r 

4) 

Tsenc 2 /r 

e -n(t/r) 2 

re~ ni/t)2 

e~ tn u{t) 

T 

1 +jlirfr 

e - | r | /r 

2 T 


1 + (2tt/t) j 

senc2 Wt 

à n (é) 

1 

S (/) 

gjiwc* + <*»> 

e J *Hf~fc) 

COS ( a) c t -f <f>) 

'Á[e J *8 (/-/,) + e- J W+/c)] 

S(í - U) 

ç- Jo>*d 

f B(t -IcT.) 

k=-co 

fs I 8(/— nf s ) 

n = — oo 

sgn t 

—j/irf 

u(t) 

HS(f) + -2-, 

y2ir/ 


De escalón 












TABLA B 

RELACIONES MATEMÁTICAS ÚTILES 


Algunas de las relaciones matemáticas que se encuentran en este texto, se enumeran a conti- 
nuación coiço una referencia conveniente. Sin embargo, esta tabla no pretende ser un sustitu- 
to de manuales más completos. 


Identidades trigonométricas 


e ± J 9 _ cos 0 _±_j ser 0 


COS 9 = ^ (e je + e ~ Je ) = sen (9 + 90°) 

SCn 6= h ^ ~ e ~ J6 ^ = cos ( e ~ 90 °) 


sen 2 0 + cos 2 6 = 1 
cos 2 9 — sen 2 9 — cos 26 

cos 2 6 = \4(l + cos 29) 
cos 3 9 = H(3 cos 9 + cos 30) 

ien 2 9 = 14(\ — cos 2 9) 
wn 3 6 -- \4(3 sen <9- sen 3<?) 

ien (a ± p) =. sen a cos p ± cos a sen p 
:os (a ± P) = cos a cos p =F sen a sen p 


an (a ± P) = 


tan a ± tan p 
1 T tan a tan p 


sen ccstnp= \4 cos (oc~p)~ 14 cos (a + P) 

:os a cos p = y 2 cos (a - p) + V£ cos (a + J8) 
en a cos p = 14 sen (a — /?) + i^sen (a + 0) 

í cos (9 + a) + B cos (9 + 0) = C cos 0 — Ssen 0 i* cos (9 + </>) 

Londe 

C — yí cos a + B cos p 
S = A sen a + /* sen /? 

R = Vc 2 + S*=\/Ã^+ B 2 ~2ÃB cos (a- f) 

j . S A sen a + 5 sen Ô 

<p = arctan — = arctan ----~ 

C ^4 cos a + 5 cos £ 


TABLA B 


4*3 


Desarrollos en serie y aproximaciones 

/í(/i — 1) li, 

(1 + x)"= 1 + nxH- ——x 2 H - \nx\ <1 

1 

e x = 1 + x + — x 2 H- 

a*=l+xlna + — (x1na) 2 +--- 
ln (1 + x) = x — + Vá* 3 + ' * * 

sen x = x — — x 3 -h — x 5 — ■ - * 

1 1 

COS X = 1 — — X 2 + x 4 - 


tan x = * + Y%x 3 + Ms* 5 + ' * * 
arcsenx = x + Vá* 3 + Mo* 5 + ‘ * * 

X - Vá* 3 4* Vá * 5 - 

7T 1 1 

2 ~x + 3x* 
senc x = 1 — — (ttx ) 2 + — (77-x) 4 


arctan x = 


1*1 <] 
X>1 


Sumas 


Aí 


2 m 


M 

y m 2 
111 = 1 

M 

2™ 3 
f»i= 1 


M(M+ 1) 

2 

AÍ(M+ ])(2M+ 1) 

: V~ 

M\M+ l ) 2 

4 


M 

V x m 

o 


(. x M - 1 ) 


(X - 1) 
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Integrales definidas 


v —1 njn 

■ dx = 


r® x m_ 1 

Jo 1 + x n 


sen(/wr//?) 
® tan x 


n> m> 0 


r®senx r® tanx v 

- dx = - dx = — 

Jo x Jo x 2 


r” sen j 
Jo 


x cm ftx 


n 2 < 1 


dx = rr 

4 


n 2 =\ 
0 n 2 > 1 


X 77 

dx = — 
/o jc‘ 2 


r* sen". 

Jo "T 3 " 

r®cos//x 77 

—— €/jc= — e-i - 1 

Jo 1 + x 2 2 

/» ® * ao 

senc x dx = senc 2 xdx= \i 
j 0 Jo 


r® r® I fã 

sen x 3 </x = cos x 2 dx = - - 

Jo Jo 2 y 2 

r® w! 

xV 0 * dx = —T n > 1 , a > 0 

Jo a" +1 

r® 1 — 

e~‘ 2x2 dx = — Vv a> 0 

Jo 2a 

r ® — 

x 2 e ~ x2 dx = J4a/t7 

J o 

p" 

Jo 

■'0 


c COS X í/x = 


1 4- a 2 


a > 0 


e ax sen xdx = 


1 + a 2 


f “ 1 - 

e _fl2 * 2 cos bx dx = —\/tj 
J o 2a 


a > 0 


-<W2o) 2 


TABLA C 
LA FUNCIÓN SENC 


En esta tabla se dan los valores numéricos de senc x = (sen 7rx)/7rx y sus cuadrados para x 0 a 
3 .9% en incrementos de 0.1. 


X 

senc* 

senc 2 x 

X 

senc x 

senc x 

0.0 

1.000 

1.000 

2.0 

0.000 

0.000 

0.1 

0.984 

0.968 

2.1 

0.047 

0.002 

0.2 

0.935 

0.875 

2.2. 

0.085 

0.007 

0.3 

0.858 

0.737 

2.3 

0.112 

0.013 

0.4 

0.757 

0.573 

2.4 

0.126 

0.016 

0.5 

0.637 

0.405 

2.5 

0.127 

0.016 

0.6 

0.505 

0.255 

2.6 

0.116 

0.014 

0.7 

0.368 

0.135 

2.7 

0.095 

0.009 

0.8 

0.234 

0.055 

2.8 

0.067 

0.004 

0.9 

0.109 

0.012 

2.9 

0.034 

0.001 

1.0 

0.000 

0.000 

3.0 

0.000 

0.000 

1.1 

-0.089 

0.008 

3.1 

-0.032 

0.001 

1.2 

-0.156 

0.024 

3.2 

-0.058 

0.003 

1.3 

-0.198 

0.039 

3.3 

-0.078 

0.006 

1.4 

-0.216 

0.047 

3.4 

-0.089 

0.008 

1.5 

-0.212 

0.045 

3.5 

-0.091 

0.008 

1.6 

-0.189 

0.036 

3.6 

-0.084 

0.007 

1.7 

-0.151 

0.023 

3.7 

-0.070 

0.005 

1.8 

-0.104 

0.011 

3.8 

-0.049 

0.002 

1.9 

-0.052 

0.003 

3.9 

-0.025 

0.001 



















TABLA D 

PROBABILIDADES GAUSSIANAS 


La probabilidad de que una variada gaussiana con valor medio m y variancia o 2 tendrá un va¬ 
lor observado mayor que m + x a, lo da la función 

Q(k)ú~ Çe~ x212 d\ 

V2t r 

jonocida como el área bajo la cola gaussiana. Así 

P(X >m + kg) = P(X <m — kg) = Q(k) 

P(\X-m\ >kg) = 2Q(k) 

P(m < X < m + kg) = P(m — kg < X < m) = \4~ Q( K ) 

P(\X— m\ < kg) = 1 — 2 Q(k) 

Jlras funciones relacionadas con Q(x)son como sigue: 

erf Kà^= fe~ x2 d\=l- 2Q(V2 *) 

V 7T 

erfc k ò — 7 = í e~ k2 d\ = 1 — erf k = 2Q{\/2 k) 

VtT J k 

$(#<) A ,— f e~ k2(2 d\ = l A~ Q( k ) 

V 2tt Jo 

Se supone en todo lo anterior que x > 0. Cuando el argumento de Q es negativo, se 
iuede emplear la relación 


Q(-k)=1-Q(k) 
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De los valores numéricos de Qx se construye la gráfica a continuación para 0 ^ x ^ 
7.0. Para valores mayores de x, se puede aproximar Q(x) por medio de 


GOO 




,-k 2 /2 


/í» 1 


K 




































































































































































































TABLA E 
DECIBELES 


ingeniería de comunicaciones, los decibeles se emplean casi siempre para relaciones depo- 
<cia. De manera específica, si R es una relación de potências, entonces 

Ri b à lOlogio R 


íversamente 


R = 

:ontinuación se da una tabla breve de conversiones de dB aproximadas para 1 s R s iO. 


^dB 

R 

-^dB 

0.0 

6 

7.8 

3.0 

7 

8.5 

4.8 

8 

9.0 

6.0 

9 

9.5 

7.0 

10 

10.0 


a R < r < 10, así 
de 1 < r < 10; así 


R = rx IO*" 


■^dB — r dB zt 1(W 


nanera similar, para R dB > 10, empléese la ecuación precedente en orden inverso. A conti- 
:i 6 n, algunos ejemplos de conversión. 

6,000 = 6 x IO 3 = (7.8 + 30) dB = 37.8 dB 
0.02 = 2 x 10 -2 = (3.0 — 20) dB = —17 dB 
49 dB = (9 + 40) dB = 8 x 10 4 = 80,000 
-4 dB = (6 - 10) dB = 4 x 10“ 1 = 0.4 


TAMAI til 


Los decibeles se emplean también para indicar valorai abiolutoi dl |0MMtl l|fl|MÍt 
una tercera letra, es decir, W para watts y mW para mlllwattl Por CjCfflpiOl 

37 dBW = 5 x 10* W - 5 kW 
0 dBm = 1 mW — 10' * W 
—21 dBm = 8 x IO’* mW - 8 pW 

Puesto que el decibel es una unidad logarítmica, los cálculos que lncluyan multiplica* 
ción, división, potências y raices, se pueden desarrollar en forma directa en decibelei, como M 
ilustra en el siguiente ejemplo: 

wxWy 

V= Z 

VdB = ^dB 4- 3XáB + X Á ^dB — ZdB 

Sin embargo, la suma y la resta, precisan de la conversión de decibeles a valores puméricos. 







TABLA F 

GLOSARIO DE NOTACIÓN SIMBÓLICA 


Sección 


peraciones 


de referencia 

* 

Complejo conjugado 

2.1 

9 [H], Im [H] 

Partes reales e imaginarias 

2.1 

A 

Magnitud o valor absoluto 

2.1 

rrr, IlH [H] 

Ângulo de una cantidad compleja 



2.1 

1 /• T/J 



(0> = lim - v(t) dt 

r-»® 1 J -T/2 

Promedio de tiempo 

2.2 

M0]= f v(t)e- J2 ^‘dt 

J - <30 

Transformada de Fourier 

2.3 

-'[V(f)]= f° V(f)e^'df 
* — ® 

Transformada inversa de Fourier 

2.3 

w(t) = f v(X)w(t — A) dX 

J — 03 

Convolución 

2.4 

0Mt)> 

Producto escalar 

2.6, A.l 

1 =<«(/),K0> 1/2 

Norma 

2.6, A.l 

1 

-w* 

II 

í—n 

Correlación cruzada 

2.6, 3.5 

t) — ^ui(t) 

Autocorrelación 

2.6, 3.5 

/) = F[R„{ t)] 

Densidad espectral 

2.6, 3.5 


Valor medio 

3.3 

(0] 

Promedio de ensamble 

3.5 




= - dX 

77" J — co t A 

Transformada de Hilbert 

5.4 
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Funciones 


QM- 

exp t 
senc t 

sgn t = 

«(0 = 


n G 


A - = 


- 1 í 

V2ir J ' 

V* J ' J rfA 

t 

Probabilidad gaussiana 

= e 1 


Exponencial 

sen 777 


Senc 

777 


■{-! 

O o 

A V 

Signo 

li : 

>0 

<0 

Escalón 

í. 

ui <1 



kl >\ 

Rectángulo 

-f- 

— |,|<r 

T 

Triângulo 

lo 

kl >t 



Símbolos miscelàneos 


à 

4 ‘Es igual por definición** 


“Es igual en forma aproximada” 

í 

r tí + T 

con t* es arbitrano 

J t 

*1* i 

■ir- K. 

Denota un par transformado de Fourier 

[a,b] 

El intervalo de a a b 

★ 

Material dei texto que se puede omitir 















LECTURA SUPLEMENTARIA SELECCIONADA 


continuación se listan bajo diferentes títulos, libros y documentos de utilidad para 
: lectores que deseen un tratado alterno, o que deseen profundizar en algún tema. 
dos los artículos son susceptibles de encontrarse en una buena librería de libros 
nicos. A menos que se indique otra cosa, están a un nivel comparable con las sec- 
>nes correspondientes de este texto. En la sección de referencias de dan citas 
mpletas. 


temas de comunicación en general 

s diferentes textos tienen más o menos la misma cobertura acerca de los sistemas 
comunicación que este libro. Los más recientes comprenden McMullen (1968), 
krison (1968), Schwartz (1970), Simpson y Houts (1971), y Taub y Schilling 
•71). 

Goldman (1948), uno de los primeros libros sobre el tema, tiene muchos 
mplos de análisis espectral en el contexto de la ingeniería de radio. Bennett (1970) 
alca los aspectos de la comunicación más solucionados con los sistemas telefóni- 
cn (anto que Sunde (1969) trata en forma extensa los problemas en canales im- 
1'cctos. Los sistemas de comunicación por lâser los cubre Pratt (1969). 


LECTURA SUPLEMENTARIA SELECCIONADA 4M3 


Análisis de la senal 

En Lathi (1965, Caps. 2 al 6), se encontrará un extenso análisis de seflales y métodos 
de Fourier, así como en Frederick y Carlson (1971, Caps. 4 al 7 y 12). Dos libros que 
tratan en forma exclusiva las transformadas de Fourier y sus aplicaciones son Bracc- 
well (1965) y Papoulis (1962). El primero se semeja a un diccionario gráfico de pares 
transformados; el último concierta un escrupuloso balance entre la exactitud y la 
claridad. En Lighthill (1958) y Franks (1969), que son trabajos más avanzados, son 
obras para el lector que desee profundizar. 


Senales aleatórias 

Beckmann (1967, Caps. 6 y 7), Lathi (1968, Caps. 2 al 4) y Thomas (1969. Caps. 2 
al 4) dan exposiciones breves de teoria de probabilidades y de las seflales aleatórias. 
De mayores alcances y más avanzados son Cooper y McGillem (1971), Davenport y 
Root (1958) y Papoulis (1965), en orden de mayor complejidad. 

Han aparecido dos documentos excelentes en relación con el análisis dei ruido: 
Rice (1944, 1945), una referencia clásica y Benett (1959), un artículo de orientación. 


Ruido eléctrico 

Baghdady (1960, Cap. 15) es un tratado conciso acerca dei ruido en los receptores de 
comunicación. Una de las mejores referencias generales es Bennett (1960); además 
dei ruido en el receptor, analiza el ruido en la radiación electromagnética, técnicas 
de medición y diseflo de sistemas de bajo ruido. 

El documento de Pierce (1956) examina las fuentes físicas dei ruido. Siegman 
(1961) analiza el ruido en los sistemas de microondas, empleando la aproximación 
didáctica de la línea de transmisión. Van der Ziel (1970) trata de ruido en dispositi¬ 
vos de estado sólido y láseres , mientras que Jolly (1967) hace un examen cualitativo c 
ilustrativo de la electrónica de bajo ruido. 


Modulación 

Todos los textos en general, antes mencionados, dedican capítulos a la CW y u la 
modulación de pulsos. Además, Panter (1965) hace un extenso análisis de la FM y dc 
la modulación por pulsos codificados y lo refuerza con abundantes citas, que lo hace 
un artículo valioso para la biblioteca de consulta de cualquier ingeniero en sistemas 
de comunicación. 

En Taub y Schilling (1971, Caps. 9 y 10) se da una excelente prescntación acer¬ 
ca dei ruido y de la extensión dei umbral de FM. Los dos documentos clásieos sobre 
la FM -Carlson (1922) y Armstrong (1936)— han resistido la prueba dei liempo y 
conlinuan siendo textos didácticos. 

Aunque un poco cargado de datos, Black (1953, Caps. 4 y 5 y 15 al 20) cubic 
cn loima nu ciente y total lo relativo al muestreo y la modulación dc pulsos. Linden 
(1959) ciiIocm la teoila dcl muestreo; Rowc (1965, Cap. 4) cubre el análisis espectral 
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la modulación analógica de pulsos; y Oliver, Pierce y Shannon (1948) es el 
ticulo insígnia en la filosofia de la modulación por pulsos codificacos. Schindler 
)70) examina los diferentes tipos de sistemas de modulación de delta. 


!oría de la comunicación estadística 

ís tres áreas principales de la teoria de la comunicación estadística (o sean, la teoria 
: la información, la codificación y la teoria de la detección) son tratadas por Tho- 
as (1969) y por Wozencraft y Jacobs (1965). El último requiere de mucha matemá- 
:a, pero bien vale la pena el esfuerzo. 

Los documentos clásicos en la teoria de la información son Nyquist (1924, 
128), Hartley (1928) y Shannon (1948, 1949). Shannon (1949) prescinde en forma 
lativa de las matemáticas y es altamente recomendable; entre otras cosas, este do- 
imento fue la primera exposición acerca de la teoria dei muestreo aplicada a la co- 
unicación eléctrica. Abramson (1963), Ash (1965) y Gallager (1968) son textos a 
vel de graduados acerca de la teoria de la información y de la codificación. Por 
ra parte, Pierce (1961) fue escrito para el lego e incluye las implicaciones de la 
oría de la información en el arte, la música, la psicologia, etc. A cualquier persona 
leresada en estos temas, le serán de utilidad las nuevas interpretaciones de Pierce. 

La concisa monografia de Selin (1965) bosqueja la teoria de la detección. Han- 
>ck y Wintz (1966), y Brown y Palermo (1969), se encuentran a un nivel matemáti- 
» más elevado. Turin (1960) es un documento guia sobre filtros adaptados, 
ientras que el libro de Viterbi (1966) trata la detección coherente que emplea 
luipo coherente en fase. 


imunicación digital de datos 

■nnett y Davey (1965), y Lucky, Salz y Weldon (1968) están dedicados por comple- 
a la transmisión digital de datos, siendo más teórico el último. Otros trabajos que 
ntienen una extensión apreciable sobre el tema comprenden a Schwartz, Bennett y 
cin (1966), Viterbi (1966), Wozencraft y Jacobs (1965). 

De los muchos documentos que se podrían citar aqui, tienen un mérito especial 
s siguientes: Arthurs y Dym (1962), un análisis de la detección de sefiales digitales 
ie descansa en el lenguaje dei espacio de la scnal; Salz (1965) describe la FM digital 
ípleando discriminadores; Lucky (1965) escribió el artículo más importante sobre 
igualación de adaptación; y Jacobs (1967), compara los sistemas multiniveles. 

Para una introducción a la codificación para control de error, Lin (1970) está 
Ire los mejores. Berlekamp (1968), Peterson y Weldon (1972) dan presentaciones 
ás completas y avanzadas. 


Ircuitos dc comunicación y la electrónica 

^crill y Anncr (1956), es uno de Ibs textos modelos sobre líneas de transmisión, 
lios dc ondas, ctc.; Chrislian y Hiscnmann (1966), han compilado una labulncióu 
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conveniente de disefios de filtros. En Terman (1955) y Henney (1959) se encuentran 
muchos aspectos relacionados con los componentes físicos de la ingeniería de radio. 
Libros más recientes sobre la electrónica de la comunicación son DeFrance (1966), 
Zeines (1970), Clarke y Hess (1971), y Alley y Atwood (1973). Hansen (1969) está 
dedicado a la electrónica de la televisión. 
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